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Santrauka

Siame darbe pateikiama dalinai automatizuota, moduline darbo eiga reakcijos—difuzijos
sistemy valdanciyjy daliniy diferencialiniy lygéiy atradimui i§ duomeny. Eiga jungia
Reto Netiesinés Dinamikos Identifikavimg (SINDy), sukonstruotus i§samius hiperparametry
Slavimus ir dviejy etapy démeny stabilumu pagristq genéjimqg, kuris paSalina retai
pasirenkamus arba nuolat perteklinj priderinimg sukelian¢ius poZymius prie§ Pareto
optimalia modelio atranka. Metodika iSbandoma keturiuose kanoniniuose vienmagdiu-
ose DLDI (8ilumos, Fiserio-KPP, Aleno-Kano ir Gréjaus—Skoto lygtyse), naudojant
sintetinius duomenis tinkleliuose nuo 16 x 16 iki 256 x 256 tasky.

Be triuksmo visos lygtys atgautos su Zemais paklaidy jver¢iais ir mazomis koeficienty
paklaidomis < 5 %. Adityvaus Gauso triuksmo bandymai atskleidé isvestinémis grjsty
metody silpnaja vieta: identifikavimas Zenkliai blogéja esant vos ~ 1% triuksmui di-
fuzijos ir ~ 0.1% — reakcijos-difuzijos sistemose. Siulomas kandidatiniy funkcijy rink-
inio genéjimas bibliotekoje sumazina dinamikai aprasyti naudojamy démeny skaiciy,
iSlaikydamas visus tikruosius démenis, sumazina liku¢io paklaidas ir leidzia teisingai
identifikuoti Silumos, Figerio-KPP, Aleno-Kano lygtis, Gréjaus—Skoto sistema. Visas
kodas pateikiamas kaip atvirojo kodo sprendimas, palaikantis kontroliuojamus skaitinés
simuliacijos parametrus, optimizatorius ir jy hiperparametrus bei kandidatiniy funkcijy
rinkinius..

Tyrimas apibrézia, kada klasikinis jprastosios formos SINDy metodas patikimas,
bei kiekybiskai nustato jo triuk8mo ribas, ir pateikia praktines rekomendacijas kan-
didatinio rinkinio sudarymui bei hiperparametry derinimui. Tolimesni darbai turéty
integruoti silpnos formos ir Bajeso retumo metodus bei tirti automatinj rinkinio kon-
stravima, siekiant taikyti metoda triuksmingiems, didelés dimensijos eksperimentiniams

duomenims.

1 Jvadas

1.1 Motyvacija

Pastaruoju metu vis dazniau domimasi duomenimis grindziamu dinaminiy sistemy modeliy
atradimu, kai dinamika nusakancios lygtys atrandamos tiesiai i§ eksperimentiniy ar simuliaciniy
duomeny, o ne iSvedamos tradiciniu analizés budu. Ypac¢ sudétinga is erdveés-laiko matavimy
atrasti diferencialines lygtis dalinémis igvestinémis (DLDI): ieskant tiksliy lygciy israisky
reikia ieSkoti kombinatoriskai galimy démeny rinkiniuose (polinominiai, erdviniy iSvestiniy,
sandaugy démenys ir pan.) bei tvarkytis su potencialiai triukSmingais ar ribotais eksper-
imentiniais duomenimis. Retosios regresijos metodai dinamikos identifikavimui tapo ypac

priimtinu sprendimu: darant prielaida, kad tikroji DLDI yra reta dideléje funkcijy erdvéje,



imanoma atkurti dinamika nusakanc¢ius modelius, kurie derina butent iSraiskos paprastuma
ir retuma su dinamikos tikslumu.

Vienas i§ tokiy retosios regresijos metody - Brunton ir bendraautoriy pristatyta Reto
Netiesinés Dinamikos Identifikavimo (angl. Sparse Identification of Nonlinear Dynamics)
(SINDy) sistema, kuri modelio atradima formuluoja kaip retos regresijos uzdavinj ir it-
eratyviai naikinant nereikSmingus démenis, padeda atrasti glaudzius tyrinéjama dinamika
aprasancius deésnius [1]. Netrukus po to Rudy ir kt. Sias idéjas pritaiké DLDI atveju,
pasiule PDE-FIND algoritma, kuris konstruoja erdviniy iSvestiniy ir netiesiniy funkcijy
rinkinj ir taiko retaja regresija valdan¢ioms DLDI atkurti, naudodamas Pareto analize, kad
subalansuoty modelio sudétinguma ir simuliacine paklaida [2]. Mangan ir kt. dar labiau
iSplete SINDy iki neisreikstinio uzdavinio formulavimo, leidzian¢io atrasti racionaligsias
funkcijas turin¢ia dinamika biologiniuose tinkluose [3]|. Bendrai, §ie darbai rodo, jog retumo
prielaida leidzia gauti gerai interpretuojamus ir tikslig dinamika prognozuojancius modelius
tiek paprastyjy diferencialiniy lygé¢iy (PDL), tiek DLDI lygé¢iy atvejais tuo paciu atskleis-
dami esminius praktinius isSukius tokio tipo uzdaviniuose: tinkamo kandidatiniy funkcijy
rinkinio parinkima, triukSmo valdyma iSvestiniy skai¢iavimuose bei tikrinimg, ar atrastas

modelis apibendrina dinamika uz naudojamy duomeny riby.

1.2 Uzdavinys ir Tikslai

Siame susitelkiama i klasikiniy reakcijos—difuzijos sistemy, tokiy kaip Silumos, Fige-
rio-Kolmogorovo, Gréjaus—Skoto ir Aleno-Kano lygtys, analizei. Pasitelke skaitiniy skai¢iavimy
duomeny baze, taikysime retyjy regresijy metodus siy lygciy formy identifikavimui ir, naudo-
dami Pareto analize, lyginsime modelius, subalansuodami likucio paklaida ir lygties retuma
bei kitus tikslumo matus. Pagrindinis tikslas — nustatyti optimalius parametry intervalus ir
geriausiai bendruosius reakcijos—difuzijos procesus atspindincias lygtis, tuo paciu pateikiant
rekomenduojamag darbo eiga tolimesnéms praktinéms uzduotims Sioje srityje.

Nepaisant pazangos dinaminiy lygé¢iy identifikavimo srity, Siuo metu dar néra vieningos,
iSpléstinés programinés sistemos, kuri — nuo DLDI skaitinio sprendinio iki retosios identi-
fikacijos ir Pareto analize pagristo jvercio — leisty atlikti atkartojamus, masinius eksperi-
mentus jvairioms lygtims su jvairiais retos regresijos optimizatoriais, jy hiperparametrais ir
kandidatiniy funkcijy rinkiniais. DidZioji dalis darby remiasi atskirai vienai lyg¢iai ar meto-
dui pritaikytais kodais, todél dirbant su retosios regresijos sistemomis daznai sunku atkar-
toti gautus rezultatus ar tiesiog optimaliu laike budu atlikti iSpléstinius dinaminiy modeliy
tyrimus.

Sio darbo tikslas — sukurti ir pademonstruoti tokia moduline retyjy DLDI identifikavimo



sistema, siekiant $iy uzdaviniy:

1. Reakcijos—difuzijos sistemy analizé. Analizuoti Silumos, FiSerio-Kolmogorovo,
Gréjaus—Skoto ir Aleno—Kano modelius, pritaikant retosios regresijos identifikavima ir
Pareto analize; parengti rekomenduojama darbo eiga optimaliems parametry réziams,
slavimams ir kandidatiniy funkcijy rinkiniy konfiguracijoms nustatyti bei isbandyti ja

baziniais bei triukSmingy duomeny atvejais.

2. Sistemos kurimas. Sukurti lanksc¢ig struktura, kuri automatizuoja DLDI sistemy
skaitine simuliacija ir integruoja SINDy pagrjsta retaja regresija, leidziancia atlikti
parametry Slavimus (angl. parameter sweep) per optimizatorius, slenkstines jy vertes,

hiperparametrus ir kintamas kandidatiniy funkcijy rinkiniy konfiguracijas.

3. Optimizatoriy ir rinkiniy vertinimas. Kiekybigkai palyginti kelis retosios regre-
sijos optimizavimo metodus (pvz. STLSQ, SR3) ir funkcijy rinkinius (polinominés,
racionalieji, sandaugy démenys) naudojant tokius matavimus kaip likucio paklaida,

lygties retumas, terminy parinkimo tikslumas/atkurimas/F1, koeficienty paklaida.

1.3 Darbo apréptis

Siame darbe nagrinéjami deterministiniar, sintetiniai duomenys, sugeneruoti iS gerai
zinomy reakcijos—difuzijos modeliy (pvz. Gréjaus—Skoto) taikant baigtiniy skirtumy schemas.
Apribojus tyrima reprezentatyvia sistemy klase, galima atlikti iSsamy ir kiekybiskai tiksly

retyjy identifikavimo metody vertinima. Pagrindiniai indéliai yra Sie:

o FEksperimentinis tyrimas su keliomis reakcijos—difuzijos sistemomis: sistemingai na-

grinéjamas optimizatoriy nasumas, kandidatiniy funkcijy rinkiniy dizainas.

e [Integruota sistema (pipeline) nuo pradzios iki pabaigos retajam DLDI atradimui, uztikri-
nanti pakartojamas darbo eigas ir lengvai ple¢iama naujais optimizatoriais ar kandidatiniy

funkcijy rinkiniais.

o Skirtingy metriky ir Pareto analizés pagrindu paremta modelio parinkimo strategija,

leidzianti grieztai lyginti atrastus modelius.

1.4 Darbo Struktura

e 2 skyrius: Teorinés prielaidos ir literaturos apzvalga. ApZvelgiami retieji re-
gresijos metodai PDL/DLDI identifikavimui ir pristatomi reakcijos—difuzijos modeliai,

naudojami Siame darbe.



3 skyrius: Metodologija. Aprasoma skaitinio modeliavimo aplinka, kandidatiniy

funkcijy rinkinio konstravimas, retosios regresijos technikos ir vertinimo metrikos.

4 skyrius: Eksperimentiniai rezultatai. Pateikiami identifikavimo rezultatai ide-
aliomis ir triukSmingomis salygomis bei lyginamosios optimizatoriy parametry ir funkcijy

rinkiniy analizés.

5 skyrius: Diskusija ir validacija. Aptariami rezultatai, identifikuoty modeliy

apribojimai ir rezultaty reikSme platesniame mokslo kontekste.

6 skyrius: ISvados ir busimi darbai. Apibendrinamas indélis, aptariamas darbo

poveikis ir numatomos tolesniy potencialiy tyrimy kryptys.

2 Teorineés prielaidos ir literaturos apzvalga

2.1 Duomenimis grindziamas dinaminiy sistemy atradimas

Duomenimis grindziamas atradimas siekia valdancigsias lygtis iSvesti tiesiai iS matavimy,
o ne i fizikinio samprotavimo ar teorinés analizés. Ankstyvieji darbai naudojo simboline
regresija — ypac Smito ir Lipsono genetinj programavimo metoda, kuris i§vardija kandidatines
iSraiskas ir derina tiksluma su lygties sudétingumu, kad i§ duomeny isryskinty kompaktiskas
diferencialines lygtis [5]. Nors tokia paieska gali buti galinga, visiskai simbolinés metodikos
skai¢iavimams imlios ir linkusios j perteklinj prisitaikyma prie duomeny, todél kilo naturalus
poreikis labiau strukturizuotiems modeliams. Retoji regresija §j poreikj tenkina: sukuriamas
didelis, bet fiksuotas kandidatiniy funkcijy rinkinys ir daroma prielaida, kad tikroji dinamika
naudoja tik keleta démeny i§ kandidatiniy funkcijy rinkinio; esant Siai retumo hipotezei,
sprendziama linijiné regresija su ¢, apribojimu arba taikomas iteracinis slenkstinis démenuy
panaikinimas, kad nereikSmingi démenys buty pasalinti [1].

Pagrindinis Sparse Identification of Nonlinear Dynamics (SINDy) algoritmas Sia idéja pri-
taiko paprastosioms diferencialinéms lygtys: turint laiko eiluc¢iy duomenis suformuojama ma-
trica, kurios stulpeliai — rinkinio funkcijy jverciai sprendinio duomenims, o tuomet sprendziama
retuma skatinanti regresija ©(X)Z ~ X, i§ kurios koeficienty matricos nenulinés vertés
nurodo aktyvius démenis [1]. Kadangi po iteratyvaus slenkstinio démeny Salinimo islieka
tik keli koeficientai, gautas modelis yra ir taupus, ir lengvai interpretuojamas. Parodyta,
kad SINDy gali i$ naujo atkurti, be kita ko, Lorenco, plésruno—grobio ir sukuriy nuslinkimo
dinamikas net ir esant vidutiniam triukSmui, jei biblioteka pakankamai tiksli bei apima tikru-

osius démenis.



Sis poziuris greitai buvo apibendrintas: Seiferis parodé, jog tas pats retumo principas
leidzia identifikuoti kanonines dalines diferencialines lygtis, j biblioteks jtraukiant erdvines
iSvestines ir taikant ¢;-reguliarizuota optimizavima [4]; Rudy ir kt. pasiulé PDE-FIND
metoda, kuris sparciaja regresija susieja su Pareto analize ir aptinka jvairias DLDI — nuo
difuzijos iki Navjé-Stokso lyg¢iy [2]; o Manganas ir kt. iSplété SINDy j neiSreikstinj for-
mulavima, galintj atkurti racionaliuosius netiesiskumus, daznai pasitaikanc¢ius biocheminéje
kinetikoje [3]. Tolesnés patobulintos versijos, tokios kaip silpnosios integralinés formos
SINDy, mazina triuk§mo jautruma retuma taikydamos integralinéms dinamikos igraiskoms [6],
o ansamblinés ar valdymo variacijos iSple¢ia taikomuma sistemoms su neapibréztais duomenimis.
Sie pasiekimai patvirtina, kad retumo taikymas apdairiai pasirinktoje funkcijy erdvéje suteikia
skai¢iavimo poziuriu efektyvy ir patikima kelig atrasti glaustus, fiziskai prasmingus modelius

i§ sudétingy duomeny.

2.2 Retasis DLDI identifikavimas (PDE-FIND)

Rudy ir bendraautoriai pasiule PDE-FIND kaip tiesioging SINDy metodo plétra dalinéms
diferencialinéms lygtims [2]. Turint erdvés—laiko matavimus wu(z,t) diskretizuotame tinklely,
laiko iSvestiniy éminiai sudedami j stulpelinj vektoriy U,, suformuojama rinkinio matrica
O(U), kurios stulpelius sudaro kandidatiniy démeny rinkinys — netiesinés u kombinacijos,
erdvinés iSvestineés u,, Uy, Uppp, - - --

Sprendziant retaja regresija

U, =~ O(U)E¢,

taikant nuosekly slenksc¢iuota ridge metoda, gaunamas koeficienty vektorius &, kuriame
islieka tik kelios nenulinés vertés; butent tie nenuliniai koeficientai apibrézia identifikuotos
DLDI desinigja puse.

Lyginant su PDL atveju, DLDI identifikavimas yra sudétingesnis: erdvines iSvestines
reikia tiksliai jvertinti, o bet koks matavimo triukSmas diferenciavimo metu sustiprinamas,
todél butinas kruopstus duomeny lyginimas ir slenkstiniy verciy derinimas. Nepaisant Siy
issukiy, PDE-FIND sékmingai i$ naujo atrado daugelj kanoniniy lyg¢iy — difuzijos lygtj,
klampigja Burgerso lygtj, Kortevego—de Friso lygtj ir net 2D Navjé-Stokso advekcijos—difuzijos
démenis — vien i$ triuk8mingy sintetiniy duomeny, pakanka tik vidutinio tankio duomeny [2].
Sie rezultatai patvirtina, kad SINDy retumo paradigma naturaliai tinka ir DLDI, todél

stipriai motyvuoja ja taikyti Siame darbe nagrinéjamoms reakcijos—difuzijos sistemoms.



2.3 Difuzijos lygtys ir reakcijos—difuzijos sistemos

Reakcijos—difuzijos lygtys sudaro standartinj fiziniy, cheminiy ir biologiniy procesy modeliy
struktura: tiesinis difuzijos démuo apraso erdvinj medziagos sklidima, o netiesiniai reakcijos
démenys uzfiksuoja lokalias sgveikas. Toks derinys leidzia atkurti Silumos sklaida, judancius
cheminiy reakcijy frontus, bistabiliy faziy sasajas ar ilgalaikes laiko osciliacijas. Kadangi
kiekviena i$ 8iy elgseny skirtingai iSbando identifikavimo algoritma, tolesniems eksperimento
etapams Siame darbe pasilickamos penkios kanoninés lygtys — reakcijos-difuzijos lygtys yra
kontroliuojama, pakankamai varijuota lygciy klasé algoritminiam dinamikos identifikavimo

tikslumui jvertinti.
Silumos lygtis (grynoji difuzija). Kanoninis difuzijos modelio pavidalas yra
u = D Au, (1)

kur u(t, z) zymi skaliarinj lauka (pvz. temperatura), o D > 0 — difuzijos koeficientas. Kadangi
lygtis yra tiesiné, jos fundamentalusis sprendinys yra Gauso funkcija; bet koks pradinis

4/2 - Silumos lygtis veikia kaip

netolygumas d matmeny erdveéje monotoniskai nyksta kaip ¢~
etalonas, leidziantis patikrinti, ar identifikavimo algoritmas geba iSskirti vienintely Laplasiano

démenj.

FiSerio-KPP lygtis (monostabilus bangos frontai). Logistinio augimo pridéjimas

prie difuzijos duoda FiSerio—Kolmogorovo—Petrovskio—Piskunovo modelj
uw = DAu+ru(l—u), r >0, (2)

kuris i§ pradziy buvo skirtas aprasyti naudingos mutacijos plitima erdvéje [7]. Neteigiama
pusiausvyra uzkariauja nestabilia buseng u = 0 judanciais frontais, kuriy maziausias greitis
¢ =2vrD. Si lygtis patikrina, ar retasis atradimas gali atkurti #r Laplasiano, ir kvadratinj

reakcijos démenj.
Aleno—Kano lygtis (bistabilios sasajos). Metalo lydiniy faziy atskyrima apraSo
w = DAu+ B (u—ub), 3)

kuri yra L? srauto gradientas dvigubos duobés potencialui [8]. Sistema bistabili: u = +1 —

stabilios busenos, u = 0 — nestabili, o susidarancios sgsajos juda kreivumo valdomu greiciu.



Kubiné netiesiné reakcija ir astrus erdviniai gradientai leidzia patikrinti algoritmo gebéjima

identifikuoti aukstesnés eilés polinominius démenis.

Gréjaus—Skoto modelis (Turingo rastai, savireplikacija). Dviems saveikaujantiems

komponentams U, V' galioja

Uy =Dy AU —UV*+ F(1-U), (4)
Vi=Dy AV +UV? — (F +k)V, (5)

kur F' — tiekimo (feed) greitis, o k& — susinaikinimo (kill) greitis [9, 10]. Homogeninés pu-
siausvyros difuzijos sukeliamas nestabilumas sukuria démes, juostas, labirintus ir savirep-

likuojancias strukturas; tai grieztas rasty formavimosi etalonas.

Sios penkios DLDI kartu apima tiesine difuzija, monostabiliag ir bistabilia kinetika, dau-
giakomponente saveika, osciliacijas ir sudétinga rasty formavimasi — tai iSsamus testy rinkinys

retajam sistemy identifikavimui.

2.4 Issukiai DLDI identifikavime

Duomenimis grindziamas daliniy diferencialiniy lygciy identifikavimas susiduria su ke-
liais esminiais sunkumais. Pagrindiniai i§ jy — triukSmo jautrumas skai¢iuojant iSvestines,
tinkamo kandidatiniy funkcijy rinkinio parinkimas bei butinybé vertinti atrasty modeliy
galia prognozuoti tyrinéjama dinamika, o ne vien suderinimo su naudojamais duomenimis

tiksluma. Sie issukiai tiesiogiai lemia Sio darbo metodologine kryptj.

Kandidatinio rinkinio sudarymas ir modelio parinkimas. Retosios regresijos prielaida
— kad tikroji dinamika priklauso nuo tam tikro kandidatiniy funkcijy rinkinio. Jei svarbus
démenys praleidziami arba bibliotekoje gausu stipriai koreliuoty funkcijy, optimizavimas
gali praleisti esmine fizika ar jtraukti klaidingus démenis. Nepilnas rinkinys vercia regre-
sija uzpildyti trukstama fizika turimais démenimis, o pernelyg plati biblioteka sukelia bloga
salygiskuma, kai stulpeliai beveik tiesiskai priklausomi [1]. Modelio parinkima dar labiau
komplikuoja poreikis derinti retuma, tiksluma ir gebéjima apibendrinti — geras priderinimas
prie duomeny nebutinai reiskia, kad modelis gerai veiks su nematytais rezimais kaip kitomis

pradinémis ar kraStinémis salygomis.

TriukSmo jautrumas. ISvestiniy skai¢iavimas i$ triukSmingy erdvés—laiko duomeny yra
bene problemiskiausias zingsnis retajame DLDI atradime. Net ir Zemas triukSmo lygis

smarkiai isryskéja atliekant skaitinj diferenciavima, ypac kai reikia aukstesniy erdviniy iSvestiniy,
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tokiy kaip g, ar u,... Tai nuolat jvardijama kaip didziausia kliutis ankstesniuose darbu-
ose [2, 4], kur parodyta, kad net paprastos baigtiniy skirtumy schemos gali sugriauti mod-
elio atkurima esant menkiems trikdziams. TriukSmui slopinti taikomi Gauso filtrai, lokali
polinomy aproksimacija, o pastariausiu metu — silpnosios integralinés formos DLDI identi-
fikacija [6], kurioje valdancioji lygtis taikoma integraline prasme, taip maZinamas triuksmo

poveikis.

Validacija. Paprastosios SINDy darbo eigos daznai baigiasi radus reta koeficienty vektoriy,
tac¢iau nepatikrinus, ar gauta DLDI simuliacijoje i§ tikryjy atkuria sistemos elgsena. Vien
likucio paklaida mokymo duomenyse nebutinai parodo prognozes galia, ypac¢ triukSmingoje
aplinkoje. Simuliaciné validacija — t. y. patikrinimas, ar iSmoktas modelis atkuria teisingg il-
galaike dinamika ir iSlieka teisingas pakitus pradinéms salygoms — yra kritiskai svarbi, tac¢iau

literaturoje daznai praleidziami [2].

Sio darbo indélis. Siekiant spresti minétus tarpusavyje susijusius issukius, Siame darbe
kuriama, konfiguruojama ir ple¢iama DLDI identifikavimo proceso eiga. Ji palaiko sistemin-
gus parametry rézius per placius optimizatoriy parametrus, kandidatiniy funkcijy rinkiniy
strukturas ir retumo slenkscius, o kiekvieng identifikuota modelj vertina plac¢iu rodikliy rink-
iniu: likucio paklaida, R? jvertis, santykiné koeficienty paklaida, retumo lygis, tikslumas,
atkurimas ir F1 balas. Siame darbui pradéta programiné struktura suteikia galimybe prie
skaitiniy sprendiniy klasés pridéjus norimag tirti dinamika tyrinéti iSsaugant ir kaupiant
tyrimy duomenis, palieka galimybe tyrimy rezultatus kaupti galimai kuriant sgsaja ir su
duomeny baze ar kitomis programinémis sistemomis.

Sujungus automatines parametry tinkleliy paieskas su grieztomis vertinimo ir validacijos

proceduromis, sukuriama tvirta struktura duomenimis grindziamam DLDI atradimui tirti.

3 Metodologija

3.1 Metodikos apzvalga

Siuloma darbo eiga, kuri Ssiame darbe taikoma DLDI identifikavimui remiantis SINDy
pagrindu [1, 2].! Kiekvienas etapas vykdomas kaip nepriklausomas modulis, todél skai-
tinius metodus, rinkinius ar optimizavimo nustatymus galima keisti nemodifikuojant kodo.
Moduliné architektura leidzia vykdyti sistemingus parametry réziy (sweep) tyrimus ir gauti

lengvai atkartojamus etaloninius rezultatus.

!Diagrama pateikiama, kitame puslapyje; didelés raigkos versijg 7r. priede A.
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Etapas 1: Duomeny generavimas. Kanoninés DLDI (8ilumos, Fiserio-KPP, Aleno—Kano,
Gréjaus—Skoto, ir kt.) skaitiskai sprendziamos pasirinktame erdviniame tinkle
ir laiko intervale, gaunant didelés raiskos tikruosius duomenis. Simuliacijos
parametrai (laiko Zingsnis, erdviné raiska, krastinés salygos) aprasomi YAML
konfiguracijoje, tai leidzia tyrimus vykdyti sistemingai parenkant skaitiniy

skaic¢iavimy ir dinamineés sistemos parametrus.

Etapas 2: Duomeny apdorojimas. Pirminiai sprendiniy laukai apdorojami skaitini-
ams iSvestiniy jver¢iams gauti. Baigtiniy skirtumy schemos arba lokali poli-
nominé aproksimacija pateikia wu;, u,, ug, ir, jei to reikalauty uzdavinys,
aukstesnes isvestines. Norint patikrinti tvirtuma, gali buti jtraukiamas Gauso
triukSmas, po kurio taikomas pasirenkamas duomeny filtravimas. Rezultatas
— tarpusavyje susietas duomeny rinkinys {u, Vu, ..., u}, su kuriuo vykdoma

dinamikos identifikacija.

Etapas 3: Bibliotekos sudarymas ir retoji regresija. Sudaroma kandidatiniy funkcijy
matrica O(U). Taikant retumo prielaida [1], kiekvienas laiko isvestiniy stulpelis
(pvz. uy) regresuojamas j O(U) pasitelkiant retuma skatinantj optimizatoriy
— STLSQ, SSR ar SR3. Sistemos architektura leidzia groteliy paieskos budu
(grid search) keisti optimizatoriaus hiperparametrus (slenks¢ius, ¢; svorius),

sugeneruojama daug rety modeliy tolesnei lyginamajai analizei.

Etapas 4: Modeliy vertinimas ir atranka. Kiekviena kandidaté DLDI vertinama
pagal kiekybiniy metriky rinkinj: (i) likucio paklaida ir R?* pritaikymo rodik-
lis, (ii) retumo lygis. (iii) strukturiniai rodikliai (tikslumas, atkurimas, F1),
kai zinoma tiesa, (iv) koeficienty santykiné paklaida parametry tikslumui, kai
zinoma tiesa, Pareto analizés metu atrenkami taupus modeliai, suderinantys

tiksluma ir sudétinguma.
Si keturiy etapy struktura sudaro pagrinda visiems eksperimentams. Vélesniuose Metodologi-

jos skyriaus poskyriuose pateikiami detalus kiekvieno modulio, nustatymy paruosimo aprasai.

3.2 DLDI sistemy pasirinkimas analizei

Siame darbe retojo identifikavimo vykdoma eiga tiriama taikant reakcijos-difuzijos lyg¢iy
rinkinj, apimantj jvairius dinamikos rezimus ir strukturinj sudétinguma. Atrinktos sistemos

aprépia tiesinius ir netiesinius difuzijos modelius, bistabilig ir monostabilig kinetika bei tiek
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vieno, tiek keliy kintamuyjy reakcijos—difuzijos lygtis. Toliau pateikiamos jy matematineés

formos ir jtraukimo argumentai.

Silumos lygtis.

ou
— = DV?
ot Y (6)

Si tiesiné lygtis apraso skaliarinio lauko u(t, ) (pvz. temperatiiros) grynaja difuzija ir veikia
kaip bazinis bandymas. Jos identifikavimas patikrina, ar identifikavimo eiga geba atkurti

vienintelj difuzijos démenj i§ §variy ar triuk§mingy duomeny be papildomy reakcijos terminy [2].

Fiserio—-KPP lygtis.

% = DV?u+ru(l —u) (7)

Sis monostabilus vienos rusies modelis turi netiesin logistinj augimo démenj [7]. Jis skirtas
patikrinti, ar SINDy gali izoliuoti polinominius netiesiskumus ir atpazinti reakcinés—difuzinés

pusiausvyros nulemtus judanc¢ius bangos frontus.

Aleno—Kano lygtis.

% — DV’u (=) (8)

Fazés persiskyrimo ir sasajy judéjimo modelis [8] jveda kubinj bistabily reakcijos démenj.

Jis iSbando regresija aukstesneés eilés netiesiSkumo salygomis..

Greéjaus-Skoto modelis.

% Dy VPu— w4 F(1 — ), (9)
ov 9 9
E:DUVquuv — (F +k)v (10)

Si dviejy reagenty reakcijos—difuzijos sistema sukelia Turingo rastus ir turtinga erdves-laiko
dinamika [9, 10]. Ji jvertina grandinés geb¢jima atkurti keliy lygéiy sistemas su trecio laipsnio
netiesiniais démenimis.

Bendras siy modeliy rinkinys sudaro platy ir reprezentatyvy pagrinda, skirtg retyjy DLDI

atradimo metody tikslumui, tvirtumui ir bendrumui patikrinti.
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3.3 Duomeny generavimas (skaitiné simuliacija)

Sintetiniai duomenys gaunami skaitiskai integruojant kiekviena DLDI tolygiame tinkle-
lyje. Erdvinés iSvestinés aproksimuojamos antrojo laipsnio centriniais baigtiniais skirtumais,
o laiko integracijai taikomos neiSreikstiné arba neisreikstiné-isreikstine (IMEX) schema:
netiesiniai reakcijos démenys skai¢iuojami isreikstine schema, o difuzijos démenys — neisreiks-
tiniu budu, todél galima naudoti didesnj laiko Zingsnj At nei reikalauja griezta difuziné
Courant—Friedrichs-Lewy (CFL) riba. Abiejuose srities galuose pritaikomos tolydzios Niu-
mano krastinés salygos. Tinklo zingsniai Az ir At parenkami taip, kad lokali paklaida buty
nereikSminga palyginti su signalo dydziu, o schemos neisreikstine dalis islikty besalygiskai
stabili (pagal klasikinj FTCS stabilumo kriterijy At < Az?/(2D) Silumos lyggiai) [13].

Silumos lygtis.

U = QA Ugy.

IMEX su implicite difuzija, o = 0.01; tinklelis V = 128 intervale [0, 1], At = 0.1.

Pradiné salyga: centrinis ,top-hat* profilis; krastinés salygos: Niumano.

FiSerio-KPP (monostabili).
u = D gy + ru(l —u), D =0.01, r=1.
Pradiniai duomenys — Gauso impulso formos; tas pats tinklelis; IMEX schema.
Aleno—Kano lygtis (dvistabilé).
Uy = D gy + K (u—u?), D =001, k =1.
Viengubas Gauso kalnelis kaip pradinis profilis; IMEX su implicite difuzija.
Gréjaus—Skoto modelis (rasty formavimasis, dvi rusys).

Uy = Dy Uy — uv? + F(1 — u), (11)
vy = Dy Vg + uv? — (F + k), (12)

kur D, = 0.01, D, = 0.005, F' = 0.04, k = 0.06. Pradiné busena u ~ 1, v = 0

plius maza centriné perturbacija.
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Table 1: Skaitiniy parametry suvestiné sintetinéms duomeny generavimo simuliacijoms.

Sistema N, N, At Pagrindiniai parametrai
Silumos 16 16 0.10 a = 0.01
Fiserio-KPP 16 16 0.10 D=001,r=1
Aleno—Kano 32 16 0.10 D =001, k=1

Gréjaus—Skoto 64 64 0.10 D, =0.01, D, =0.005, F =0.04, k= 0.06

3.4 SINDy metodas DLDI identifikavimui

Netiesinés dinamikos retojo identifikavimo eigos struktura (Sparse Identification of Non-
linear Dynamics, SINDy) [1, 2] sudaro 8io darbo modeliy atradimo eigos pagrinda. Turint
erdvés—laiko duomeny aibe U(z,t), sukonstruojama pozymiy matrica ©, kurios stulpelius
sudaro kandidatiniy funkcijy vertés, priklausanc¢ios nuo U ir jos iSvestiniy, ir taiko retaja re-
gresija, kad izoliuoty kelis dinamika geriausiai paaiskinanc¢ius démenis i§ koeficienty stulpelio

&. DLDI kontekste butina itin kruopsé¢iai apibrézti tris technines komponentes:

1. Skaitinio diferenciavimo schemg, kurios tikslumas riboja jvesties duomeny
kokybe.

2. Kandidatiniy funkcijy rinkinj, kuri nustato paieskos erdves raiskuma;

3. Retosios regresijos optimizatoriy ir jo hiperparametrus, lemiancius kompro-

misa tarp identifikuoto modelio tikslumo ir retumo;

Toliau pateikiami pasirinkimai ir motyvai kiekvienam i$ §iy komponendiy.

3.4.1 Kandidatiniy funkcijy rinkinys

Retasis identifikavimas remiasi prielaida, kad tikroji DLDI deSinioji pusé yra reta, t.y.
yra tik keliy démeny suma pakankamai turtingoje funkcijy erdveje. Praktiskai tai reiskia,

jog formuojama kandidatiniy poZymiy matrica
o) = [6:(U) | 6:(U) | ... | 6u(U)] € RFM,

kurios K eilutés atitinka erdves—laiko éminius, o M stulpelj sudaro i§ anksto apibréztos
funkcijos 6, jvertintos duomenyse [1, 2. Retoji regresija tuomet iesko koeficienty vektoriaus
=, tenkinancio

@(U) =~ Ut,

, su kiek jmanoma maziau nenuliniy elementy.
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kandidatiniy funkcijy rinkinys Vienam kintamajam u(z,t) pradedame nuo konstantos

ir monomy i$ u bei jo erdviniy iSvestiniy:
2 .3 .
{1, U, U, U, Uy, Ugz, SINU, COSU, }

Keliy kintamyjy atveju (u, v) rinkinys praplec¢iamas visomis pasirinkto laipsnio sandaugomis,
pvz.

2 2 3 2 2 3
{ua v, u, uv, v, U, WU, UV, U, Uy, Ug, Ugz, Uga, }

Toks rinkinio pagrindas pakankamas 3.2 skirsnyje pateiktoms kanoninéms lygtims aprasyti

ir islieka aiskiai interpretuojamas.

Raiskumas ir taupumas Per didelis funkcijy rinkinys kelia kolinearumo ir perteklinio
priderinimo rizika, o pernelyg siaura — gali praleisti dinamikai jtakos turin¢ius démenis.
Démens stabiluma 7 suprasime kaip empirine tikimybe, kad funkcija atitinkantis démuo bus
jtrauktas j sprendinj optimizatoriy hiperparametry gardelés slavime ar slavimuose. Taikoma

dviejy zingsniy strategija [4]:
1. Pradedame nuo placios bibliotekos, kurioje, tikétina, yra tikrieji démenys;

2. Atliekame kelis identifikavimo bandymus (triuksmo vertés, hiperparametry optimizatoriy
gardelés parinkimo, slenkstiniy verciy réziai) ir vertiname funkcijas pagal ju stabiluma,
vidutinj lygties retuma, vidutine liku¢io paklaida kai atitinkama funkcija naudojama

identifikuotoje lygtyje.

Iprastai neaktyvus démenys, démenys naudojami tik pertekliniuose jverciuose arba tie, kuriy
pasalinimas nezymiai padidinalikucio paklaida, atmetami, paliekant sumazintg rinkinj, kuris
islieka raiskus, bet ir taupus. Tokia sisteminga atranka sumazina klaidingy démeny jtraukimo
tikimybe didelio matmens rinkiniuose [3| ir sudaro valdymo buda tirti, kaip kandidatiniy
funkcijy rinkinio platumas veikia identifikavimo tiksluma tolesniuose eksperimentuose.

3.4.2 Retoji regresija ir parametry parinkimas

Sudéjus pozymiy matrica ©(U), atradimo uzdavinys suvedamas iki

@(U) =~ Ut,
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su papildoma prielaida, kad tik keli E elementai yra nenuliniai. Uzdavinys sprendziamas

minimizuojant
1o/ 2
Hez-ufi - 1Y (S eus - )
i=1 k=1
Pridédami retuma skatinancia verte
min 1|02 - U | + AR(E), (13)

kur R koduoja retumo savoka, o slenkstiné vertée A > 0 valdo jos stipruma.

Kelios dazniausiai naudojamos R retuma skatinancios formos:

=l = Yo1(m#0
k=1
1=l = Yk
k=1
=1 = >
k=1

Siame darbe naudoti optimizavima jgyvendinantys algoritmai:

1. STLSQ [1]. Iteratyviai per [ taikomas:

o\ . : — o —
(i) =0 = arg min éll@:—ut||§+§||:||§ .

(ii) Slenkstinei vertei A, 53@ =0, jei |f](l)| <A

(iii) Pritaikomas gautas =. Jei 20 # 2~V kartojamas (i).
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2. SR3 [16, 17|. ¢ia w yra E kopija. Iteratyviai per [ taikoma:

N = N Vo= -
()20 = agmin|5 |02~ U3 + 5 &~ V3],

t.y. (@T@ +vl) =0 = 0"U, + vuw',

(i) w® = argmin|AR(w) + 2| —wl3] = prox, y&").

(negrieztas slenkstis jei R = || - ||1, arba grieztas slenkstis jei R = || - ||o),

(iii) Jei 2 #£ 2V kartojama (i)-(ii).

3. SSR (Stepwise Sparse Regression) [15]. Prasideda nuo pilno modelio su aktyviy
indeksy rinkiniu S = {1,... p}. Iteratyviai per [ taikoma:

(i) Fito regresija su aktyviais nariais S :

2
=0 = arg In_inH@s<z> Eqon — Uy )’ Eg) =0 Jeik¢ SO,
(ii) Surandamas maziausiai reiksmingas narys j&) = arg min ‘El(gl) ,

kes®

(iif) Atmetamas narys j@ i5 S© : SU+D = g0\ [0
jei [SUHY] > 1, kartojama (i) (iii).

Naudingas norint vertinti klaidos—retumo kompromisa i identifikuojamo modelio
Salinant démenis panariui: kiekviename zingsnyje pasalinamas silpniausias narys,

perskai¢iuojama regresija ir stebima, kaip kinta modelio paklaida.

4. FROLS (Forward Regression Orthogonal Least Squares) [14]. Prasideda nuo
tusc¢io modelio ir kiekviename zingsnyje pridedamas tas bibliotekos narys, kuris
maksimizuoja liekanos klaidos sumazinima. Metodas yra jautrus triuksmui. Pa-

prastas godus algoritmas, leidZziantis greitai atrinkti reikSmingiausius modelio démenis.

Hiperparametry réziai Slenkstine verte A ir kitus optimizavimo tikslo funkcija atitinkancius
parametrus varijuojame pasirinktuose intervaluose. Kiekvienam optimizatoriaus parametry,

A deriniui sistemoje registruojame

IO=—U¢|l2

e likucio paklaidg ||©Z — Uy||2 ar reliatyvia likucio paklaida r = il

o retumg (aktyviy démeny skaiciy),
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e strukturinius rodiklius (tikslumas, atkurimas, F1), kai Zinoma tiesa,
e koeficienty paklaidg |2 — Eiuel|2 (sintetiniams duomenims),

e simuliacijos paklaida, taikant atrastag DLDI naujoms pradinéms salygoms.

Pareto analize pagrijsta modelio atranka Braizant likucio paklaidos ir retumo grafika
gaunama Pareto kreivé. Svarba suteikiama modeliams, kurie yra pakankamai reti bei turi
maziausig likucio paklaidg. Tinkamai atlikus kandidatinio rinkinio bei optimizatoriaus parametry
tinklelio parinkimus, grafike matoma Pareto alkuné, t.y. optimaliausi pakankamai reti mod-
eliai su mazomis likucio paklaidy vertémis. Renkami maziausiai démeny turintys modeliai,
tenkinantys

r < (1+¢) minr,

su tam tikra e verte visuose eksperimentuose. Tokia atranka pirmenybe teikia modelio retu-
mui, bet islaiko likutj optimaliose ribose; tai atitinka modeliy atrankos rekomendacijas (pvz.

Maddu et al., 2019).

Automatizavimas. Visi parametry réziai Siame darbe apibréziami YAML konfiguracijoje
ir vykdomi skai¢iavimus apvelkanc¢iu kodu. Visiems identifikuojamiems modeliams metrikos
iSsaugomos strukturizuotame aplanke vélesnei Pareto analizei ir vizualizacijai. Toks autom-
atizavimas garantuoja atkuriamuma ir leidzia nuodugniai istirti sprendikliy hiperparametrus
be rankinio jsikiSimo.

Optimizavimo algoritmai STLSQ ir SR3 sudaro pagrindine identifikavimo eigos asj, o
SSR, FROLS algoritmai galimai naudojami papildomai identifikuojamumo validacijai. Sis-
temingi hiperparametry Slavimai ir Pareto paremta atranka uztikrina, kad galutiniai modeliai

buty ne tik reti, bet ir aprasyty realia modelj atitinkanc¢ia dinamiks.

3.4.3 ISvestiniy skai¢iavimas

Tiksliai apskai¢iuotos erdvines ir laiko iSvestinés yra butinos matriciai ©(U) sukonstruoti.
Darbe naudojami Baigtiniai skirtumai tame paciame tolygiame tinklely, kuris taikomas ir

simuliacijai. Esant tinklelio zingsniui Ax ir laiko Zingsniui At, iSvestinéms jvertinti naudo-
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jami:

W(Tip1,tn) — u(Tio1,tn)

g (2, t,) =~ AT 7 (14)
7 ) tn - 2 iy tn i—1 tn
uxx(xi’ tn) ~ Ux(ﬂj +1 ) U(A%;LQ ) + U(SE 1 ) , (15)
u(x;, ty —u(x;, by
(i, ty) =~ ( H)ZAt ( 1)7 (16)

su O(Az?) ir O(At?) klaidomis pakankamai glodZiai funkcijai.

TriukSmo jautrumas. Baigtiniai skirtumai sustiprina auksto daznio triukSma; net ir ne-
didelé matavimo paklaida gali zZenkliai iSkraipyti iSvestiniy jvercius ir, atitinkamai, pabloginti
retosios regresijos rezultatus [2, 4]. Siame darbe dirbant su triuk8mingais duomenimis taiko-
mas iSankstinis Savickio-Golajaus filtravimas. Savickio-Golajaus formos duomeny gludini-
mas pries iSvestiniy aproksimacija leidzia sumazinti triukSmo poveikj ir gauti stabilesnius

koeficienty jverc¢ius retosios regresijos etape [18|.

Santrauka. Kandidatiniy funkcijy rinkinio parinkimas (Skirsnis 3.4.1), retaja optimizacija
(Skirsnis 3.4.2) ir ¢ia apraSyta iSvestiniy skaiciavimo tvarka (Skirsnis 3.4.3) kartu sudaro
darbo eigg taupioms DLDI modeliy formoms atkurti i duomeny. Vélesniuose skyriuose paro-
doma, kad derinant sistemingus parametry rézius su Pareto optimalia modelio atranka $i kon-
figuracija patikimai identifikuoja valdanciasias lygtys jvairiose difuzijos ir reakcijos—difuzijos

sistemose.

3.5 Vertinimo metrikos

[$samus identifikuotos DLDI vertinimas turi patikrinti: (i) ar pasirinkti teisingi démenys,
(i1) ar jy koeficientai kiekybiskai tikslus ir (7ii) ar gautas modelis atkuria stebima dinamika.

Tam sekamos papildomos metriky klases.

1. Likucio paklaida (regresijos pritaikymas). Remiantis [1| vertinama, kaip gerai

modelis atkuria stebima laiko iSvestine, naudodami santykine likucio paklaidg

_ 18- Ul
[Tl

Maza likucio paklaida rodo, kiek iSmoktos DLDI desinioji pusé sutampa su duomenimis iki

skaitinés bei matavimo paklaidos. Lygciy sistemos atveju likutis galimas tiek kiekvienai
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lygéiai ir kaip bendras vidurkis.

2. Retumas. Pagrindiné retojo identifikavimo prielaida [1, 2, 3] su

s = [1€llo
yra tai, kad s yra pakankamai mazas.
Normalizuotas retumas:

. s

§=—

No’

kur Ng kandidatiniy funkcijy rinkinyje skaicius.

3. Strukturinis tikslumas (démeny parinkimo teisingumas). Tegu Sirue It Spred

zymi tikrojo ir identifikuoto modelio nenuliniy koeficienty indeksy aibes. Apibréziame
TP = |Strue N Spred|7 FP = |Spred \Strue|7 FN = |Strue \Spred|~
IS jy apskaic¢iuojame

.. TP 1 TP 2 precision X recall
recision = ———— recall = ———— = :
P TP+FP’ TP+FN’ "7 precision + recall

Didelis precision baudzia neretksmingus démenis, didelis recall — praleistus démenis; jy har-
moninis vidurkis F} suteikia vieno skaic¢iaus jvertj. Visi trys rodikliai skai¢iuojami kiekvienas

lygciar ir pateikiami kartu su viso modelio vidurkiu.

4. Koeficienty paklaida. Net ir idealiai atkurus démeny rinkinj skaitiniai koeficientai

gali skirtis nuo tikryjy. Kiekvienai lygéiai ¢ fiksuojame santykine ¢, paklaida

2 i
s _ 1€ €
e T

kur & @) _ tikras koeficienty vektorius, o é(i) — identifikuotasis. Bendroji koeficienty paklaida

gaunama sujungus visy lygéiy vektorius ir atspindi modelio kiekybing tiksluma.
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5. Simuliacijos paklaida Grieztas testas — placiai taikomas literaturoje — yra integruoti

identifikuota DLDI j priekj ir palyginti sprendinj su atidétais tikraisiais duomenimis:

|0 =Ull,
R

Nors siame darbe simuliacijos paklaida bendruoju atveju neskaiciuojama, ji jvardijama

iSsamumo délei ir aptariama kaip naturali ateities darby kryptis.

Metrikos pateikiamos santykine forma, kad nelikty jautrios masteliui ir palyginamos tarp
skirtingy kintamyjy. Pateikiant rezultatus kiekvienai lygciai atskirai iSsaugoma jzvalga ]
daugiakomponente dinamika, kad puikus rezultatai vienoje dalyje neuzmaskuoty trukumy
kitoje. Sie kriterijai drauge uztikrina subalansuota strukturinj, parametrinj ir aprasomajj

vertinima, kuris sudaro Pareto analizés pagrinda modelio atrankai 3.4.2 skyriuje.

3.6 TriukSmo valdymas duomenyse

Realus eksperimentiniai matavimai visuomet yra uztersti triukSmu, todél atsparumas
tokiems trikdziams yra kritinis bet kurios duomenimis grindziamos identifikavimo schemos
etalonas [2, 4]. Norédami imituoti $ig situacija nagrinéjant kelis atvejus su triuksmu, sinte-

tiniai sprendiniai pries bet kokj iSvestiniy skaic¢iavima uztersiami Gauso triukSmu.
TriukSmo modelis. Kiekvienam erdvés—laiko taskul nustatome
ue(x,t) = u(z,t) + on(w,t), n~N(0,1),

kur 0 = aljulle, @ € [0,1]. Triuksmas jliejamas iki erdvinio ar laiko diferenciavimo, kad

buty tiksliai atspindétas jo sustiprinimas baigtiniais skirtumais.

Apdorojimas. Tvarkantis su triukSmu naudojamas Savickio-Golajaus filtravimas pries
diferenciavima bei Gauso filtravimas pasitelkiant sasuka su normalizuotu diskrec¢iuoju Gauso
branduoliu erdvinés diskretizacijos kryptimi. Nors DLDI identifikavimas dél baigtiniy skirtumuy
triukSmo stiprinimo tampa ypac¢ komplikuotas, darbe tyrinéjami keli triukSma vertinantys
identifikavimo atvejai. Vis délto pastariausi darbai dinaminiy sistemy identifikavimo sri-
tyje susitelkia j silpnosios integralinés modelio formuluotés sprendima, kuris ypac¢ zenkliai

sumazina triuksmo jtaka paklaidai [6].

Eksperimentiné procedura. Tiriama DLDI simuliuojama naudojant skaitinius metodus.

Visos identifikavimo metrikos, apibréztos 3.5 skyriuje, registruojamos kiekvienai parinkto op-
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timizatoriaus hiperparametry kombinacijai ir kiekybiskai jvertinti degradavima (i) démeny
parinkimo teisingumui, (i) koeficienty tikslumui ir (%ii) likucio paklaidai. Rezultatai, pateiki-

ami ?? skyriuje, parodo triuksmo slenks¢ius, nuo kuriy retasis identifikavimas nebepatikimas.

Kontekstas. Retasis identifikavimas gali buti pritaikytas DLDI atveju [2, 4]. Sistemingai
tiriant mes atkartojame ir iSple¢iame Sias iSvadas, pateikdami skaidry metodo tvirtumo
jvertinimg. Taip pat nagrinéjame atvejus su triukSmo jtaka tyrinéjamose sistemose. Apiben-
drindami rezultatus identifikuojame ir nurodome kryptis — tokias kaip apibendrintos simu-
liacijos ir simuliacijos paklaidy jvertinimo jvedimg, silpnos integralinés formos uzdaviniy

sprendima potencialiems patobulinimams ateityje.

3.7 Identifikavimo eigos santrauka

Programavimo dalyje kiekvienas aprasomos darbo eigos etapas konstruojamas kaip atski-
ras modulis ir yra lengvai konfiguruojamas, todeél galima atkartojamai ir masiniu budu
tyrinéti identifikuojamy modeliy erdve. Iprastai SINDy konfiguracijoje [1] skirtingoms optimizatoriy
parametry vertéms gali tekti tokius kaip erdviniy iSvestiniy skai¢iavimus kartoti. Siekiant
isvengti laiko ir istekliy eikvojimo tokie skai¢iavimai optimizuojami ir suformuojami taip,
kad buty atliekami tik vienag karta, parametry slavimo skaic¢iavimai Siame darbe paralelizuo-
jami iSnaudojant visus kompiutacinius iSteklius bei rezultatai yra fiksuojami jrasant visus
slavimus skirtingiems optimizatoriams, tai palieka galimybe kaupti ir nagrinéti net ir ypac

didelius kiekius rezultaty Sioje bei ateities analizése. Pagrindiniai Zingsniai:

1. Sintetiniy duomeny generavimas. Skaitiskai iSsprendziamos pasirinktos DLDI

nustatytais parametrais, gaunant aukstos raiskos erdvés—laiko duomenis.

2. TriukSmo jvedimas (nebutinas). | simuliuotus laukus pridedamas Gauso triuks-
mas nustatytu lygiu, taip imituojama eksperimentiskai renkamiy duomeny matavimo

paklaida.

3. Isvestiniy skai¢iavimas. Erdves ir laiko iSvestinés skai¢iuojamos pasitelkiant
centrines baigtiniy skirtumy schemas pagal pasirinkima jvedant ir Savickio-Golajaus

filtravimg triukSmui mazinti, taip gaunamos © matricos jvestys.

4. Kandidatiniy funkcijy rinkinio sudarymas. Sudaromas galimai perpildyta
kandidatiniy funkcijy rinkinys, daznai polinominiai ir i§vestiniy kombinacijos (Zr.
3.4.1).
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5. Tyrimo tipo parametry Slavimas. Atsitiktiniu ar bendru parametry intervaly
groteliy émimu varijuojami optimizatoriaus hiperparametrai (pvz. slenkstis A, SR3
relaksacija v) ir jraSomi kiekvieno bandymo liku¢io paklaida ir retumas, kitos

metrikos.

6. Démeny agregavimas ir genéjimas. Analizuojami bandymy rezultatai, skaici-
uojami vidutiniai likuciai kiekvienai kandidatinei funkcijai ir démeny jtraukimo
dazniai; nereikalingos funkcijos nuosekliai pasalinamos i$ pradinio rinkinio taip ji

rafinuojant.

7. Strukturizuotas Slavimas sumazintoje bibliotekoje. Atliekamas sistemingas
groteliy paieskos tyrimas susiaurintuose hiperparametry réziuose, sugeneruojant

tanky kandidatiniy modeliy rinkinj.

8. Retas modelio atradimas. Sumazintoje bibliotekoje taikomi STLSQ, SR3, gal-
imai ir FROLS bei SSR algoritmai retosioms DLDI formoms identifikuoti (zr.
3.4.2).

9. Pareto pagrijsta modelio atranka. Analizuojant retumo ir likucio santyki
siekiama, kad buty rasti optimalus modeliai. Galutinis modelis (-iai) parenkamas

(-ami), derinant tiksluma ir taupuma.

10. Galutinis vertinimas. Vertinami tikslumas, atkurimas, Fi, koeficienty paklaida
ir likucio paklaida kiekvienai lygéiai (zr. 3.5), kad buty patikrintas strukturinis ir

kiekybinis tikslumas.

Visus etapus valdo tyrimo konfiguracijas nusakanti programa, kuri i YAML failo nuskaito
simuliacijos, bibliotekos ir optimizatoriaus nustatymus, vykdo modulius eilés tvarka ir reg-
istruoja detalias metrikas tolimesnei analizei. Toks automatizavimas uztikrina, kad eksperi-
mentai buty atkuriami, ple¢iami ir lengvai pritaikomi naujoms DLDI sistemoms su minimaliu

rankiniu jdirbiu.

4 Eksperimentai ir rezultatai

4.1 Eksperimenty apzvalga

Atskiri tyrimy atvejai parengti taip, kad buty atsizvelgta j pagrindinius veiksnius, lemi-
anc¢ius DLDI identifikavima:
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1. DLDI sistemos duomeny paruoSimas (Silumos, Fiserio-KPP, Aleno-Kano,
Gréjaus—Skoto);

2. Matavimo triuksmo lygis (Gauso triuksmas);

3. Kandidatinio rinkinio parinkimas (pradinis pilnas rinkinys prie§ apgenéta,

sumazinta rinkinj, gauta 3.4.1 skyriuje aprasyta tvarka).

4. Modelio retumo ir likué¢io optimalumas (maziausio liku¢io paklaidos pakanka-

mai reti identifikuoti modeliai)

Visi bandymai valdomi YAML konfiguracija ir vykdomi pasitelkiant automatizuota pro-
gramine sistema, todél leidziamas pilnas atkuriamumas ir sistemingas 3.5 skirsnyje apibrézty
metriky bei paciy identifikuoty modeliy registravimas konkretiems optimizatoriy parametry
rinkiniams. Toliau pateikti rezultatai analizuojami triuksmo, bibliotekos dydzio ir sistemos
sudétingumo aspektais, parodant siulomos identifikavimo darbo eigos pranasumus ir apribo-

jimus.

4.1.1 Silumos lygtis

Skaitiné saranka. Sintetiniai Silumos lygmens duomenys sugeneruoti labai stambiame
tinkle N, x N; = 16 x 16, kai sritis L = 1, o zingsniai Az = L/N,, At = 0,1. Difuzijos
koeficientas D = 0,01, tad valdancioji DLDI yra uw; = 0,01 u,,. Skaitiniam sprendimui
taikoma neigreikstiné Eulerio schema (kartu su Thomas algoritmu) su Neumano krastinémis
salygomis, Gauso iskilumu srities x centre kaip pradine salyga. Identifikavimui atlikta 10000

atsitiktinai parinkty STLSQ regresijy su slenkstinémis vertémis:

A € [0.01, 10], a € [107°,1077),

kur A — retumo slenkstis, o a — svoris, stabilizuojantis maziausiy kvadraty sprendinj,

skatinantis retuma.

Table 2: STLSQ modeliai pries ir po kandidatinio rinkinio genéjimo.

ID A s r Identifikuota desinioji pusé

3727 0.15 3 0.0776 —0.2035u? + 0.016 cosu + 0.007 ty,
8116 0.17 2 0.1054 —0.0842u* + 0.0077 Uy,

2835 1.23 1 0.1148 0.0083 uyy
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Figure 1: (a) Liku¢io paklaida ir retumo
grafikas (10 000 STLSQ bandymuy).
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Figure 2: (b) Démeny stabilumas, normalizuotas vidutinis retumas
bei vidutinis likutis.

Interpretacija.

e Maziausiy likuc¢iy taskai (ID 3727, 8116) yra Pareto optimaliame priekyje pav. 4.1.1(a),
bet abu turi klaidingy démeny. Tasky démeny Zema stabilumo verté 1 pav. 4.1.1(b)
(m; < 0.02) ir didelis vidutinis retumas rodo perteklinj regresijos prisitaikyma prie

duomeny.

e Bibliotekos gené¢jimas, remiantis vidutiniu retumu, pasalina retai pasirenkamus démenis.
Pakartotinai paleidus STLSQ su slenkstine A € [0.7,2] ir keliomis « reikSmémis, nu-

osekliai gaunamas vienas démuo — 8ilumos lygties Laplasianas.

e Gautas rezultatas atkuria vadoveélinj silumos lygmens pavyzdj [2|, patvirtindamas, kad

pasalinus klaidingus stulpelius SINDy patikimai aptinka difuzijos désnj net labai stam-
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biame tinkle.

e Analogiskas bandymas su triukSmingais duomenimis leidzia patikimai atkurti Silumos

lygtj iki 3
4.1.2 FiSerio—KPP lygtis: identifikavimas 16 x 16 tinkle
Skaitiné saranka. Vieno komponento Fiserio-KPP sistema
w, = 0.01 ugy + u — u?, x € 10,1],

sprendziama tame paciame 16 x 16 erdvés-laiko tinkle kaip ir Silumos lygmens teste. Di-
fuzija integruojama implicitiskai (Thomas sprendikliu), logistinis reakcijos démuo u — u* —
eksplicitiskai, o pradiné salyga — Gauso kalnelis. Atlikta 10000 atsitiktiniy STLSQ regresijy,
Sluojant A€ [0.01,10] ir € [107%,1072].

Table 3: Reprezentatyvus STLSQ modeliai (s = 3) Pareto fronte.

ID A s r Identifikuota deSinioji pusé

1719 1.25 3 0.1122  +0.944u — 0.944u2 + 0.0084u,,
2988 2.27 3 0.1177 —0.773u® + 0.900 sin(u) + 0.0085 ty,

Interpretacija.

o Teisinga grupé. Tankus tasky klasteris ties retumu s = 3 (ID 1719, 1800, ...) atkuria

tikétinus Figerio démenis u, —u? ir u,, su likucio paklaida r ~ 0.112.

o Sinusiné pakaitiné israiska. Antras klasteris su beveik tapacia paklaida lineary augimo
démenj u pakeicia sin(u). Kadangi mazoms amplitudéms sin(u) ~ u, abu stulpeliai
pozymiy matricoje labai koreliuoti, todél aukstesniy slenks¢iy atveju gali likti bet kuris

u (5).

e Bibliotekos genéjimo sprendimas. Démeny statistika (1 pav. 4.1.2(b)) rodo, kad u 8iek
tiek stabilesnis uz sin(u), o fizika eliminuoja periodinj jéga, todél po pirmojo genéjimo
ciklo paliekame u ir atmetame sin(u).

e Rezultatas. Naudojant geneéta biblioteks ir patikslintg groteliy paieska algoritmas nu-
osekliai grazina kanonine FiSerio-KPP forma; koeficienty paklaidos nevirsija 5 net ir

tokiame stambiame tinkle.

e Triuksmingo Fiserio-KPP atvejo rezultatai pateikiami vélesniame skyriuje.
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Figure 3: (a) Likucio paklaida pries retuma (10
000 STLSQ bandymuy).
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Figure 4: (b) Démeny stabilumas priklausomai nuo normalizuoto
retumo ir vidutinés likuéio paklaidos.

Sie pastebéjimai atliepia ankstesniy darby jspéjimus, jog be fiziniy prielaidy nereikéty be
saiko plésti pozymiy bibliotekos [3, 6]. Stipriai koreliuoti nepolinomiai démenys gali imituoti

tikraja dinamika ir islikti po retumo sankcijy, jei slenkstis parenkamas neatsargiai.

4.1.3 Aleno—Kano lygtis

Stambus bazinis atvejis (N, =N;=16). 1 lentel¢je 4 apibendrintos SeSios vyraujancios
modeliy Seimos, gautos i§ 10* STLSQ &lavimy 16 x 16 duomeny aibé¢je. Pareto ,alkuné®
pasirodo ties retumu s = 4, kur likucio paklaida maziausia, taciau papildomas konstantos
démuo (c¢p) neturi fizinio pagrindo kanoninéje Aleno—Kano lygties formoje u; = Dy, +

v (u — u?). Kadangi konstanta pasitaiko retai (stabilumas 7., < 0.15) ir tik esant maZiems

27



Coefficient Paths for Fisher_Kpp

1.5

1.0 1

0.5

_—u

uu
— sin(u)
— x011

0.0

Coefficient value

—0.54

-1.0

. .
1072 1071

T
10"

threshold

T
10!

Figure 5: Koeficienty vidutinés vertés per visas optimizatoriy realizacijas kintant slenkstinei

vertei

slenks¢iams (A < 0.5), vienas stabilumo-genéjimo ciklas ja paSalina ir atskleidZia teisinga

trijy démeny struktura.

Table 4: Dominuojancios modeliy klases, atgautos 16 x 16 tinklelyje.

Tipiné RHS s

r intervalas

A/« intervalas

cru — csu® + 0.0083 gy

co + cru — csu® 4 0.0083 uyy

ciu — cou? 4 0.0082 1y,

co + cru + cou? — czu® + 0.009 Uy,
cru — czu® 4 0.009 uyy

0.0083 ty, (+co) 1-2

w ot W = W

0.081-0.103
0.070-0.083
0.081-0.104
0.082-0.100
0.100-0.115
0.11-0.13

0.5<A<1.8, a<4 x 1074
0.2<2<05,4x103<a<8 x 1073
didelé A

A<0.2, 6x103<a<9x 1073
labai didelé A

ekstremali \

Tankus skaic¢iavimas (64 x 64, At = 0.025).

Keturgubai padidinta erdviné raiska ir

sumazintas laiko zingsnis stabilizuoja koeficienty jvercius ir pavercia konstantos démenj
statistiskai nereikSmingu. Atliekame 1000 atsitiktiniy Slavimy tiek STLSQ, tiek SSR meto-

dais, naudodami polinomine biblioteka iki 3 laipsnio:

A €10.01,10,, a€[107% 1077,

(SSR x € [107%,0.1]).

e Pareto frontas vis dar siulo optimaly retumg s = 4, taciau papildomas démuo yra ¢

arba u?; abiejy stabilumas 7 < 0.05, vidutinis retumas > 0.7, todél genéjimo taisyklé
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juos atmeta (7 < Ty, = 0.4 arba § > Spax)-

e Po genéjimo visi sprendikliai konverguoja j tris démenis turin¢iag Aleno—Kano lygtj su

likucio paklaida r =~ 0.08 ir koeficienty paklaida <5 %.

e Patikrinus atsparuma: pridedant iki 3 % Gauso triuksmo prie$ diferenciavima teisingas
modelis vis dar atgaunamas, jei naudojamas tankus tinklelis ir Savitskio—Golajaus

filtras Siuo atveju netaikomas (filtravimo prireikia triuksmui >3 %).

Pagrindiné pamoka. Stambioje raiskoje vien likucio-retumo ,alkuné* gali klaidinti; de-
rinant démeny stabilumo statistika su vidutiniu tinklelio patankinimu pakanka nuslopinti

klaidingus konstantos ir kvadratinius démenis ir, be rankinio derinimo, gauti kanonine Aleno—Kano

lygtj.

4.1.4 Greéjaus—Skoto sistema

Skaitiniai parametrai. Difuzijos koeficientai D, = 0.01, D, = 0.005, tiekimo/Salinimo
grei¢iai ' = 0.04, £ = 0.06. Laukai inicijuojami dviem Gauso kalneliais (fragmentas
zemiau). Stambiame 64 x 64 tinkle su At = 0.1 sistema integruojama neisreikstine—isreikstine
(IMEX) schema; tiek STLSQ, tiek SR3 atlieckama po 10* atsitiktiniy §lavimy hiperparametry
aibéje A € [0.01,10], a € [107%,107%], v € {0.1,0.98}.

Uy = Dy gy — uv? + F (1 —u),
(D, =0.01, D, = 0.005, F =0.04, k = 0.06).
V= Dy Ve + uv?— (F—f—k)v,

o =0.075L, ¢ =03L, co=07L,

(x—c1)? (x=c2)?

G(x) =€ 22 + 0.7e 250

u(z,0) =1—-G(x), v(z,0) = G(z).

Stambiojo 64 x 64 tinklelio identifikacija. Po penkiy démeny stabilumo genéjimo raty
kandidaty bibliotekoje lieka {1,u,v,uv, v, uv? uv® Uy, Vay }, taciau vien bendraja logika
jos nepavyksta toliau sumazinti. Pareto frontas nepakankamai informatyvus ir leidzia dvi

vienodai tikétinas keturiy démeny formas:
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2 2
A Uy = g+ v — cs3uv”® + Dytgy, N Uy = —c3uv’ + Dylyy,

v = cquv? + csuv® — cg0? + DyUyy; v = =70 4 cguv? + Dy,

abiems r ~ 0.07. Modelis A turi klaidinga sarysj uv®, o modelis B praleidZia tiekimo démenj
F(1—u).

Tankus 256 x 256 tinklelis (At = 0.0125). Atliekant po 1000 slavimy kiekvienam sprendik-
liui ta pacia biblioteka dvi alternatyvos iskart atsiskiria — démuo uv® neidgyvena pirmojo
genéjimo — ir Pareto alkuné isryskéja (1 pav. 6). STLSQ ir SR3 pateikia kanoning retumo
rasta (S, sy) = (4,3):

w; = +0.030 (1 — u) — 0.918 uv? + 0.0096 ty,,

vy = —0.088v 4+ 0.945 uv® + 0.0049 v,,.

Likucio paklaida r = 1.44 x 1072, koeficienty paklaida Fe.t ~ 3.8%, tikslumas/atkurimas
=1
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Figure 6: Tankus tinklelis: aiski Pareto minima ties (s,,s,) = (4, 3), né vienas kubinis uv®
démuo neislieka.

Svarbiausios iSvados.

e Stambiame tinklelyje koreliuoti aukstos eilés démenys, pvz. uv?, gali imituoti Gréjaus—Skoto
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kinetika ir praeiti pro retumo filtrus, nebent panaudojama papildoma statistika (sta-

bilumas, vidutinis retumas).

e Vienas bibliotekos genéjimo etapas ir vidutiné tinklelio patankinimo priemoné pasalina

dviprasmiskuma nekeisdama optimizavimo parametry.

4.2 TriukSmas
4.2.1 Identifikavimo jautrumas triukSmui

Retoji regresija naudoja taskines baigtiniy skirtumy isvestines ( 3.4.3); todél net ir ne-
didelio Gauso triukSmo jnesta paklaida skaitiniame diferenciavime Zenkliai sustiprinama. Si
poveikj kiekybiskai jvertiname vienos (Fiserio-KPP) ir dviejy lygé¢iy (Gréjaus—Skoto) siste-

moms.
4.2.2 Fiserio-KPP: 0-10 % triukSsmo optimizatoriy Slavimai

Mean residual error vs Noise for fisher_kpp Mean F1 vs Noise for fisher_kpp

1.000 A —8— SR3 (best)
SSR (best)
—8— STLSQ (best)

0.9+ Optimizer
—8— SR3
0.8 SSR
—8— STLSQ

0.975 4

0.950 1

0.925 4

0.900 1

0.875 1

F. (support recovery)

Mean residual error
o
w

0.850

0.825 4

0.800

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Noise level Noise level

Figure 7: FiSerio-KPP identifikavimas esant adityviniam Gauso triuksmui (1000 jverciy
kiekvienam optimizatoriaus taskui grafikuose). Kairéje — vidutiné likucio paklaida; desinéje
— vidutinis démeny parinkimo Fj rodiklis.

Pastebéjimai. 1 pav. 7 vaizduoja likucio paklaida ir F; rodiklj didéjant triukSmui nuo 0

iki 10 %.

e Jau ties 0.5% triukSmu stebimas staigus likuéio Suolis, rodantis dideles i§vestiniy

skaic¢iavimo paklaidas.

e Su tiksliu kandidatiniy funkcijy rinkiniu (tik {1, u, u?, u,,}) teisingas démeny rinkinys
atstatomas iki mazdaug 1 % triuksmo; F1 jvertis prastéja, bet yra veikiamas ir pertek-

linio prisitaikymo prie duomeny.
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e Didinant retumo slenkstj mazé¢ja klaidingai jtraukty démeny, bet kartu atmetami ir

tikrieji, tad tikslumo—atkurimo balansas sparciai blogéja, kai triuksmas virsija 1 %.

4.2.3 Gréjaus—Skoto modelis: 0.1-0.3 % triukSmas

0.1 % triukSmo. Naudojant 256x256 tinklelj ir Savickio—Golajaus filtravima (langas 31,
polinomy laipsnis 3) beveik pavyksta atkurti kanonine keturiy—/trijy—démeny struktura; vis

délto jsiskverbia menkos difuzijos liekanos (ug, v; lygtyje ir atvirksciai) su |¢] ~ 1073.

0.2 % triukSmo. KryZzminés difuzijos démenys islieka, atsiranda papildomy klaidingy

reakcijy, minimali likuc¢io paklaida didéja r» > 0.6, tikrasis signalas vos atskiriamas.

0.3 % triuksmo. Identifikavimas Zlunga. Visi optimizatoriai grazina penkiy-Sesiy démeny
modelius, kuriuose dominuoja konstantos, tiesiniai ir kvadratiniai démenys (likutis r 2 0.9).
Vienintelis budas mazinti liku¢io paklaidg tampa parinkti skaitinei simuliacijai tankesnj
tinklelj, taciau net ir vienos dimensijos atveju skai¢iavimai pasidaro brangus. Net ir tikslus
kandidatinis rinkinys nebesugeba atkurti tikryjy koeficienty, galima tvirtinti, kad baigtiniy

skirtumy iSvestinés per stipriai paveiktos triukSmo.

Pasekmeés ir silpnyjy integraliniy formy poreikis Sie eksperimentai patvirtina, kad
iSvestinémis grindziami SINDy metodai greitai tampa nepatikimi prie nedideliy triuksmo
lygiy 2 1.5% difuzijos sistemoms ir 2 0.1% sudétingesnéms, Siuo atveju reakcijos-difuzijos
sistemoms. Pagrindiné priezastis — blogai apibrézta skaitinio diferencijavimo uzduotis, kuri
sustiprina auksto daznio triukSma. Silpnoji integraliné forma atsisako taskiniy iSvestiniy,
uzdavinio sprendimas jgyvendinamas integraline prasme ir taip suteikia keliais laipsniais
didesnj triuksmo toleravima. Reinbold 4r kt. parodeé, kad reakcijos—difuzijos lygtj galima
atkurti esant net ~ 30% triukSmui, tuo tarpu jprastos formos identifikavimas zlunga jau
virs 1% [6]. Silpnosios integralinés formos jtraukimas yra aisSkiausias kelias stiprinti musy

identifikavimo strukturos tvirtuma ir atsparuma triukSmui.

4.2.4 TriukSmingy duomeny Svelninimo strategijos

Baigtiniy skirtumy ,;siaurasis kaklelis®“. Standartinés SINDy atmainos erdvines ir laiko
iSvestines skaiciuoja baigtiniy skirtumy budu; net ir nedidelis Gauso triukSmas zenkliai
sustiprinamas, kas isSaukia likucio Suolius ir klaidingy démeny patekima j modelj [2, 4].
Musy bandymai tai patvirtina: vos prie 0.1% triuk§mo likucio paklaida visose penkiose

bazineése sistemose padidéja mazdaug deSimteriopai, o F; krinta Zemiau 0.8.
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Paprastos priemoneés. detect-weight=true

e Savickio—Golajaus gludinimas pries diferenciacija (S-G filtrui parenkami-lango dy-
dis 9-17, polinomo laipsnis 3 Gréjaus—Skoto atveju) sumazina auksto daznio svyravimus
ir atkuria F1 &~ 0.9 iki mazdaug 3 % triukSmo—tai atitinka filtruoto diferenciavimo

praktika, rekomenduota Champion et al. [18].

e Slenkscio pertvarkymas. Padidinus retumo slenkstj A sumazéja klaidingai jtraukty

démeny, ta¢iau neisvengiamai nukencia recall;.

Integralioji / silpnoji SINDy forma. Daug atsparesné alternatyva — perkelti diferen-
ciavimg ant Zinomy, glodZiy testiniy funkcijy dauginant kandidatines lygciy formas is bran-
duolio ir integruojant dalimis. Tokia silpnoji forma triuksma vidurkina, o ne stiprina [6].
Reinbold #r kt. parodeé, kad silpnoji forma sékmingai atkuria reakcijos—difuzijos désnj, kai
duomenys tersiami 5-10 % triukSmu—tokioje srityje klasikiné stiprioji SINDy jau zlunga.
Metodas i§ esmés pakeicia taskinj liku¢io minimizavima integruotais (kontrolinio turio) likuéi-

ais, drastiskai pagerindamas atsparuma triuksmui.

Tolimesné kryptis musy identifikavimo eigai. Auksciau pateikti pastebéjimai rodo,
kad vien filtravimo ir slenksciy derinimo nepakanka, kai triukSmas virsija kelis procentus.
Ateityje j identifikavimo sistema vertéty jtraukti silpnos formos metodiks, kuri kartu su
ansambliniu vidurkinimu ir tikslesniu skaitiniu vertinimu turéty isplesti patikimo identi-
fikavimo ribas gerokai vir§ siame darbe pastebéty triuksmo luby (Pagal panaSias isvadas
[3, 6, 18]).

4.3 Kandidatinio rinkinio kompleksiskumas

Dinamikos atradimo sékmé tiesiogiai priklauso nuo kandidatiniy funkcijy rinkinio ©(u).
Jei © per maza, nebejmanoma aprasyti duomenyse vyraujancios dinamikos; jei per didele,
atsiranda koreliuoty pakaitiniy démeny, kurie gali tiek pat kiek tikrieji démenys patektij ran-
dama modelj. Abu krastutinius atvejus stebéjome Gréjaus—Skoto sistemoje (64 x64 tinklelis,
10* STLSQ slavimy); kokybiskai tie patys désningumai pasitvirtino ir vieno komponento

testuose.

4.3.1 Minimalus ir iSpléstas rinkiniai

Galima isbandyti du polinominius rinkinius:

2 .2
L= {17 U, v, U, U, UV, Ugy, Ua:x}a
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Lu{u® v*, v?v, w?, u?, v, v*0?, w?, v}

2

Gréjaus—Skoto saveikos démuo uv® néra jtrauktas j pirmajj, bet yra Oq. Abiem rinkiniais

atlikome po 10* STLSQ &lavimy tame paciame 64 x64.

Rezultatai.

o Minimalus rinkinys (© ., ). Kadangi uv? néra, SINDy kompensuoja didindamas konstantinj
jtekéjimo (cp) ir lineary v démenis. Geriausios paklaidos ,uZstringa“ ties 7~4.6 x 1072

apie tris kartus blogiau nei su pilnu modeliu, o tikrosios fizikos recall krenta iki ~ 0.75.

o Ispléstas rinkinys Jtraukus uv?, recall pakyla iki 1.0, maZiausia likucio paklaida sumazéja
iki 1.4 x 1072 (plg. 4.1.4). Precision kiek smunka: Zemoms slenkstinéms vertéms pro
filtra praeina klaidingas uv® démuo. Jo Zymuo akivaizdus— s < 0.05, 8,3 > 7 ir
Tuwws beveik negeréja—todeél vienas stabilumo pagrjstas genéjimo ciklas jj pasalina ir

sugrazina kanonine Gréjaus—Skoto struktura.

e Panasiai i§ kandidatinio rinkinio pasalinus pacius difuzijos démenis, né vienas opti-

mizatorius neranda reto ir pritaikyto modelio.

Svarbiausia iSvada. Per maza biblioteka praleidzia esmine fizika; per didelé jsileidzia
pakaitinius démenis, kurie imituoja tikrajg dinamika. Stebint 7}, 5; ir 7; cikle ,fit — rank — prune®
gaunamas objektyvus ir lengvas standartas, kuris padeda islaikyti visus tikruosius démenis ir
pasalinti klaidingus maziau nei per du iteracinius rinkinio mazinimo zingsnius— tai atitinka

bendras rekomendacijas [3, 6].

4.4 Rezultaty santrauka

Bendras identifikavimo tikslumas. TriukSmo nepaveiktuose baziniuose eksperimentu-
ose sukonstruota identifikavimo eiga atgavo visus tikruosius démenis. Tai patvirtina, kad
esant paprascCiausiais atvejais net ir pakankamai grubiai erdvés—laiko raiskai ir tinkamai
atlikus kandidatiniy funkcijy rinkinio, optimizavimo hiperparametry intervaly bei Pareto
analizés dalis, naudojantis pasiulyta darbo eiga galima sékmingai atrasti valdanc¢iasias DLDI

jvairioms reakcijos—difuzijos sistemoms [2].

Matavimo triukSmo poveikis. Gauso triuksmo pridéjimas atskleidé iSvestinémis grjsty
metody ,,Achilo kulna“. Vienos komponentés uzdaviniuose sistema paprastai tampa sunkiai

identifikuojama esant vos 1%-3% triuksmui, o daugiakomponenté Gréjaus—Skoto sistema
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tapo neatkuriama virgijus vos 0.3 % triuksma. Tai atitinka ankstesnes iSvadas, kad baigtiniy
skirtumy gradientai sustiprina auksto daznio paklaidas ir destabilizuoja retumo filtra [6].
Savickio—Golajaus filtravimas Siek tiek praplété naudoting riba, bet esminiam patobulinimui
butina pereiti prie silpnyjy integraliniy formy (pvz. weak-SINDy ar RK4-SINDy), kurios

vengia taskiniy iSvestiniy ir pasizymi daug didesniu atsparumu triuksmui [18].

Kandidatinio rinkinio sudétingumo poveikis. Per maza biblioteka praleidzia svarbius
démenis (blogéja recall), o per didelé — padidina klaidingai teigiamus atvejus (blogéja pre-
cision) ir skatina perteklinj priderinimg. Empiriné démeny stabilumo statistika pasirodé
veiksmingiausia iSeitis: démenys su maza pasirodymo tikimybe (7; < i) optimizavimo
slavimy jgyvendinimuose arba dazniausiai atsirandantys didelio retumo / didelio liku¢io
modeliuose buvo pirmiausia pasalinti; vidutinis retumas ir likutis nulémeé antra genéjimo
cikla. Sis dviejy etapy genéjimas paprastais difuzijos atvejais uzdavinj leido iSspresti vos at-
likus §j rinkinio mazinima, o reakcijos-difuzijos atveju buvo kertinis zZingsnis ieskant Pareto

optimalaus jvercio ieSkomoms sistemoms.

Reiksmé identifikavimo eigos strukturai. Rezultatai atsako j 1.2 skirsnyje keliamus

klausimus:

e (bazinis identifikavimas). Visos etaloninés DLDI atkurtos tam tikromis salygomis.

e (atsparumas triukSmui). Identifikavimas nuspéjamai blogéja didéjant triuksmui;

silpnosios formos yra logiska tolesné kryptis.

e (hiperparametry ir kandidatiniy rinkiniy vertinimas). Démeny stabilumu grjstas
genéjimas butinas valdant retumo-likucio bei recall-precision kompromisus dideliuose

rinkiniuose.

Bendrai, patikimiausias automatinio DLDI atradimo triukSmingiems duomenims kelias
apima (%) vidutinio tankio tinklelio (t. y. pakankamos raiskos) naudojimas, (i) démeny sta-
bilumu gristas rinkinio genéjimas ir (74i) Pareto analize, triuk§mo jtakos mazinimo sprendi-

mais pagrjsta modelio atrinkimg.

5 Apibendrinimas

Siame skyriuje atsitraukiame nuo 4 skyriaus techniniy detaliy ir pazvelgiame j ,didelj paveik-
sla’“: kokig prasme turi rezultatai, kodél jie svarbus duomenimis grindziamam DLDI atradimui

ir kur dabartiné grandiné vis dar neatitinka lukesciy.
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5.1 Rezultaty interpretacija

Nuo difuzijos iki rasty formavimosi. SINDy be vargo atkuré vadovéline Silumos lygti
net ir itin stambiame 16x16 tinklelyje—tai nestebina, Zinant ankstesnius darbus, kur val-
danéioji lygtis atrandama naudojantis atsitiktinio klaidziojimo eksperimento duomenimis [2].
Netiesinése sistemose situacija tampa sudétingesné: teisingai identifikuoti logistinio augimo
(u — u?) ir Gréjaus—Skoto saveikos (uv?) démenys rodo, kad turint raigkia biblioteka reta
regresija pajégi atpazinti susietus reakcijos—difuzijos démenis sudétinguose rezimuose. Musy
Greéjaus—Skoto identifikavimui uzteko maziau tinklelio tasky nei ankstesniame reakcijos di-
fuzijos sistemos PDE-FIND pavyzdyje (64x64 vs. 128x128 [1]), pabréziant ¢ia pristatyto

démeny stabilumu gristo genéjimo verte.

5.2 Pasekmés DLDI atpazinimui

e Duomeny kokybé svarbiausia. Vos 1 % Gauso triuksmo suzlugdé Gréjaus—Skoto
identifikavima, jei nebuvo taikoma silpnoji forma ar stiprus filtravimas— tai atitinka
literaturos jspéjimus [6]. Sprendinio lauko eksperimentai privalo naudoti mazatriuksmius

jutiklius arba kaupti perteklinius matavimus vidurkinimui.

¢ Kandidatiniai rinkiniai gali buti subtilus. Per siauras rinkinys atveda prie nepakanka-
mai rety arba netiksliy jverciy. Dviejy etapy genéjimas (stabilumas — retumas)

pasirodeé praktiskas kompromisas ir galéty buti pilnai automatizuotas ateities jrankiuose.

e Aigkios formos atsiperka. Skirtingai nei neuroniniai PDE pakaitalai, SINDy pateikia
uzdaros formos lygciy sistemas, kurios iskart tinkamos analizei ar valdymo sintezei—tai

lemiamas privalumas inzineriniuose taikymuose.

5.3 Apribojimai

e Tik sintetiniai duomenys. Visi etalonai buvo simuliuoti; realus matavimai daznai

turi koreliuota, ne Gauso triuksma.

e Nedidelis sudétingumas. Eksperimentai vienmaciai, daugiausia su dviem kinta-
maisiais. Aukstesniy matmeny ar chaotiniai srautai (pvz. Navjé-Stoukso turbulencija)

lieka neapzvelgti.

e Baigtiniai skirtumai ir slenksc¢iy derinimas. Taskinés iSvestinés ypac stiprina
triukSma, o slenkstis A tebepasirenkamas slavimo budu; automatinés ar Bajeso analize

informuota atranka galéty buti geras indélis j gero identifikavimo jrankio sukurimag.
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¢ Rinkinio prielaidy poreikis. Siame darbe rinkiniai buvo sudaryti remiantis srities
ziniomis; visiSkai nezinomos fizikos atvejais gali tekti daug resursy paskirti butent

funkcijy, kurios potencialiai galéty aprasyti dinamika, jvedimui.

5.4 Palyginimas su alternatyviais metodais

Silpnos formos atmainos, tokios kaip integraliné SINDy, STRIDE ar RK4-SINDy, taskiniy
iSvestiniy nenaudoja ir demonstruoja atsparumo triuksmui didéjima bene desimt karty dy-
dzio réziais (iki 20 % triuksmo 2-D Gréjaus—Skoto sistemoje [18]). Physics-informed neural
nets (PINN) mokosi rezidualy neiSreikstiniu budu, taciau reikalauja daug skaic¢iavimo ir
pateikia sunkiai interpretuojamas parametrizacijas. Retoji regresija islieka lengva ir skaidri;
pritaikius silpnos formos idéjas buty galima sujungti Siuos privalumus su moderniy PINN /STRIDE

triukSmo atsparumu.

5.5 Svarbiausi

e pasiulyta dinamikos atpaZinimo eiga veikia—obet tik tada, kai duomenys pakankamai

Svarus, o rinkinys kruopsciai kuruojamas.

e Démeny stabilumu grjstas genéjimas — paprastas, automatizuojamas budas suvaldyti

dideles bibliotekas neprarandant teisingy démeny.

e Silpnos formos ir tikimybineés plétiniai — logiski zingsniai kovojant su eksperimentiniu

triukSmu ir modelio neapibréztumu.

6 ISvados ir busimi darbai

6.1 ISvados

Siame darbe pritaikéme retosios identifikacijos (SINDy) karkasa, kad atkurtume val-
dancigsias DLDI jvairiems difuzijos ir reakcijos—difuzijos etalonams. TriukSmo neturindi-
uose duomenyse visi kanoniniai démenys buvo identifikuoti su F; rodikliais >0.9. Sistemingi
bandymai su adityviniu Gauso triukSmu ir kandidatiniy funkcijy nagrinéjimu kiekybigkai
nustaté tam tikras praktines modeliy atpazinimo ribas bei parodé dviejy etapy stabilumas
— retumas genéjimo metodo privalumus. Rezultatai jrodo, kad—turint kuruota biblioteka
ir vidutinig8kai Svarius duomenis—SINDy suteikia interpretacijai patogy ir skaiciavimams

lengva kelia lygciy atradimui, taip jvykdydamas ?? skirsnyje iskeltus tikslus.
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6.2 Busimi darbai

e Eksperimentiniai ir auksStesniy matmeny duomenys. Grandinés iSplétimas re-
aliems laboratoriniams matavimams (arba 2-D/3-D simuliacijoms) patikrins jos mastelj

ir triukSmo tolerancija tikroviskomis salygomis.

e Pazangus triukSmo valdymas. Integruoti silpnos formos / integralines SINDy
ar STRIDE atmainas, kurios taskines iSvestines pakeicia erdves-laiko vidurkinimu ir
Gray—Scott sistemose toleruoja ~ 20% triuksma [18|; Bajeso analize patobulintas
optimizatoriy hiperparametry rinkimas bei démeny vertinimas galéty papildomai pa-

tobulinti rezultatus.

e Automatinis rinkinio konstravimas. Automatizuoti budai tikslinti kandidatines
funkcijas leisty dinamiskai generuoti ir genéti démenis, sumazinant rankinj bandymuy
skai¢iy ir apsaugant nuo perteklinio priderinimo prie duomeny, kai stokojama tyriné¢jamos
srities zZiniy.

e Dalinis stebimumas. Daugelyje eksperimenty stebima tik dalis kintamuyjy ar erdviniy
tasky. SINDy sujungimas su busenos rekonstrukcijos metodais, galintis kompensuoti

trukstamus duomenis, lieka atviru ir praktiskai svarbiu uzdaviniu.

Baigiamoji pastaba. Duomenimis grindziamas lyg¢iy atradimas zada iS esmés pakeisti
modeliavimo procesa moksle ir inzinerijoje. Patvirtings SINDy veiksminguma, strukturizuota
budg atlikti identifikavimo darbus jvairioms DLDI ir nubrézes jo veikimo ribas, $is dar-
bas sukuria tvirta pagrinda ir aisky veiksmy plang ateities, triukSmui atspariy ir visiskai
automatizuoty PDE identifikavimo grandiniy plétrai.

Darbui parasytas programas rasti galima rasti: https://github.com/To-1/PDE-Find
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