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1 Jzanga

Pagrindinis Sios disertacijos tikslas yra spektriniy kovariacijy ir ribiniy teoremuy
tiesiniams procesams ir laukams teorijos vystymas.

Darbe tiriamos spektriniy kovariacijy savybés, iSnagrinéjama tam tikry tiesiniy
procesy ir lauky asimptotiné priklausomybes struktira. Zinomi rezultatai, susie-
jantys priklausomybeés maty asimptotinj elgesj su stacionariy asocijuoty procesy
ribinémis teoremomis, apibendrinami asocijuotiems stacionariems laukams. IStiria-
mas vieno tiesinio lauko daliniy sumy procesy sekos konvergavimas pagal baigti-
niamacius skirstinius. Parodoma, kaip parinkti tiesinio proceso X, = 372 ci&n—i
koeficienty, tenkinanéiy salygas >3°,¢; = 0, |¢;| = i 77,4 € N, su fiksuota parametro

3 reiksme, zenklus, kad daliniy sumy proceso normuojanti seka augty grei¢iu n.

2 Disertacijos moksliné problema ir tyrimo

objektai

Iprastiné kovariacija tarp atsitiktiniy dydziy (a.d.) X ir Y, apibrézta formule
Cov(X,Y)=E(X —EX)(Y —EY), yra placiai taikoma tikimybiy teorijoje, taciau
bendru atveju ji néra tinkama matuoti priklausomybei tarp a.d., turin¢iy begaling
dispersijg. Atsitiktiniai dydziai ir procesai su begaline dispersija yra jdomus ne tik
teorinéje matematikoje. Svarbi a.d., turin¢iy begaline dispersija, klasé yra stabilus
a.d., knygoje [5] aprasoma daug jais paremty modeliy.

Dél paprastumo ¢ia apsiribosime simetriniais a-stabiliais (Sa.S) atsitiktiniais
vektoriais. Vektorius X = (X1, X») yra simetrinis a-stabilus, jei egzistuoja toks
baigtinis simetrinis matas I', apibréZtas ant vienetinés sferos S! = {s = (s1,s9) €

R? : 52 + s2 = 1}, kad vektoriaus X charakteristiné funkcija biity

Eexp {i(t, X)} = exp {— L1t s>|O‘F(ds)}.

Nagrinéjant Sa.S a.d. daznai aptinkami du priklausomybés matai — kovarian-

tiskumas (angl. covariation) ir kodiferencija (angl. codifference). X; kovarian-
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tiskumas X5 atzvilgiu zymimas [X7, X5],. KovariantiSkumas apibréziamas Sa.S

stabiliems dydziams su stabilumo indeksu o > 1 formule

[X1, Xala = /Sl 155 17T (ds),

<> _

.. I . . . . e
cla x |z|" sign(z). X ir Xo kodiferencija apibréziama formule

(X1, Xa) = [ (Isa]* +]sal” = 51 = 52" T(ds).

Vieni pagrindiniy disertacijos tyrimo objekty yra spektrine kovariacija ir a-

spektriné kovariacija, kurios apibréziamos, atitinkamai, kaip

p(Xl,XQ) = /Sl Slng(dS)
ir

pa(X1, Xa) = /S1 sfa/2>$2<a/2>F(ds).

3 Pagrindiniai uzdaviniai
Disertacijoje nagrinéjami Sie uzdaviniai:

1. Spektrinés kovariacijos savybiy ir asimptotinio elgesio tyrimas bei
palyginimas su kitais priklausomybés matais. Darbe siekiama istirti
asimptotinj spektrinés kovariacijos elgesj tiesiniams procesams su asimpto-
tiskai reguliariai kintanciais koeficientais, tiesiniam trupmeniniam stabiliam
triuksSmui, log-trupmeniniam stabiliam triukSmui. Bandoma tirti priklau-
somybés maty savybes, nustatyti galimg sarysj tarp priklausomybés maty

asimptotinio elgesio ir procesy atminties.

2. Tiesiniy lauky su begaline dispersija asimptotinés priklausomybés
strukturos tyrimas. Daugelyje straipsniy nagrinéjama asimptotiné tiesi-
niy procesy priklausomybés struktura, taciau truksta tiesiniy lauky tyrimy.
Disertacijoje bandoma iSnagrinéti tiesinio lauko

Xy =Y > wiy(L4+4) (14 5) i
=0 j=0



asimptoting priklausomybés strukturg, kur §; ; yra nepriklausomi vienodai pa-

siskirste (n.v.p.) stabilts a.d., o koeficientai w; ;) tenkina papildomas salygas.

. Asocijuoty stacionariy lauky priklausomybés maty asimptotinio el-
gesio susiejimas su ribinémis teoremomis. Straipsnyje [2] nagrinéjami
vienmaciai stacionarus asocijuoti procesai, nustatomas rysys tarp priklauso-
mybés maty asimptotinio elgesio ir ribiniy teoremy. Disertacijoje siekiama

siuos rezultatus apibendrinti tiesiniams laukams.

. Bandymas pritaikyti kryptinés atminties apibrézimag tiesiniam lau-
kui su triuksmais, priklausanciais a-stabilaus a.d. traukos sriciai.
Straipsnyje [4] siulomas naujas budas klasifikuoti stacionariy lauky atmintj.
Disertacijoje siekiama isnagrinéti vieno tiesinio lauko daliniy sumy proceso
konvergavimg pagal baigtiniamacius skirstinius, remiantis nustatyta normuo-

jancia seka klasifikuoti Sio lauko atmint;j.

. Atsakymas | [4] iSkeltag klausima apie neigiama atmintj. Straipsnyje
[4] buvo suformuluotas toks klausimas: Nagrinékime tiesiniy procesy X, =
20 Cin—i daliniy sumy procesa Sy (t) = Z,Efé Xg, kur & yra n.v.p. a.d.,
priklausantys a-stabilaus a.d. normaliai traukos sri¢iai, 0 < a < 2. Jei
0
lee| = k77, k €N, v>max(1l/a,1), ir > ¢ =0 (1)
k=0
(stacionarus procesas {X,,} turi neigiamag atmintj), yra zinoma, kad norma-
lizuojanti S, (1) seka gali augti grei¢iu n'/*=7*1 jei koeficienty ¢z, k € N,
zenklai yra pastovus, arba isSlikti aprézta, jei koeficienty zenklai alternuoja.
ISkeltas klausimas, ar duotai A € (0,1/a — v + 1) reikSmei galima parinkti
tokius koeficienty c, k € N, zenklus, kad normalizuojanti seka augty greiciu

n.

Disertacijoje parodoma, kokius Zenklus galima pasirinkti, kad buty gautas
norimas augimo greitis, bei istiriamas atitinkamai normuotos daliniy sumy

procesy sekos konvergavimas pagal baigtiniamacius skirstinius.



4 Tyrimy metodika

Asimptotiniam priklausomybés maty elgesiui nagrinéti naudojami gerai zinomi ma-
tematinés analizés metodai. Vienas pagrindiniy jrankiy — Lebego teorema apie
dominuojamajji konvergavima.

Taip pat taikomi zinomi létai kintanciy funkcijy teorijos rezultatai.

Siekiant jrodyti 5.2.1 ir 5.2.2 teoremas, tiesiniams laukams pritaikomas jrody-
mas i$ [2]. Straipsnyje [2] begalinés dispersijos atvejui buvo pritaikytas Newman’o
centrineés ribinés teoremos jrodymas.

Irodinéjant procesy konvergavima pagal baigtiniamacius skirstinius naudojamas

charakteristiniy funkcijy metodas.

5 Moksliniai rezultatai

Toliau pateikiami pagrindiniai disertacijoje gauti rezultatai.

5.1 Spektrinés kovariacijos

Disertacijos 4 skyrius pradedamas jvedant nauja priklausomybés mata. Sis priklau-
somybés matas buvo jvestas pastebéjus, kad nagrinéjant tiesinius laukus spektrinés
kovariacijos asimptotinis elgesys yra labai sudétingas. Tarkime, kad X = (X7, X»)
yra a-stabilus vektorius su spektriniu matu I'. X; ir Xy a-spektrine kovariacija
vadiname dydj
palX1, Xz) = [ 1T (ds). (2)
IS tiesy, jei spektrinis matas I' yra pagrindinis parametras, nusakantis priklau-
somybe tarp a-stabilaus vektoriaus koordinaciy, galima apibrézti placig priklau-
somybés maty Seimg. Tarkime, ¢ : S' — R yra tokia funkcija, kad integralas

Js1 g(s1, s2)I'(ds) buty korektiskai apibréztas. Tada galime apibrézti

plg: X1, Xo) = [ g(s1. 52)T(ds). (3)

ir §i dydj vadinti priklausomybés matu tarp vektoriaus (X7, X3) koordinaciy. Rei-
kalaujant, kad funkcija g tenkinty tam tikras salygas, galima gauti pageidaujamy
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priklausomybés mato savybiy. Disertacijoje parodoma, kokias pakankamas salygas
turi tenkinti funkcija ¢, kad gautas priklausomybés matas buty simetrinis, nepri-
klausomiems dydziams priskirty reikSme 0, nepriklausyty nuo spektrinio mato I'
simetrijos. Taip pat disertacijoje aptariama galimybé apibrézti koreliacijos koefici-
ento atitikmenis.

Kaip ir spektrinés kovariacijos, anksciau aprasyty priklausomybés maty api-
brézimus galima praplésti atsitiktiniams vektoriams, priklausantiems a-stabilaus
vektoriaus traukos sriciai.

Bendru atveju néra jmanoma palyginti a-spektrinés kovariacijos su spektrine
kovariacija. Taciau atskirais atvejais, pavyzdziui, jei atsitiktinis vektorius (X7, X3)

yra asocijuotas, priklausomybeés matus galima palyginti:

5.1.1 teiginys (Sutrumpintas disertacijos 4.3 teiginys). Jei stabilus vektorius (X1, Xs)

yra asocijuotas, bet kokiai 0 < av < 2 retksmei galioja nelygybé

p(X1, X2) < pa(X1, X2). (4)
Jei 1l < a <2, tar

p(X1, Xo) < [ X1, Xola. (5)

Jei 1 < a < 2, tai egzistuoja tokios konstantos c1,co > 0, kad
c1p(X1, Xo) < 7(X1, Xo) < cap( X1, Xo). (6)

Asimptotinis spektrinés kovariacijos elgesys pradedamas tirti nagrinéjant tiesi-

nius procesus

X(/{?) = Z Cj€k—j, keZ, (7)
=0

kur ¢, © € Z yra n.v.p. a-stabilus a.d. su charakteristine funkcija
exp <—|t\a (1 — ifsign(t) tan %)) ,jel a # 1,
exp (—[t]), jei v =1,

o koeficientai ¢; tenkina

00
Z ‘Cj|a < 0Q.
=0
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Nesuformulavus papildomy prielaidy apie koeficientus ¢; sudétinga tirti p(n) :=

p(X(0), X (n)) nykimo greitj. Disertacijoje daroma prielaida, kad
¢ ~ Ul(i), kai i — oo, (8)

¢ia U yra reguliariai kintanti su parametru n = —k funkcija, k > 1/a. Toliau

pateikta teorema apibudina tokio proceso asimptotinj spektrinés kovariacijos elges;j.

5.1.2 teorema (Disertacijoje 4.7 teorema). Tarkime, tiesinio proceso X(n), api-
brézto (7), koeficientai ¢; tenkina (8). Tada

jeia<lirk>1l/aarbal <a<2irl/a<rk<l/(a—1), tai

plo) () [ (U

dt. 9
0 (t2/{_|_ (1+t)2/<;)(2*a)/2 ( )

Jeiao>1irk>1/(a—1), tai

lim
n—oo

p(n) _ X fo-1)
(n) - Z 1 : (1())

1=0

Kaia>1, k=1/(a—1), esant grieztesnei prielaidai ¢; ~ i™"

, gauname
p(n) ~n "Inn. (11)

Jei X; yra slenkancio vidurkio procesas, priklausomybé tarp X ir X; nyksta
didéjant t. Toliau pateikta teorema rodo, kad plati priklausomybés maty klasé turi

tokia savybe.

5.1.3 teorema (Disertacijoje 4.8 teorema). Tarkime, p(g;-,-) yra priklausomybés
matas, apibréztas (3), ir tenkinama nelygybé |g(s1, s2)| < C|3132|a/2. Jei X; yra

a-stabilus slenkancio vidurkio procesas, 0 < a < 2, tai
lim p(g; X, Xo) = 0.

5.1.4 isvada (Disertacijoje 4.9 isvada). Jei 0 < a < 2, o X; yra a-stabilus slen-

kancio vidurkio procesas, tat

}i}% p(Xt7 XO) = 07 }i}r& poc(Xta XO) = 0.



Toliau pateiktos teoremos apibudina asimptotinj spektrinés kovariacijos elgesj
log-trupmeniniam stabiliam triukSmui ir tiesiniam trupmeniniam stabiliam triuks-

mui.

5.1.5 teorema (Disertacijoje 4.10 teorema). Tegu Ys(t) yra log-trupmeninis stabilus

triuksmas. Tada

p(Y2(0),Ya(t)) ~ Ct'™*, ¢ — oo, (12)

kur
—Oé

y(1+vy))
2—
O (yP+(1+y)3?) 2

=2

2—«

v+ (1 —y)?)
Apibrézkime dvi parametry aibes S = S; U .Sy ir U, kur

Lo (ya—y)'
—/0 ( dy. (13)

S1={(H,a):0<a<1,0< H<1},
So={(H,a):1<a<2, 1-1/(ala—1)) < H<1, H#1/a},
U={(H,a):1<a<2, 0<H<1-1/(a(ax—1))}.

5.1.6 teorema (Disertacijoje 4.12 teorema). Tegu Yi(t) yra tiesinis trupmeninis

stabilus triuksmas. Jei (o, H) € S, tai
p(Y1(0),Y1(t)) ~ Cy(a, b, H)t* =%, t — oo, (14)
tuo tarpu jei (o, H) € U, tai
p(Y1(0),Yi(1)) ~ Cala, b, o, H)H™17Y ¢ oo, (15)

cia Cy(a,b,a, H) ir Cy(a, b, o, H) yra konstantos, kuriy tikslios reiksmés nurodytos

disertacijoje.
Toliau disertacijoje nagrinéjami tiesiniai laukai

Xk = Z Ci€k—i,» kK € Zd, (16)
i>0
kur ¢, i € Z% yra n.v.p. a.d., dél paprastumo teigiant, kad jie turi simetrinj
a-stabily skirstinj. Koeficientai ¢;, i > 0, yra realus skaiciai, tenkinantys salyga,

> el < oo

i=0



Tarkime, (ki,...,kq) € N&, 0 s; € {—=1,1},i = 1,...,d. Darbe gaunama dydziy
P(Xos X1k, saka)) 1T Pa(Xo, Xk, suka)) iSTaiSka koeficientais {¢;}. Tarkime, a =

(a,...,aq) € Z%, ir pazymékime
Qa:{x:(:cl,...,xd) GZd:xiZ—ai,izl,...,d},

ar = ((a1)+,...,(aq)+) ira_ = ((a1)—, ..., (aq)-), kur (-);+ = max(-,0) ir (-)_ =
— min(+, 0).

5.1.7 teiginys (Disertacijoje 4.14 teiginys). Tiesiniam laukui, apibréztam (16), bet

kokiai k € Z¢ reiksmei gauname

p(Xo, Xx) = p( Xk, Xx.) = >, e Cj+k+(2—a)/2 (17)
J€Qo ( Gk T € +k+>
X
pol(Xo, X0 = ol i) = 32 At e ie- (18)
j€Qo

Nagrinéty tiesiniy procesy (t. y., d = 1 atveju) spektrinés kovariacijos asimp-
totinis elgesys yra gana paprastas. Atveju, kai d > 1, situacija yra sudétingesné.
Pagrindiniai sunkumai jau isryskéja atveju, kai d = 2, todél disertacijoje vietoje
bendro atvejo d > 1 nagrinéjamas atvejis d = 2. Procesas (16) gali buti uzrasytas
taip:

Xk,l = Z Ci j€k—il—js (]{,l) € ZQ. (19)
ij=0

Nagrinékime dydi p(k,1) = p(Xo0, Xg1). Sio dydzio iSraiskos skirtingos k >

0,1 >0ir k> 0,] <0 atvejais: tarkime, n,m € N, tada

C‘ .C‘ .
p(n7m) — Z Z . 1,] ;—&-m]-l—m 25(’ :
o ci—l—n,j—i—m)

i i Ci+n,jci,j+m .

2

Proceso stacionarumas lemia tai, kad like du atveJa1 (k<0,1>0irk<0,1<0)
gali buti suvesti j jau pateiktus atvejus. Nesuformulavus papildomy prielaidy apie

koeficientus ¢; ;, sunku istirti asimptotinj priklausomybés maty elgesj.
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Disertacijoje daroma prielaida, kad lauko (19) koeficientai ¢; ; turi iSraiska
iy =wiy(L+9) (14457 ij>0, (20)
c¢ia B > 1/a, k = 1,2, o koeficientai wy; j) tenkina Sias salygas:
(A1) egzistuoja lim; j 00 w(;j) = 1,
(A2) kiekvienai i > 0 reik§mei egzistuoja lim; o w(; ;) = we.) > 0,
(A3) kiekvienai j > 0 reiksmei egzistuoja lim; o w(; ;) = w(. ;) > 0.

Asimptotinis spektrinés kovariacijos elgesys anksCiau aprasytam tiesiniam lau-
kui disertaciniame darbe nusakomas dviem teoremomis, kuriose nagrinéjamas dydis
p(k, 1), atskirai, kai & — oo, | — oo ir kai k — 0o, | — —oo. Dél patogumo jveda-
mas zZymejimas
Va(z,y) = L@

(22 +y2) 2
5.1.8 teorema (Disertacijoje 4.15 teorema). Tarkime, tiesinis laukas (19) su koe-

ficientais ¢; ;, turinciais israiskq (20), tenkina sqlygas (Al)—(A3). Spektrinés kova-

riacijos p(n,m) asimptotinis elgesys yra:

1 Jeil<a<2irB>_— 1, 1=1,2, tat
p(n, Brla=1)(1 4 7)—Bala=1)
n}rlz,r—r}oo n ﬁlm—ﬁz ;)jz%)w 1 +i)” (L+7) ' (21)
2. Jeil < a < 21,7“—<BZ 71—12arba0<a 1ir g > a,i:1,2,
tar
i Pl

n,m—o00 pl—abfiml-abs

:/OOO /OOO Vot s (t 4+ 1) (s +1)7%)dtds. (22)

3. Jeil<a<2irfB > %,

lim p(n m

Br(a—1) —pa2(a—1) B
s e Zw 1+z) 1 / 2 (14 )~ du.



4. Jeil<a<2irp =5, 3
p(n,m) _ [ —Ba(a—1) —2
/0 v (14+v) ™ do.

n}}brl)IOOn Blml 5204111( )
5. Jeil<a<2irp = %1, B >ﬁ,taz

p(n,m) - Baa—1).
n;rlljr—r}oon ﬂ1m—52 ln( ]gw 1 +-])

o

6. Jeil<a<2irp = ﬁ,ﬁzzﬁ,mi

lim p(n,m) _1
nm=o0 n=Frm=F2 In(n) In(m) '

5.1.9 teorema (Disertacijoje 4.16 teorema). Tarkime, tiesinis laukas (19) su koe-
ficientais ¢; ;, turinciais israiskq (20), tenkina sqlygas (A1l)-(A3). Spektrinés kova-
riacijos p(n, —m) asimptotinis elgesys yra
1. Jei 1l < a < 2, é+%>airé<5i<ﬁ7 1 =1,2, arba 0 < a < 1 ir
é + é > «, tai
00 00
n}%rgoo nlpﬁlaml o O/O/Va (14 u)Pro=P2, u~

F1(1 4 v)77)dudw.

2. Jeil<a<2, o <pirl<py<l,tai

2(1 4 v) PNy,

(e.¢]

,0(’)7, Bi(a—1)
n%@mw 2 w1407 /

3 Jeil<a<2 p= fzr—<62<1taz
p(n, —m) _ [, -8 —B2(a—1)
n}rlLrgoo nl-Biaml-PFa 111( ) - /0 v 2(1 + U) ? duds.

1 =1,2.

Y

4. Tarkime, 1 < a <2 ir L= < f3;,

a) Jei my yra tokia seka, kad mEBI — 0, tai

p(n, — ZZ?«UOOJ

n=00 1, —P1(a— 1)m—52 =5

boa(1+3) P (L4
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-8
b) Jei m, yra tokia seka, kad ’:“ﬁﬂf — c € (0;00), tai

p(n, —m,)
n—00 n_ﬁl(a_l)mq?@
1 o0
*ZZV W(c0,j) 1+J) 27 Cw(z,oo)(1+l)_5l)
Ci= 05=0

mﬁ

c) Jei my, — oo yra tokia seka, kad

L pmem) @& e
lim = Wieo HWE ooy (L4 7) (1 +14) :
n—o ~Bimn B2(a—1) ;)]z_%) (00,5) ™ (4,00)

5. Tarkime, 1 < a < 2, ﬁ<51 Z"I"1<62<ﬁ.
a) Jei my yra tokia seka, kad mEBI — 0, tai

lim

| -5
lim [,1 ww Z/ %2 s 00y (14 1) 1) do.

n 2mn

b) Jei m, yra tokia seka, kad ™ _51 — c € (0;00), tai

lim p(n, —mn)
n—00 n_ﬁlmT—LﬁZ(a—l)
=3 Y Valwejye (14 4) 7wy (1 +1) 7).
i=0 j=0

. . —B2 .
c) Jei my, — oo yra tokia seka, kad Tsr — 00, tai

. pln, N
pim L) S S (1) )
n=bim i=0j=0

i=12irt+Ll<caarbad<a<lir

6. Tarkime, 1 <a <2, 1< ;< ﬁ> ; R

F+ 3

B2

a) Jeim, yra tokia seka, kad ™ _ﬁl — 0, tai

. p(nv _mn) _ — [ —p N\ —f
7gmglﬁm—24‘uv%wWﬂ+www-
n %2mn 1=0

b) Jei my, yra tokia seka, kad ™ ,51 — ¢ € (0;00), tai

p(n7 _mn)
n—0o00 n_ﬁl(o‘_l)mﬁﬂQ
1 o0 o0
== 3 3 Valwiooy (14 5) 7, wioee®(1+1)77).
1=075=0

11



-~
c) Jeim, — oo yra tokia seka, kad "5 — oo, tai

i A ) Z / Wieey(1 4 7)) du.

7. Tarkime, 1 < a < 2, ﬁ < B Z‘Tﬁzzﬁ.

a) Jei my, yra tokia seka, ka _51 — 0, tai

| o, ~) -
lim =D Wiy (1+1)77
o mmie (n_%mn> =

b) Jei m,, yra tokia seka, ka ,ﬂl — c € (0;00), tai

p(”? _mn)
;52(04—1)

—CZZV 1 L4 5) 77, Wiy (1 + 1)),

1=0j=

lim
n—oo n_ﬁl m

c) Jei my, — oo yra tokia seka, kad m”B — 00, tai

] 'O(n 2 N\ —B1(a—
 S——— _Mm = 3> il (4 3) (LA i),
n =0 5=0

8. Tarkime, 1 < a <2, f; = —zr1<62<—

a) Jei my yra tokia seka, kad mﬁﬁl — 0, tai

lim ﬁl — ﬁza Z/ o) (1+17)" e s ds.

n—oo
n f2mp

b) Jei m, yra tokia seka, ka _ﬁl — c € (0;00), tai

p(n, _mn)
—B2(a—1)

n_ﬁlmn
=cd > Va(w(oqj)c_l(l +j)_52, Wi 00y (1 + i)_ﬂl).
i=0j=0

lim
n—oo

p(n, —my) S
A & e = 3 Wiee) (145) 7"
pom P (nmn D



9. Tarkime, 1 < a < 2 irﬁi:ﬁ, 1=1,2.

—B9

a) Jeimy, yra tokia seka, kad T — 0, tai
p(n, —my,) x N
= Zw(i,oo)(l + Z) 51.

1m
n—00 n*BI/BZm}l_ﬁga h’l <n761/52mn> i=0

—p
b) Jei my, yra tokia seka, kad ™= C s ce€ (0; 00), tai

n=P1

limy 2 =)

n—00 n_ﬁl m;fb(a*l)

oo 0

=YY Va(wieo e M1+ 5) 7, wiooy (1 +1)"7).
i—=0 j=0

m;ﬁz
n=P1

c) Jei my, — 0o yra tokia seka, ka — 00, tai

i n,—m > N
A nl—ﬁlamnpﬁg/ﬁl In 6717711152//31) - jzz%w(om)(l +9) "
Remdamiesi 5.1.1 teiginiu zinome, kad spektriné kovariacija ir kodiferencija yra
ekvivalentus priklausomybés matai, jei 1 < a < 2 ir nagrinéjami asocijuoti a.d.
Persasi isvada, kad nagrinéjamo lauko kodiferencijos asimptotiné priklausomybés
struktura irgi yra sudétinga.
Toliau pateikta teorema rodo, kad a-spektrinés kovariacijos asimptotinis elgesys

yra paprastesnis. Dél patogumo jvedami zyméjimai vy, = fra/2, k=1,2, ir
e —a
K(a):/o v (14+v) "dv, 1/2<a< 1l

Tegun,m € N, s € {—1,1},ir po(k1, k2) = pa(Xo0, Xk k). Yra Sesios pagrindi-
nés parametry 1, f2 aibés, kuriose asimptotinis p, (1, sm) elgesys skiriasi. Likusiose

aibése gaunami simetriniai rezultatai.

5.1.10 teorema (Disertacijoje 4.17 teorema). Tarkime, tiesinis laukas (19) su
koeficientais c; j, turinciais israiskq (20), tenkina sqlygas (Al)-(A3). Tada a-

spektrinés kovariacijos asimptotinis elgesys yra

1. Jei1/2 <~ < 1,i=1,2, tai

i Po(m:5m) = K(71)K (7). (23)

n,m—00 pl=27191-272

13



2. Jeiyy >1irl1/2 <y <1, tai

) Paln, sm)
s B Zw K (7). (24)

3. Jerv; >1,i=1,2, tai

Paln; sm) _ ZZW (i, 5,8) 2 (140 ™" (1 +5)7, (25)

_>
n,m—00 1=V, 72 =0 =0

cia W (i, j,1) = wg j) ir W(i,j, —1) = wiyw( ).

4. Jei 1/2 <y < 1,79 =1, tai

n,}?illl}oo n1—2/i?7(:17—322)1n o K(m). (26)
5. Jeiy1 > 1irvy =1, tai
o T 2[;?75?1 8272 om ;)w (L+4) ™. (27)
6. Jeiyi =1,7 =1, tar
Pa(n, sm)

=1. 28
n,mr—r>loo nl—2m (1n n)ml—Q’yQ (ln m) ( )

Disertacijoje taip pat aptariama galimybé 5.1.10 teoremos rezultatus apibend-
rinti ir d > 3 atvejui. Dél paprastumo nagrinéjamas tiesinis laukas (16) su koefi-

cientais

d
H 1—|—Zk k, (29)

kur g > 1/a, k=1,...,d. Pazymima v, = /2, [ = 1,...,d ir jrodomas toks
teiginys:

14



5.1.11 teiginys (Disertacijoje 4.20 teiginys). Tarkime, kad atsitiktinis tiesinis lau-
kas (16) su koeficientais, turinciais israiskqg (29), tenkina sqlyga: egzistuoja tokie
sveiki skaiciai u,v > 0, 0 < u+v < d, kad 1/2 < v, < 1, kai i = 1,...,u,
v, > 1, kaii=u+1,...;u+v,iry, =1, kait=u+v+1,...,d. Susitare, kad

II =1, gauname
%]

pa(X07 Xk)
) (Hgl:u+v+1 |klz (lklz|))

= (ﬁ K, ) (H > (1+ ) (30)

=1 1=u+11=

1*2’Yli) ( u+v

(i

kai minlglgd |kl| — OQ.

5.2 Ribinés teoremos

Ribinés teoremos stacionariems asocijuotiems laukams su baigtine dispersija yra
placiai isnagrinétos, tuo tarpu ribinés teoremos stacionariems atsitiktiniams lau-
kams su begaline dispersija sulauké maziau mokslininky démesio, nors §i tema yra
gana jdomi. Toliau pateikiamos dvi teoremos, apibendrinancios teoremas, jrody-
tas [2] straipsnyje.

Disertacijoje nagrinéjamas d = 2 atvejis, nors, be sudétingesniy zyméjimy, ne-
kyla sunkumy nagrinéjant ir bendra atveji, kai d > 2. Tegu X = {X; ;, (i,j) € Z*}
yra stacionarus atsitiktinis laukas, pazymeékime p(i, j) = p(Xo, X ;) ir

m = i i Xij,  Spm = m (31)
i=1j=1 n-em
5.2.1 teorema (Disertacijoje 5.1 teorema). Tarkime, X yra stacionarus asocijuotas
bendrai (angl. jointly) a-stabilus laukas.

Jer 0 < a <1, tai

Spm s 0 kai n,m — oo, (32)

cia | yra grieztar a-stabilus skirstinys.

Jei o = 1, tai egzistuoja tokios konstantos A, ,, kad

Sn,m - An,m g Xl-

15



Jeil<a<2ir
> p(i,g) < oo, (33)
(i,5)€Z?

tai
Snm — ESnm B Spm —nmb 4
nl/aml/a o nl/aml/a

>, kai n,m — oo, (34)
cia | yra neissigimes grieztai a-stabilus skirstinys.

Sioje teoremoje eilutéje (33) dydis p(i, 7) gali biiti pakeistas kodiferencija 7 (i, j) :=
7(Xo,0, Xi;), taip buty gautas ekvivalentus teiginys. Spektrine kovariacija pakeitus
a-spektrine kovariacija gaunamas silpnesnis teiginys, taciau, palygine 5.1.8, 5.1.9
ir 5.1.10 teoremas, matome, kad a-spektrinés kovariacijos asimptotinis elgesys yra
paprastesnis.

Tarkime, {X,;, ¢,7 € Z} yra stacionarus asocijuotas atsitiktinis laukas, o
{Yi;, i,j € Z} yra stacionarus asocijuotas bendrai grieztai a-stabilus atsitiktinis

laukas. Pazymékime
Xn,m - (X1,17X1,27 SR 7X1,m7 X2,17 S 7X2,m7 SR Xn,l; R Xn,m) )

Yn,m = (H717Y1,27 s 7}/1,m7}/2717 .. '7Yé,m7 s 7Yn,17 - 7Yn,m) )

tegu I'y, ,, Zymi a-stabilaus vektoriaus Y, ,, spektrinj matg, taip pat jveskime Zy-
mejimus
b b
A - a—2
I3(Xi, X5) = supb /_b/_bH(xi,Xﬂ(fE?y)dwdy, (35)

Ié(ia k) = Ié(Xian)7 [f(k) = Ié(ovk)a

n om

7 —1/a, —1/«

Zn,m:n /m /ZZY%J
i=1 =1

5.2.2 teorema (Disertacijoje 5.3 teorema). Tarkime, kad {X; ;, 1,7 € Z} yra toks
stactonarus asocijuotas laukas, kad visoms n, m reiksmeéms vektorius X, », priklauso
grieztai normaliat vektoriaus Y, traukos sriciat ir I'y,,, yra simetrinis visiems
n,m, jet o = 1.
Jet
> I[) < o0 (36)

jez?
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kuriai nors A > 0 reiksmei, tai egzistuoja toks grieztai a-stabilus skirstinys p, kad
S 5 1 (37)
i

T —5 1, kai n,m — oc. (38)

5.3 Tiesiniai laukai

Siame skyriuje nagriné¢jamas atitinkamai normuotos daliniy sumy procesy sekos

Sa(t) = > Xk (39)
0<k<nt
konvergavimas pagal baigtiniamacius skirstinius, kai min(ny,...,ngy) — oo. Cia

Xk = Xj=06G8k—j, k € Z‘jlr, yra d-matis tiesinis laukas, §;, j € Z¢ yra nepriklausomos

a.d. & kopijos. Teigiama, kad £ turi charakteristine funkcija

E exp (iz€) = exp (—h (|a:|_1) (|z|* = iBz' 1) (1 + r(x)) + ia:u) : (40)

¢la h yra létai kintanti funkcija, r(z) — 0, kai  — 0, 2'* = |z|*sign(x), 7, =
tan (ma/2), jei a # 1, it 71 = 0. Si charakteristinés funkcijos israiska reiskia, kad ¢
priklauso a-stabilaus a.d. traukos sriciai (jei « = 1, stabilus a.d. yra simetriskas).

Darbe daroma prielaida, kad ¢ turi israiska

d
G = C(j1,nrja) 1:[ i (vi,1), j =0,
¢ia
aj(y, 1) ~ (14 7)"La(j), kai j — oo, (41)
su y; > 1/« ir létai kintanciomis funkcijomis L;, [ = 1,...,d. Jei v = 1, daroma

prielaida, kad L; = 1.
Pazymékime
1, jei v > max (1,1/a) ir X524 a;(v,1) # 0,
n'="Li(n), jeimax (1,1/a) <y <14 1/air ¥32a;(y,1) =0,

Sny,l = (42)
Inn, jei vy =1,

nt=1Li(n), jei 1/a <y <1,
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ir

l/cv d !

l/cv (H Tl]) H <n S”J Y55J ) ) (43)
Cia hy/q yra létai kintanti funkcija, tenkinanti

h( 1/<34}11§0‘( )) ~ hyjo(x), 2 — 00, (44)

su funkcija h i$ (40).

Taip pat pazymékime

Sreo @k (v Do (u), jei v > max (1,1/a) ir 3725 a;(v,1) # 0,

(t—u) " —(—u) "

H,(u,t,l) = 1=
H[O,t)(u)7 Jel "= 17

1— 1—
(t*“)Jr K *(*“)+ K
1=y

,jel max (1,1/a) <y <14 1/air 325 a;(v,l) =0,

Jjei 1o <y < 1,

ir
d
7‘[(11, t) = H Hw(ul, t, l)
=1

Disertacijoje jrodytas toks rezultatas:

5.3.1 teorema (Disertacijoje 5.5 teorema). Procesui Sy(t), apibréztam (39), ir

normalizuojanciai sekai (43) turime
AR Sa(t) S I(1), (45)
kur I(t) yra a-stabilus atsitiktinis integralas, apibréztas kaip

J@ZAﬂmum@L
su Lebego kontroliniu matu ir asimetrijos funkcija f(x) = f3.

Normalizuojancioje sekoje (43) figuruoja daugiklis h%g (H;izl nj), kurio néra
[4] sitilomame apibrézime. Sis daugiklis negali biuti iSreikstas kaip létai kintanciy
funkcijy sandauga H?ZI lj(n;), taigi, irodyta teorema atskleidzia [4, 6 apibrézimas|
trukuma: bendru atveju siilomas apibrézimas néra tinkamas klasifikuoti tiesiniams

laukams su triukSmais, priklausanciais a-stabilaus a.d. traukos sriciai.
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5.4 Neigiama atmintis

Tarkime, kad 6 > 1, ir pazymékime T'= Ty = {k : k = 2 WJ — 1 kuriam nors [ €

N, [ > 3}. Disertacijoje jrodoma tokia teorema:

5.4.1 teorema (Disertacijoje 5.7 teorema). Tegu max(l/a,1) < v < 1+ 1/a,
1<0<a/(ay—1), irn>0. PaZymékime

1, jein eT,

Sp =
(—1)", kitu atveju.

Nagrinékime tiesing procesq X, = Y20 bi&n—i, kur by = sgk™, k € N, by =

— > by ir &, i €N, yra seka n.v.p. a.d., turincéiy charakteristing funkcijg (40).

Tiesiniy procesy seka Sy(t) = A7t Z,Ei% X konverguoja pagal baigtiniamacius

skirstinius § tiesing trupmening Lévy judes;

Za,l/aJrl/va <_21_1/G/<’76 - 1)7 0; t)

su asimetrijos funkcija B(u) = B. Cia A, = nl/o‘ﬂ/e_”h%g(n) su funkcija hyq,

tenkinancia (44).
Irodyta teorema atsako j [4] straipsnyje iSkelta klausima:

5.4.2 iSvada (Disertacijoje 5.8 isvada). Tarkime, &; priklauso normaliai a-stabilaus
a.d. traukos sriciai. Duotoms v € (max(1l/a,1),1+1/a) ir A € (0,1/a — v+ 1)
retksméms galima taip parinkti koeficienty ci, k € N, tenkinanciy (1), Zenklus, kad

A, augty greiciu n’.

6 Darbo mokslinis naujumas ir aktualumas

Spektrine kovariacija buvo apibrézta 1976 metais. Nors Sis priklausomybés ma-
tas turi gery savybiy, jis nepritrauké mokslininky démesio. 2013 metais pasirodeé
straipsnis [3], kuriuo siekiama atgaivinti susidoméjimg spektrine kovariacija. Ga-
lima sakyti, kad pastarajame straipsnyje aprasoma moksliniy tyrimy programa,

kurios dalj buvo bandoma jgyvendinti rasant Sig disertacija.
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Pagrindiniai disertacijoje pristatyti rezultatai yra nauji, dalis jy buvo publikuota

moksliniuose straipsniuose. Dalis rezultaty buvo paviesinta puslapyje arXiv.org.

7 Darbo struktura ir apimtis

Disertacija sudaro 7 skyriai: jvadas, skyrius, skirtas supazindinti skaitytoja su teori-
ja, literaturos apzvalga, du skyriai su pagrindiniy rezultaty formuluotémis ir jrody-
mais, iSvados ir literaturos sarasas. Disertacija paraSyta angly kalba, darbo apimtis

yra 161 puslapis.

8 Pagrindinés publikacijos
Disertacijos rezultatai publikuojami 3 moksliniuose straipsniuose:

1. J. Damarackas, V. Paulauskas: Properties of spectral covariance for linear
processes with infinite variance, Lithuanian Mathematical Journal, 54 (2014)

252-276.

2. J. Damarackas, V. Paulauskas: On spectral covariance for random fields with

infinite variance, Journal of Multivariate Analysis, 153 (2017) 156-175.

3. J. Damarackas: A note on the normalizing sequences for sums of linear pro-
cesses in the case of negative memory, Accepted for publication in Lithuanian

Mathematical Journal.

9 Rezultaty sklaida

Disertacijoje gauti rezultatai buvo pristatyti Siose mokslinése konferencijose ir se-

minaruose:

1. J. Damarackas, Apie alfa-kovariacijq atsitiktiniams dydZiams ir procesams su
begaline dispersija, 55-0ji Lietuvos matematiky draugijos konferencija, 2014 m.

birzelio 26-27 d., Vilnius.
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2. J. Damarackas, Spektriné kovariacija tiesiniams laukams, 56-0ji Lietuvos ma-

tematiky draugijos konferencija, 2015 m. birzelio 16-17 d., Kaunas.

3. J. Damarackas, Apie spektrine kovariacijg atsitiktiniams dydziams ir proce-
sams su begaline dispersija / Dviejy sezony rizikos modelis, Lietuvos jaunyjy

matematiky susitikimas, 2016 m. sausio 2 d., Vilnius.

4. J. Damarackas, Spektriné kovariacija tiesiniams laukams su begaline disper-

sija, MII seminaras, 2016 m. vasario 24 d., Vilnius.

5. J. Damarackas, Spectral covariances and limit theorems for random variab-
les with infinite variance, X1 Torunskie Kolokwium Stochastyczne, 2017 m.

geguzeés 2526 d., Toruné, Lenkija.

6. J. Damarackas, Spektrinés kovariacijos ir ribinés teoremos tiesiniams proce-
sams ir laukams (disertacijos pristatymas), Matematinés analizés katedros

seminaras, 2017 m. birzelio 13 d., Vilnius.

10 ISvados

Disertacijoje padarytos tokios isvados:

 Nagrinéjant tiesinius procesus X, = >22,cjen—j, n € N, salyga ¥;¢; = 0
neturi jtakos asimptotiniam spektrinés kovariacijos nykimo greiciui, kai a <
2; tai paaiskinta po 5.1.2 teoremos formulavimo. Kai a < 2, sarysis tarp
spektrinés kovariacijos ir atminties [4, 6 apibrézimas| néra toks glaudus kaip

baigtinés dispersijos atveju.

o Nagrinéjant tiesinius procesus su asimptotiskai reguliariai kintanciais koefi-
cientais, tiesinj trupmeninj stabily triuksma bei log-trupmeninj stabily triuks-
ma, spektrinés kovariacijos asimptotinis elgesys panasus j kodiferencijos ir

kovariantiSkumo asimptotinj elges;j.
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» Disertacijoje jvestas naujas priklausomybés matas — a-spektriné kovariacija —
rodo paprastesne nagrinéty tiesiniy lauky asimptotine priklausomybés struk-

turg.

o Slenkanc¢io vidurkio procesuose didéjant atstumui tarp stebeéjimy spektriné

kovariacija ir a-spektriné kovariacija nyksta, zr. 5.1.4 iSvada.

 Straipsnyje [2] stacionariems asocijuotiems procesams jrodytos teoremos gali
buti apibendrintos stacionariems asocijuotiems laukams, 7zr. 5.2.1 teoremg ir

5.2.2 teorema.

e 5.2.1 teoremoje ir [2, 2.3 teorema] spektrine kovariacija pakeitus kodiferencija
galima gauti ekvivalenc¢ius teiginius. Vietoje spektrinés kovariacijos panau-
dojus a-spektrine kovariacijg arba kovariantiskumg galima gauti silpnesnius

teiginius.

 Straipsnyje [4] siulomas atminties stacionariems laukams apibrézimas ture-
ty buti pataisytas, nes bendru atveju jis negali buti pritaikytas tiesiniams

laukams su triukSmais, priklausanciais a-stabilaus a.d. traukos sriciai.

o Tarkime, X}, = 3292 ¢;€,—; yra tiesinis procesas su triuksmu &;, priklausanciu
normaliai a-stabilaus a.d. traukos sri¢iai. Duotomsy € (max(1/a,1),1+ 1/«)
ir A € (0,1/a — v+ 1) reikSméms galima taip parinkti koeficienty cg, k € N,
tenkinanciy

|Ck| =k keN, ir Z cr =0,
k=0

zenklus, kad n=* 0, X}, konverguoty j neissigimusj a.d.
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bakalauras (Cum laude).
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Atsitiktiniy procesy skyriaus specialistas.
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12 Summary

One of the main aims of this work is to develop theory of spectral covariances
and limit theorems for linear processes and fields. The results established in this
dissertation are as follows:

We derive some properties of spectral covariances, investigate asymptotics of
the spectral covariance for some infinite-variance linear processes and fields. Na-
mely, we investigate linear process X, = Y7, crén—r With asymptotically regu-
larly varying filter ¢, £ € N, and i.i.d. a-stable innovations &, k& € Z, we also
study the asymptotic dependence between one-step increments of linear fractional
stable motion and log-fractional stable motion. In addition, we investigate linear
field Xy, = 3720 202wy (1 + 1) (1 4 j) P&—iy—j, where §; > 1/, i = 1,2,
&ij» 1] € Z, are i.i.d. a-stable random variables, and coefficients w; ;) have li-
mits lim; e Wi j) = Wieoj), Moo Wi j) = W(ioo) and lim; ;00 wi; 5y = 1. Faced
with a complicated picture when investigating the asymptotic behaviour of spect-
ral covariance for this linear field, we introduce another measure of dependence
— a-spectral covariance — which we use to investigate the asymptotic dependen-
ce structure of d-dimensional linear field Xy = Y550 (Hle(l + 1) l) Ek—j, where
Br>1/a, l=1,...,d,and &, j € Z¢ are i.i.d. a-stable random variables.

The results obtained in [2], relating the asymptotic behaviour of dependence

measures to the limit theorems, are generalized to the linear fields.
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We answer a question, originally proposed in [4], concerning limit theorems in
the case of negative memory. Consider a partial sum process S, (t) = Z,EZJ) X} of
linear processes X,, = Y72, ¢;&,—; with independent identically distributed innova-
tions {&;} belonging to the normal domain of attraction of a-stable law, 0 < o < 2.
If |ex| = k77, k€N, v>max(1,1/a), and >32,cx = 0 (the case of negative me-
mory for the stationary sequence {X,}), it is known that the normalizing sequence
of S,,(1) can grow as n'/*=7*! or remain bounded, if the signs of the coefficients are
constant or alternate, respectively. It is of interest to know whether it is possible,
given A € (0,1/a —~ + 1), to change the signs of ¢; so that the rate of growth of
the normalizing sequence would be n*. The positive answer is given: we propose
a way of choosing the signs and investigate the finite-dimensional convergence of
appropriately normalized S,,(t) to linear fractional Lévy motion.

We also generalize (with an additional condition) Theorem 1 in [1] to the case
of d-dimensional linear fields. Namely, we investigate convergence in the sense of
finite-dimensional distributions of appropriately normalized partial sum processes

Sn(t) = Z Xk,
o<k<nt
when Xy = Yi>o0cik—i, & are independent copies of random variable £ belonging
to the domain of attraction of a-stable law, and coefficients ¢; can be expressed
as ¢ = [1%, a;,(y,1). Here sequences {a;(y,1)},1 = 1,...,d are asymptotically

regularly varying with index —~;, 7, > 1/a.
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