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Tyrimo objektas
Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis, o o, 0 < o < 1 yra fiksuotas parametras. Disertacijoje

yra nagrinéjamos klasikinés Rymano ir Hurvico dzeta funkeijos ((s) ir (s, ), kurios pusplokstuméje

o > 1 yra apibréziamos Dirichlé eilutémis

ir

Be to, abi Sios funkcijos yra analiziskai pratesiamos j visa kompleksine plokstuma, iSskyrus paprastaji

poliy taske s = 1 su reziduumu 1. IS apibrézimy matome, kad

(1) =¢(s)
1r ) |
(s 5) = (2" = D¢ M

Taigi, Hurvico dzeta funkcija ((s, ) yra Rymano dzeta funkcijos ((s) apibendrinimas. Funkcija ¢(s)

dar skiriasi nuo funkcijos {(s, ) tuo, kad srityje o > 1 ja galima uzraSyti Oilerio sandauga

-TI(-5)

pagal pirminius skai¢ius p. Funkcija (s, ) Oilerio sandauga turi tik dviems paramatero reik§meéms

a=1lira= % Rymano dzeta funkcijai galioja funkciné lygtis
_s S _1l-=s 1—5
w50 (2) ce) = 2r( 2)40@,

suriSanti kintamuosius s ir s—1, ¢a I'(s) yra Oilerio gama funkcija. Be kita ko, §i lygtis yra naudojama

funkcijos ((s) analiziniam pratesimui gauti.
Funkcijai {(s, «), kai 0 < 0, yra teisinga lygybé

C(s) = 22m)5-1T(1 — ) (Smﬁ; i cos(2mma) +oos ™S > sin(27rma)> 7

mlfs 2 mlfs
m=1

m=1
suriSsanti kintamuosius s ir 1 — s.
Funkcija ((s) su realiuoju kintamuoju s jau nagrin¢jo L. Oileris (Euler) 18 amZiaus viduryje, o
B. Rymanas (Riemann) 19 amZiaus antroje puséje laiké ((s) kompleksinio kintamojo funkcija ir ja
pritaiké pirminiy skaic¢iy pasiskirstymo tyrimui. Remdamiesi Rymano idéjomis, S. J. Pusenas (Vallée
Poussin) ir Z. S. Adamaras (Hadamard) nepriklausomai vienas nuo kito 1896 m. jrodé asimptotinj
pirminiy skai¢iy pasiskirstymo désnj

21:/: W o)), @ oo

p<z




Sio désnio jrodyme lemiama vaidmenj suvaidino funkcijos ¢(s) nuliy issidéstymas. Pasirodeé, jog (1)
sary$io jrodymui pakanka Zinoti, kad ((s) # 0 pusplokstuméje o > 1.

Nuliy pasiskirstymo problema lieka centrine funkcijos {(s) teorijoje iki iy dieny. Rymano hipotezé
tvirtina, kad visi netrivialieji funkcijos ¢(s) nuliai yra kritinéje tieséje o = %, tac¢iau 8i hipotezé néra
nei jrodyta, nei paneigta. Ji yra viena i$ 7 svarbiausiy tukstantmecio matematikos problemy. Kol kas
yra Zinoma tik, kad egzistuoja tokia absoliuti konstanta ¢ > 0, kad {(s) # 0 srityje

c

- log%(|t| +2) log% log(|t] + 2).

o>1

Funkcija ((s,«) 1887 m. apibrézé A. Hurvicas (Hurwitz). Ji neturi tiesioginio ry$io su pirminiais
skaiCiais, ta¢iau yra naudojama Dirichlé L funkcijoje, kurios yra pagrindinis analizinis pirminiy skaic¢iy
aritmetinése progresijose tyrimo jrankis.

Funkcijos ((s, ) nuliy issidéstymas priklauso nuo parametro « aritmetinés prigimties ir skiriasi nuo
funkcijos ((s) nuliy pasiskirstymo. Pvz., gerai Zinoma, kad ((s) # 0 pusplok$tuméje o > 1, tuo tarpu,
funkcija ((s, ) 8ioje pusplokstuméje turi be galo daug nuliy. Be to, funkcija ((s, «) su racionaliuoju
arba transcendenciuoju (néra jokio polinomo su racionaliaisiais koeficientais $aknis) parametru « turi
be galo daug nuliy juostoje 3 < o < 1.

Neziurint minéty skirtumy, funkcijos ((s) ir {(s,«) su transcendenc¢iuoju arba racionaliuoju «
turi viena bendra bruoZa: jos abi yra universalios Voronino prasme, t.y. jy postumiai ((s + i7) ir

C(s +it,a), T € R, aproksimuoja placias analiziniy funkcijy klases.

Darbo tikslai ir uzdaviniai

Darbo tikslas yra modifikuotosios universalumo teoremos Rymano ir Hurvico dzeta funkcijoms bei
modifikuotosios jungtinés universalumo teoremos 8iy funkcijy porai. Siose teoremose postumiy, aproksi-
muojanc¢iy duotas analizines funkcijas, apatinis tankis yra pakei¢iamas tiesiog tankiu.

Uzdaviniai yra Sie:

1. Modifikuota universalumo teorema Rymano dzeta funkcijai ir jos iSvados sudétiniy funkcijy

universalumui.

2. Modifikuota diskre¢ioji universalumo teorema Rymano dzeta funkcijai ir jos i§vados sudétiniy

funkcijy universalumui.

3. Modifikuota universalumo teorema Hurvico dzeta funkcijai ir jos iSvados sudétiniy funkcijy uni-

versalumui.

4. Modifikuota diskre¢ioji universalumo teorema Hurvico dzeta funkcijai ir jos iSvados sudétiniy

funkcijy universalumui.

5. Modifikuota MiSu teoremos versija.



6. Modifikuota MiSu teoremos diskrecioji versija.

Aktualumas

Mes jau minéjome, kad funkcijy ¢(s) ir {(s, a) reik8miy pasiskirstymo tyrimas yra vienas i8 svarbiausiy
Siuolaikinés analizinés skai¢iy teorijos uzdaviniy. Universalumas yra ne tik jdomi Siy funkcijy savybé,
bet ir turi visa aibe teoriniy ir praktiniy pritaikymy. Vienas i§ teoriniy universalumo pritaikymy yra
susijes su garsiomis Hilberto problemomis. Savo 18-osios problemos aprasyme, Hilbertas paminéjo,

kad funkcija ((s) negali tenkinti jokios algebrinés-diferencialinés lygties, ir analogiska problema iskélé

funkcijai
(o) xm
C(s,2) = mZ:l e

Pastaraja problema sékmingai ipsrendé Ostrovskis [15]. Ta¢iau Voroninas, remdamasis funkcijos ¢(s)
universalumu, jrodé Zymiai daugiau: jis gavo funkcijos ((s) funkcinj nepriklausomuma. Tai reiskia,
kad jei polinomas, kurio koeficientai yra tolydZiosios funkcijos ((s) ir jos iSvestiniy funkcijos, yra
tapatingai lygus nuliui, tai tuomet to polinomo koeficientai taip pat yra tapatingi nuliui. Pasirodé,
kad universalumas gali buti naudojamas ir kity dzeta funkcijy funkcinio nepriklausomumo jrodymui.

Vienas i§ svarbiausiy dzeta funkcijy teorijos uzdaviniy yra juy nuliy pasiskirstymo problema. Uni-
versalumo savybé taip pat yra taikoma Sios jdomios ir sudétingos problemos tyrime, leidzia gauti
nuliy skai¢iaus jvairiose srityse jverc¢ius. Pagaliau, Rymano hipotezé yra teisinga tada ir tik tada, kad
postumiai (s + i7) aproksimuoja pacia funkcija ((s).

Universalumas yra taikomas jvairiy aibiy tir§tumo tyrimui.

Aisku, jog praktiniai universalumo taikymai yra susije su analiziniy funkcijy aproksimavimu.
Keleta taikymy pasiulé netgi fizikai [2], [5].

Minétos pastabos rodo, kad néra keista, jog skaiiy teorijos specialistai ple¢ia funkcijy univer-
salumo tyrimus. Universalumo tyrimo grupés dirba Japonijoje (K. Matsumotas (Matsumoto), H.
Misu (Misou), T. Nakamura, H. Nagosis (Nahoshi)), Vokietijoje (J. Staudingas (Steuding), T. Chris-
tas (Christ), H. Baueris (Bauer), A. Reichas (Reich), K. Grosé-Erdmanas (Grosse-Erdmann)), Lenki-
joje (J. Kac¢orovskis (Kaczorowski), L. Pankovskis (Parikowski), M. Kulas ...)... Dzeta funkcijy uni-
versalumas yra nagrinéjamas ir Prancuzijoje, Indijoje, Piety Koréjoje, Kanadoje. Taciau giliausias
tradicijas universalumas turi Lietuvoje ( A. Dubickas, R. Garunkstis, V. Garbaliauskiené, R. Kacin-
skaité, E. Karikovas, A. Laurinc¢ikas, R. Macaitiené, D. Siaucitinas, ...). Todél yra svarbu testi viena i3
populiariausiy ir rezultatyviausiy analizinés skai¢iy teorijos krypé¢iy Lietuvoje, i8plésti universalumo

tyrimus tikslinant universalumo nelygybe.



Metodai

Modifikuoty universalumo teoremy jrodymui yra taikomi tikimybiniai metodai. Visy pirma, yra
gaunamos ribinés teoremos apie tikimybiniy maty analiziniy funkcijy erdvéje silpnajj konvergavima,
paskui silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalentas tolydumo aibés terminais yra taikomas.
Be to, Mergeliano teorema apie analiziniy funkcijy aproksimavima polinomais atlieka svarby vaidmenj
universalumo jrodyme. Sudétiniy funkcijy universalumo jrodymas naudoja operatoriy teorijos elemen-

tus.

Naujumas

Disertacijos ra§ymo metu profesorius R. Garunkstis informavo, kad J.-L. Mokleras (Mauclaire) gavo
kai kuriuos rezultatus apie modifikuota universalumo nelygybe. I3 tikryjy, modifikuota universalumo
teorema Rymano dzeta funkcijai, panasij 1.1 teorema, skirtingu metodu buvo gauta viename Moklero

darbe. Visos kitos disertacijoje jrodytos teoremos yra visiskai naujos.

Problemos istorija ir rezultatai

Dzeta ir L funkcijy universalumo tematikos pradzia yra laikomas 1975 m. S. M. Voronino paskelbtas
straipsnis [17], kuriame jis atrado Rymano dzeta funkcijos universaluma. Siame darbe jis taip pat
paminéjo, jog ir visos Dirichlé L funkcijos turi universalumo savybe. Formuluojame pradine Voronino

teoremos versija.

A teorema. Tarkime, kad 0 <r < 5. Tegul f(s) yra tolydi, nevirstanti nuliumi skritulyje |s| < r ir
analiziné skritulyje |s| < r funkcija. Tada su kiekvienu € > 0 egzistuoja toks realusis skaicius T = 7(g),
kad

IT\?: C(s+ Z +i1) — f(s)| <e.

A teorema rodo, kad plati analiziniy funkcijy klasé deSiniosios kritinés juostos puseés skrituliuose
gali buti norimu tikslumu aproksimuojama Rymano dzeta funkcija. Tokia yra Voronino universalumo
prasmé. Pastebime, kad funkcija ((s) buvo pirmasis universalus analizés objektas, duotas iSreikstiniu
pavidalu. Tki 1975 m. buvo Zinomas tik jvairiy universaliy objekty egzistavimas.

A teorema ir jos taikymai bei plétiniai sudaro Voronino disertacija, kuri yra paskelbta [18] knygoje
ir yra vienas i§ [6] monografijos skyriy.

Voronino [17] straipsnj greitai pastebéjo skai¢iy teorijos specialistai, jvairus autoriai iStobulino
Voronino universalumo teoremg ir iSplété ja kitoms dzeta ir L funkcijoms. Siuolaikinés Voronino
teoremos versijos formulavimui reikalingi kai kurie zZymenys. Tegul K yra juostos D = {s € C : % <

o < 1} kompaktiniy aibiy su jungiaisiais papildiniais klasé, o Hy(K), K € K, yra funkcijy, tolydziy ir



nevirstan¢iy nuliumi aibéje K bei analiziniy aibés K viduje, klasé. Simboliu meas A Zymime macios

aibés A C R Lebego mata. Tuomet Siuolaikiné A teoremos versija turi tokj pavidala.

B teorema. Tegul K € K ir f(s) € Ho(K). Tuomet su visais € > 0

1
lim inf —meas{T €[0;T] : sup |{(s +iT) — f(s)| < 5} > 0.
T—o0 T sceK

Taigi, B teoremoje, skirtingai nuo A teoremos, analizinés funkcijos postumiais {(s + i7) yra
aproksimuojamos ne tik juostos D skrituliuose, bet ir placioje kompaktiniy aibiy klaséje IC. Be to,
turime ne viena, o be galo daug postumiy, aproksimuojanciy duota analizine funkcija. B teoremos
nelygybé rodo, kad postumiy ((s + i7) su aproksimavimo savybe aibé turi teigiama apatinj tankj.

Is B teoremos i$plaukia naturalus klausimas, ar postumiy ((s + i7) aibé, aproksimuojanéiy duota
klasés Hy(K) funkcija f(s), gali turéti teigiama tankj? Kitaip tariant, ar galima B teoremoje ,liminf”
pakeisti i ,Jim”. Pasirodo, jog atsakymas j klausima i§ esmés yra teigiamas, taciau reikia apsiriboti ne

visais € > 0. Pirmoji disertacijos 1 skyriaus teorema atsako j §j klausima.

1.1 teorema. Tegul K € K ir f(s) € Ho(K). Tuomet riba

lim %meas{T € [0;T) : sup |¢(s +i1) — f(s)| < 5} >0

T—o0 seK

egzistuoja su visais € > 0, i$skyrus daugiausia skaicig jy aibe.

1.1 teorema gali buti apibendrinta placiai sudétiniy funkeijy F({(s)) klasei. Tegul G yra sritis
kompleksinéje plokstumoje, o H(G) yra analiziniy srityje G funkcijy erdvé su tolygaus konvergavimo
kompaktinése aibése topologija. Sioje topologijoje g, (s) € H(G), kai n — oo, konverguoja j g(s) €
H(G) tada ir tik tada, kai su kiekviena kompaktine aibe K C G

lim sup |g,(s) — g(s)| = 0.

n—oo seK

Sudétiniy funkeijy universalumas buvo pradétas nagrinéti [8] darbe ir pratestas [9] straipsnyje. Tegul

H(K), K € K, yra tolydziy funkcijy aibé¢je K ir analiziniy aibés K viduje, klasé, ir
S={g€ H(D):g(s) #0 arba g(s) =0}.
Tada [8] darbe buvo gautas toks tvirtinimas.

C teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydus atvaizdis, kad su kiekviena atvirgja
aibe G C H(D) aibé (F71G) N S yra netuséia. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su kickvienu
e>0

lim inf %meas{T € [0;T] : sup |[F(((s + 7)) — f(s)] < 5} > 0.

T—o0 seK

Cia, kaip jprasta, F~1G yra aibés G pirmavaizdis. Pastebime, kad C teoremoje aibé G gali buti

pakeista polinomu. Disertacijos 1 skyriuje gautas C teoremos analogas.



1.2 teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydus atvaizdis, kad su kiekviena atvirgja
aibe G C H(D) aibé (F1G)N S yra netuscia. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet riba

lim %meas{T €[0;T] : sup [F(¢(s +iT)) — f(s)] < E} >0

T—o0 seK

egzistuoja su visais € > 0, i§skyrus daugiausia skaicig jy aibe.
Yra paprasciau vietoje atvirosios aibés imti polinomg.

1.3 teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydus atvaizdis, kad su kiekvienu polinomu
p = p(s) aibé (F~{p}) NS yra netuicia. Tequl K € K ir f(s) € H(K). Tuomet yra teisingas 1.2

teoremos tvirtinimas.

Dabar, tegul aq,...a, yra skirtingi kompleksiniai skai¢iai, o F' : H(D) — H(D) yra operatorius.

Apibréziame aibe
Hal,-~~7ar§F(D) = {g € H(D) : g(S) 7& ajvj = 17 "'7T} U {F(O)}
Kita 1 skyriaus teorema yra skirta aibés Hy, .. 4,7 (D) analiziniy funkecijy aproksimavimui.

1.4 teorema. Tegul F': H(D) — H(D) yra toks tolydus atvaizdis, kad F(S) D Hg, ... a.r(D). Kai

r=1, tegul K € K ir f(s) yra tolydi funkcija f(s) # a1 aibéje K, bei analiziné aibés K viduje. Kai
r > 2, tegul K C D yra bet kokia kompaktiné aibé ir f(s) € Hq, .. q4..r(D). Tuomet yra teisingas 1.2

teoremos tvirtinimas.

Pavyzdziui, jei r = 1 ir a; = 0, tuomet i§ 1.4 teoremos iSplaukia funkcijos ¢™(s), n € IN, univer-
salumas. Jei r = 2, a; = —1, ag = 1, tai gauname funkcijy sin ((s), cos((s), sinh {(s) ir cosh(s)
universaluma.

B, Cir 1.1-1.4 teoremos yra tolydaus tipo, nes 7 postumiuose (s + i7) gali jgyti bet kurig re-
alia reikSme. Yra zinomos ir diskreciosios universalumo teoremos, kai 7 jgyja reikSmes i§ kurios nors
diskrecios aibés, tarkime, i§ aritmetinés progresijos {kh : k = 0,1,...} su h > 0. Diskreciasias univer-
salumo teoremas dzeta funkcijoms pasiulé Reichas. Jis jrodé [16] diskre¢iaja universalumo teorema
Dedekindo dzeta funkeijai. Diskreciaja B teoremos versija gavo [1] B. Bag¢is (Bagchi), tiesa, Siek tiek
kitokiai, negu /C, aibiy klasei. Simboliu #A Zymime aibés A elementy skaiciy.

D teorema. Tarkime, kad K € K ir f(s) € Ho(K), o h > 0 yra bet koks fiksuotas skaicius. Tuomet

su visars € > 0

1
im i <k< : ) — .
l%ng+l#{O_k_N Ssgg|<(s+zkh) f(5)|<5}>0

Pastebime, kad D teoremos jrodymas yra sudétingesnis negu B teoremos. Yra nagrinéjami du
skaiciaus h atvejai. Atvejis, kai exp { £~ } yra iracionalusis skai¢ius su visais r € Z\{0}, yra analogiskas
B teoremai. Taciau atvejis, kai exp {2%} su kuriuo nors r # 0 yra racionalusis skaiius, reikalingi
papildomi algebriniai samprotavimai.

Disertacijoje gauta tokia D teoremos modifikacija.

10



1.5 teorema. Tarkime, kad K € K ir f(s) € Ho(K), o h > 0 yra bet koks fiksuotas skaicius. Tuomet

riba

1
i <k< : ) —
J\}EgoN+1#{0_k_N SEE|C(S+lkh) f(s)|<5}>0

egzistuoja su visais € > 0, i§skyrus daugiausia skaicig jy aibe.

Diskreciosios universalumo teoremos sudétinéms funkcijoms F'(¢(s)) buvo nagrinéjamos J. Ragytes
disertacijoje, ta¢iau tik tuo atveju, kai exp{Qf—lr} yra racionalusis skaiCius su visais r € Z \ {0}.

Disertacijos 1 skyriuje gautos 4 diskreciyjy teoremy sudétinéms funkcijoms F'({(s)) modifikacijos.

1.6 teorema. Tarkime, kad F' : H(D) — H(D) yra toks tolydus atvaizdis, kad su kiekviena atvirgja
aibe G C H(D) aibé (F71G)N S yra netuicia. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet riba
. 1 )
A}gnoo m#{O <k<N: EEE |F(¢(s +ikh)) — f(s)| < 6} >0
egzistuoja su visais € > 0, i$skyrus daugiausia skaicig jy aibe.

Kita teorema yra 1.3 teoremos diskretusis analogas.

1.7 teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydus atvaizdis, kad su kiekvienu polinomu
p = p(s) aibé (F~{p}) NS yra netuicia. Tequl K € K ir f(s) € H(K). Tuomet yra teisingas 1.6

teoremos tvirtinimas.
Gerai zinoma, kad polinomo nevirtimas nuliu apréztoje srityje gali buti kontroliuojamas jo laisvuoju
nariu. Si pastaba duoda idéja vietoje juostos D nagrinéti aprézta stac¢iakampj
DV:{seC:%<o<1,|t\<V}
su bet kuriuo fiksuotu V' > 0 . Tegul
Sy = {g € H(Dy) : g *(s) € H(Dy) arba g(s) = O}.
Tuomet turime tokj 1.7 teoremos analoga.

1.8 teorema. Tarkime, kad K € K, f(s) € H(K), V > 0 yra toks, kad K C Dy. Tegul F :
H(Dy) — H(Dy) yra toks tolydus operatorius, kad su kievienu polinomu p = p(s) aibé (F~1{p})N S

yra netuscia. Tuomet yra teisingas 1.6 teoremos tvirtinimas.

Pavyzdziui, 1.8 teoremoje galime imti
Flg)=c1g + ...+ g™, ge H(Dy), c1,...,cr € C\{0},

o g, kaip jprasta, yra funkcijos g j-toji iSvestiné.

Dar formuluojame 1.4 teoremos diskretyji analoga. Naudojame 1.4 teoremos Zymenis.

1.9 teorema. Tarkime, kad F' : H(D) — H(D) yra toks tolydus operatorius, kad F(S) D Hq,,....a,.7(D).
Jeir =1, tegul K € K, f(s) € H(K) ir f(s) # a1 aibéje K, ir yra analiziné jos viduje. Kair > 2,

tegul K C D yra bet kuri kompaktiska aibé, o f(s) € Hq, ... a7 (D). Tuomet yra teisingas 1.6 teoremos

.....

tvirtinimas.
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Tinka tokie pat, kaip ir 1.4 teoremoje, operatoriy pavyzdZiai.

Po Voronino straipsnio [17] dzeta ir L funkcijy universalumo tyrimai plétési. Pasirodé, jog dauguma
klasikiniy dzeta ir L funkcijy yra universalios Voronino prasme. Paminésime kelias universaliy funkcijy
klases.

Tegul
a b
SL(2,7Z) = ca,b,e,d €7, ad—bc=1
c d
yra pilnoji moduliné grupé. Tarkime, kad funkcija F(z) yra analiziné virSutinéje pusplokStuméje
Sz > 0, su visais

a

c d

€ SL(2,7)

ir kuriuo nors lyginiu x tenkina funkcine lygti

F (Zjiz) = (cz+ d)FF(2)

ir begalybéje turi Furjé skleidinj

o0

F(z)= Z c(m)e*™m=,

m=1
Tuomet F(z) yra vadinama svorio x paraboline forma pilnosios modulinés grupés atzvilgiu. Su forma

r+1

F(z) yra susiejama dzeta funkcija ((s, F'), kuri pusplokstuméje o > “F= yra apibréziama Dirichlé

eilute

o)=Y

ir yra analiziSkai pratesiama j visa kompleksine plokstuma. Dar papildomai reikalaujame, kad forma

F buty visy Hekés (Hecke) operatoriy

1
LoF(z)=m™" 3 o 3 F(“Z;b>, m e N,

a,d>0; ad=m b(mod d)

tikrine funkecija. Tada funkcija F galime normuoti, t.y., galime tvirtinti, kad ¢(1) = 1. Siuo atveju

r+1
2

n-(-22) " (-22)"

P

dzeta funkcija (s, F') pusplok§tuméje o > turi Qilerio sandauga pagal pirminius skai¢ius

¢a a(p) ir B(p) yra jungtiniai kompleksiniai skai¢iai, tenkinantys lygybe a(p) + S8(p) = c(p).

Funkcijos ((s, F)) universalumas buvo jrodytas [13] darbe. Siuo atveju, vietoje juostos D yra
nagrinéjama juosta Dp = {s eC:5<o< “7“} Klase K zymime Kpg, o funkcijy klase Hy(K)
zymime Hop(K). Turime tokia teorema [13].

E teorema. Tarkime, kad K € Kp, o f(s) € Hyp(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf —meas{T € [0;T] : sup |[C(s+iT, F) — f(s)| < 5} > 0.
T—o0 T seK
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Universalumas buvo nagrinéjamas ir garsiosios Selbergo klasés L funkcijoms. Primename Selbergo

klasés S apibrézima. Siq klase sudaro L funkcijos, apibréziamos Dirichlé eilutémis

ir tenkinancios aksiomas:
1. RamanudZano hipotezé: a(m) < m® su kiekvienu € > 0;
2. Analizinis pratesimas: egzistuoja toks k € Ny, su kuriuo funkcija (s —1)¥L(s) yra baigtinés eilés
sveikoji funkcija, t.y., (s — 1)¥£(s) = O(|s|*) su kuriuo nors A > 0, kai |s| — oo;
3. Funkciné lygtis: funkcija £ tenkina funkcine lygti
Ag(s) =whe(1-75),
Cia

f
Ar(s) = L(s)Q° H T(\js + p5),

I'(s) yra Oilerio gama funkcija, @) ir A; yra teigiami realieji skai¢iai, o p; ir w yra kompleksiniai

skai¢iai, Rp; > 0, jw| = 1;
4. Oilerio sandauga: funkcija £(s) gali buti uzrasyta sandauga pagal pirminius skai¢ius

L(s) =[] £o(5),

Cia
b(p*)
1 pQS

M8

log £,(s) =

Q
Il

su koeficientais b (p®), tenkinanéiais jvertj b (p®) < p®? su 6 < %

Klasé S yra gana svarbi analizinéje skai¢iy teorijoje. Egzistuoja hipotezé, kad visos klasikinés dzeta ir
L funkcijos yra tos klasés elementai. Pavyzdziui, klasei S priklauso Rymano dzeta funkcija, Dirichlé
L funkcijos, skai¢iy kuny Dedekindo dzeta funkcijos, tikriniy Hekés formy dzeta funkcijos ir kt.

J. Staudingas nagrinéjo [16] klasés S poklasio su polinomine Oilerio sandauga L funkcijy uni-
versaluma. Darbe [15] 8io reikalavimo buvo atsisakyta. Universalumo teoremos formulavimui yra

reikalinga funkcijos £ € S laipsnio d savoka

Be to, tegul

Siuo atveju, universalumo juosta turi pavidalag

Dp={seC:opr<0<1}.
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Klase K Zymime K, o klase Ho(K) zZymime Hor(K), K € K. Tegul, kaip jprasta,
m(z) = 1.
p<z

Tuomet turime tokj tvirtinima [15].

F teorema. Tarkime, kad klasés S funkcijai L(s) galioja lygybé
1
lim —— " |a(p)* = &,
T—00 7r(x) ot
dia Kk yra teigiama konstanta, priklausanti nuo L. Tegul K € Kp ir f(s) € Hoe(K). Tuomet su
kiekvienu € > 0

1
lim inf T meas {T € [0;T] : sup |[L(s +1iT) — f(s)| < 5} > 0.

T—00 seK

Sie pavyzdziai rodo dzeta funkcijy universalumo tyrimy platuma.

Tiek paraboliniy formy dzeta funkcijos, tiek Selbergo klasés funkcijos turi Oilerio sandaugas pa-
gal pirminius skai¢ius. Todél universalumo teoremose yra aproksimuojamos funkcijos, nevirstanc¢ios
nuliumi aibéje K. Hurvico dzeta funkcijos ((s,«), 0 < a < 1, sudaro paprasciausia klase universaliy
funkcijy be Oilerio sandaugos.

Disertacijos 2 skyrius yra skirtas Hurvico dzeta funkcijy modifikuotoms universalumo teoremoms.
Yra gerai zinoma, kad funkcija ((s,«) kai kurioms parametro a klaséms yra universali Voronino

prasme. Zinoma tokia teorema.

G teorema. Tarkime, kad parametras o yra transcendentusis arba racionalusis skaicius # 1, % Tegul

K e Kir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf —meas{T € [0;T] : sup |[¢(s + i, a) — f(s)] < 5} > 0.
T—oo T seK

Siek tiek kitokios formos G teorema buvo Zinoma jau Voroninui bei Gonekui ir Bag¢iui. Pastebime,
kad algebrinio iracionalaus parametro « atvejis iki Siol yra atvira problema. G teoremoje atvejai
o =1ir a = { yra nenagrinéjami, kadangi galioja lygybés ((s, 1) = ((s) ir (1). Siais atvejais funkcija
¢(s, @) islieka universali, taciau aproksimuojama funkcija f(s) turi neturéti nuliy aibéje K. Jungtiné

universalumo teorema [7] su 7 = 1 duoda tokj rezultata.

H teorema. Tarkime, kad aibé L(a)) = {log(m + «) :m € No} yra tiesiskai nepriklausoma virs
racionaliyjy skaiciy kuno Q. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet yra teisingas G teoremos

tvirtinimas.

Kaselso (Cassels) teorema [4] tvirtina, kad, jei 0 < o < 1 yra algebrinis iracionalusis skai¢ius, tada
bent 51 procentas aibés L(«) elementy tankio prasme yra tiesiSskai nepriklausomi virs Q Todél gali
buti, kad aibé L(«) yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ @ su algebriniu iracionaliuoju «, o funkcija {(s, «)
yra universali H teoremos prasme. Deja, tokie o pavyzdziai néra zinomi.

G ir H yra tolydziosios universalumo teoremos. Panasiai funkcijos ((s) atvejui, yra nagrinéjamos

ir funkcijos (s, «) diskreciosios universalumo teoremos. Paminésime pora i3 juy.
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I teorema. Tarkime, kad parametras « yra trenscendentusis arba racionalusis skaicius # 1,5, K € K

’ 2 ’
ir f(s) € H(K). Kai « yra racionalus, tuomet tequl h > 0 yra bet koks fiksuotas skaicius, o kai o yra
transcendentus, tequl h > 0 yra toks, kad exp {27”} buty racionalusis skaicius. Tuomet su kiekvienu

e>0

lim inf #{ngSN:sup |§(s+ikh,a)—f(s)<€}>0.
N—o00 seK

+1
Kai « yra racionalus, I teorema buvo gauta [1] darbe. Transcendentaus « atvejis iSplaukia i§ teore-
mos, jrodytos [12] periodinei Hurvico dzeta funkcijai {(s, «, a), kuri pusplok$tuméje o > 1 apibréziama

Dirichlé eilute

oo
saa g
m—i—a

m=0
¢ia a = {a,, : m € Ny} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka, ir yra meromorfiskai pratesiama j
visg kompleksine plokstuma.

Viename A. Laurinciko straipsnyje pateikta tokia I teoremos versija.

J teorema. Tarkime, kad aibé L(c, h,m) = {(log(m + a) : m € Ny), T} yra tiesiskai nepriklausoma

vir§ Q. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet yra teisingas I teoremos tvirtinimas.

Disertacijos 2 skyriuje yra jrodytos kelios modifikuotos universalumo teoremos Hurvico dzeta

funkcijai.

2.1 teorema. Tarkime, kad parametras a yra transcendentusis arba racionalusis skaicius # 1, %

Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet riba

o1 .
Th_r}r;O Tmeas{T €0;T]: SSE|C(S+ZT7 a)— f(9)] < s} >0

egzistuoja su visais € > 0, iSskyrus daugiausia skaicig jy aibe.
Kitoje teoremoje naudojama aibé L(«).

2.2 teorema. Tarkime, kad aibé L(«) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tegul K € K ir f(s) €

H(K). Tuomet yra teisingas 2.1 teoremos tvirtinimas.
Kitos 2 skyriuje gautos modifikuotos universalumo teoremos yra diskretaus tipo.

2.3 teorema. Tarkime, kad parametras o yra trenscendentusis arba racionalusis skaicius # 1,1 55

K e K ir f(s) € HK). Kai o yra racionalus, tuomet tegul h > 0 yra bet koks fiksuotas skaicius, o

kai o yra transcendentus, tequl h > 0 yra toks, kad exp{ } buty racionalusis skaicius. Tuomet riba

lim —# {o <k <N :sup [¢(s+ikh,a) = f(5)| < 6} >0
N—oo N + seK

egzistuoja su visais € > 0, iSskyrus daugiausia skaicig jy aibe.

Dar vienoje $io skyriaus teoremoje yra panaudota aibé L(«, h, 7).

15



2.4 teorema. Tarkime, kad aibé L(a,h, ) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tegul K € K ir

f(s) € H(K). Tuomet yra teisingas 2.3 teoremos tvirtinimas.

Disertacijos 3 skyrius tam tikra prasme apjungia 1 ir 2 skyriy rezultatus. Jame gaunamos jungtinés
modifikuotos universalumo teoremos Rymano ir Hurvico dzeta funkcijoms. Tokio tipo universalumo
teoremos yra daznai vadinamos misriomis universalumo teoremomis, nes Rymano dzeta funkcija turi
Oilerio sandauga pagal pirminius skai¢ius, o Hurvico dzeta funkcija tokios sandaugos neturi.

Pirmaja miSriaja jungtine universalumo teorema gavo Misu [14], ji dabar vadinama MiSu teorema.

Jis jrodé tokia teorema funkcijoms ((s) ir (s, «) su transcendenciuoju .

K teorema. Tarkime, kad o yra transcentendusis skaicius, K1, Ko € K ir f1(s) € Ho(K1), fa(s) €
H(K3). Tuomet su kiekvienu & > 0
lim inf lmeas{T € [0;T]: sup [((s+i1) — fi(s)| < e, sup |((s +iT, ) — fa(s)| < 5} > 0.
T—oo T s€Ky s€Ks
R. Kaéinskaité ir A. Laurinc¢ikas apibendrino K teorema periodinei ir periodinei Hurvico dzeta
funkcijoms. Tegul a = {a,, : m € N} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka. Primename, kad

periodiné dzeta funkcija ((s, a) pusplok$tumeéje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

((s.a) =Y =
Zm

ir yra meromorfiskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma.

Disertacijoje yra gauta iSplésta modifikuota K teoremos versija. Tegul
L(o,P) = {(log(m + a) : m € Ny), logp: p € P)}.

3.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(a,P) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tegul K1,Ks € K ir
fi(s) € Ho(K1), fa(s) € H(K3). Tuomet riba
1
lim —meas{T €[0;T] : sup |((s+i1) — f1(s)| < ¢, sup |{(s + i1, ) — fa(s)| < 6} >0
T—oo T seKy s€Ko

egzistuoja su visais € > 0, iSskyrus daugiausia skaicig jy aibe.

Nesunku matyti, kad aibé L(c, IP) su transcendenciuoju « yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Todél
3.1 teorema iSplecia K teoremos salygas.
[10] straipsnyje gautos universalumo teoremos sudétinei funkcijai F(((s),((s,)) kai kuriems op-

eratoriams F : H?(D) — H (D). PavyzdZiui, tame straipsnyje buvo gautas toks tvirtinimas.

L teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, o F : H?(D) — H(D) yra toks tolydus
operatorius, kad su kiekviena atvirgja aibe G C H(D) aibé (F~1G)N (S x H(D)) yra netus¢ia. Tegul
K e Kir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

lim inf %meas{T € [0;T] : sup |[F(((s +47),((s +iT, ) — f(s)] < 5} > 0.

T—o0 seK
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A. Laurinc¢ikas gavo dar bendresnius rezultatus. Jis jrodé universalumo teoremas rinkiniy, sudaryty

i§ periodiniy ir periodiniy Hurvico dzeta funkcijy, sudétinéms funkcijoms.

3.2 teorema. Tarkime, kad aibé L(a,P) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F : H*(D) — H(D)
yra toks tolydus operatorius, kad su kiekviena atvirgja aibe G C H(D) aibé (F~'G)N (S x H(D)) yra
netuscia. Tegul K € K ir f(s) € H(D). Tuomet riba

lim %meas{T € [0;T] : sup |[F(¢(s +ir),((s +im, ) — f(s)] < 5} >0

T—o00 seK

egzistuoja su visais € > 0, i$skyrus daugiausia skaicig jy aibe.
Dabar tegul Dy ir Sy yra tos pacios aibés, kaip ir 1.8 teoremoje. Be to, tegul
H?*(Dy,D) = H(Dy) x H(D).
Tuomet yra teisinga tokia teorema.

3.3 teorema. Tarkime, kad aibé L(a,P) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, K ir f(s) yra tokios
pat kaip ir 3.2 teoremoje, o V > 0 yra toks, kad K C Dv. Tegqul F : H?*(Dy,D) — H(Dy) yra toks
tolydusis operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aibé (F~Y{p})N (S x H(Dvy)) yra netuicia.

Tuomet yra teisingas 3.2 teoremos tvirtinimas.

Pavyzdziui, i8 3.3 teoremos iSplaukia funkcijy

c1€(8) + c2l(s, ) ir e1¢(s) + c2('(s,) su e1,c9 € C\ {0}

universalumas.
Disertacijos 3 skyriuje yra nagrinéjamas ir 1.9 teoremos analogas. Tegul ay,...,a, yra bet kokie

skirtingi kompleksiniai skaiciai ir
Ha,....a,(D) = {g € H(D) : (g(s) —a;)"" € H(D), j =1,...,r}.
Turime tokia teorema.

3.4 teorema. Tarkime, kad aibé L(a,P) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F : H*(D) — H(D)
yra toks tolydus operatorius, kad F(S x H(D)) D Hy,,....a, (D). Kair =1, teqgul K € K, f(s) € H(K)
ir f(s) # a1 aibéje K. Kair > 2, teqgul K C D yra bet kuri kompaktiné aibé, o f(s) € Ho,, . a4, (D).

Tuomet yra teisingas 3.2 teoremos tvirtinimas.

Atvejis 7 = 1 su a; = 0 parodo, kad funkcija F(g1(s), ga(s)) = e9()+92(5) yra universali 3.4
teoremos prasme. Jei r = 2 ir a; = 1, as = —1, tai, pavyzdziui, su funkcijomis F(g1(s),g2(s)) =
cos(g1(s) + g2(s)) ir f(s) € H1,—1(D) 3.2 teoremos riba egzistuoja su visais € > 0, i¥skyrus daugiausia
skaicia jy aibe.

Paskutiné 3 skyriaus tolydaus tipo teorema yra toks tvirtinimas.
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3.5 teorema. Tarkime, kad aibé L(c,P) yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q, F : H*(D) — H(D)
yra tolydus operatorius, K C D yra kompaktiné aibé, o f(s) € F(S x H(D)). Tuomet yra teisingas

3.2 teoremos tvirtinimas.

Kitos 3 skyriaus teoremos yra diskreciyju MiSu teoremos versijy modifikacijos. Tegul h > 0 ir

L(P,a, h,7) = {(logp:p e P), (log(m + a) : m € Ny), %}

Tuomet E. Buivydas su A. Laurinc¢iku jrodé [3] tokia K teoremos diskreciaja versija.

M teorema. Tarkime, kad aibé L(P,«, h,7) yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q. Tegul K1, Ko € K
ir f1(s) € Ho(K1), fa(s) € H(K2). Tuomet su kiekvienu € > 0

lgninf ! 1#{0 <k <N :sup [((s+ikh) — f1(s)| <e, sup [((s+ ikh,a) — fa(s)] <E} > 0.
— o0

seK; s€Ko
Be to, jie apibendrino M teorema skirtingoms aritmetinéms progresijoms funkeijy ¢(s) ir {(s, )

postumiams. Tegul hy > 0, ho > 0 ir
L(P,a, hy,ho,m) = {(h1logp: p € P), (halog(m + «) : m € Ny), 7} .

N teorema. Tarkime, kad aibé L(P,«, hy, ha, ) yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q. Tegul K1, Ko €

K ir fi(s) € Ho(Ky), fa(s) € H(Ks). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf # {0 <k <N :sup |((s+ikhi) — fi(s)| < e, sup |((s + ikha, &) — f2(s)| < 5} > 0.
N—roo 1 s€EK, sEK>

A. Laurindikas pakeité [11] aritmetines progresijas sudétingesne aibe ir pritaiké seky, tolygiai
pasiskirs¢iusiy moduliu 1, savybes. Primename, kad realiyjy skai¢iy seka {z; : k € N} yra vadi-

nama tolygiai pasiskirs¢iusia moduliu 1, jei su kiekvienu intervalu [a,b) C [0,1)

G
Jim - kZ:l Iapy ({z1}) = b —a,

¢ia T4 yra aibés A indikatorius, o {z)} yra skaifiaus z; trupmeniné dalis.

Yra teisinga tokia teorema.

O teorema. Tarkime, kad o yra trasncendentusis skaicius, o B, 0 < B < 1, ir h > 0 yra fiksuoti

skaiciai. Tegul K1, Ko € K irfi(s) € Ho(K1), f2(s) € H(K2). Tuomet su kiekvienu € > 0

im in N:—l#{o <k < N:sup |((s+ikPh) — fi(s)] <e, sup [C(s +ikPh,a) — fa(s)] <5} > 0.

lim inf
seKy s€eKso

Disertacijos 3 skyriuje M—O teoremose ,Jiminf” yra pakeista j ,Jim”. Yra teisingos tokios teoremos.

3.6 teorema. Tarkime, kad aibé L(P,«, h,m) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tegul K1, K2 € K
ir f1(s) € Ho(K1), fa(s) € H(K3). Tuomet riba
1
lim ——# {O <k <N :sup |((s+ikh) — fi(s)| <e, sup |[((s +ikh,a) — fa(s)| < 5} >0
N—ooo N +1 seK, s€EKo

egzistuoja su visais € > 0, i$skyrus daugiausia skaiciq jy aibe.
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Kita teorema yra N teoremos analogas.

3.7 teorema. Tarkime, kad aibé L(P, «, hy, ha, ) yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q. Tegul K1, Ko €

K ir f1(s) € Hyo(K1), fa(s) € H(Kz). Tuomet riba

1
lim ——# {O <k < N:sup [((s+ikhi) — f1(s)| <&, sup |((s + tkha, &) — f2(s)| < 8} >0
N—ooo N +1 sek, s€EK>

egzistuoja su visais € > 0, iSskyrus daugiausia skaiciq jy aibe.
Paskutinioji 3 skyriaus teorema yra O teoremos modifikacija.

3.8 teorema. Tarkime, kad a yra trasncendentusis skaicius, o 8, 0 < 8 < 1, ir h > 0 yra fiksuoti
skaiciai. Tegul K1, Ko € K ir fi(s) € Ho(K1), f2(s) € H(K3). Tuomet riba
1
lim ——# {O <k < N:sup |((s+ikPh) — fi(s)| <&, sup [C(s +ikPh,a) — fa(s)] < 5} >0

N—ooo N +1 sk, s€EKs

egzistuoja su visais € > 0, iSskyrus daugiausia skaicig jy aibe.
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Isvados

1. Aibé Rymano dzeta funkcijos postumiy, aproksimuojanéiy kompaktinéje aibéje duota analizine
funkcija e tikslumu, su visais € > 0, i8skyrus daugiausia skai¢ia ju aibe, turi teigiama tankj. Tai

galioja tiek tolydiesiems, tiek ir diskretiesiems postumiams.

2. Aibé Hurvico dzeta funkcijos su parametru, tenkinan¢iu kai kurias naturalias nepriklausomumo
salygas, postumiy, aproksimuojanciy kompaktinéje aibéje duota analizine funkcijag € tikslumu, su
visais € > 0, i8skyrus daugiausia skaicia jy aibe, turi teigiama tankj. Tai galioja tiek tolydiesiems,

tiek ir diskretiesiems postumiams.

3. Aibé Rymano dzeta funkcijos ir Hurvico dzeta funkcijos su parametru, tenkinanciu kai kurias
naturalias nepriklausomumo salygas, postumiy, aproksimuojan¢iy kompaktinése aibése tuo paciu
metu dvi duotas analizines funkcijas ¢ tikslumu, su visais € > 0, iSskyrus daugiausia skaicia ju

aibe, turi teigiama tankj. Tai galioja tiek tolydiesiems, tiek ir diskretiesiems postumiams.

4. Tvirtinimas, apie tankio teigiamuma galioja ir funkcijy, minimy 1-3 iSvadose, placiy klasiy

sudétiniy funkcijy postumiy aibei.
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Summary

In the thesis, the modified universality theorems for the Riemann and Hurwitz zeta-functions are
obtained. In the theorems of such a kind, differently from classical ones devoted to the positivity
of a lower density of the set of shifts of zeta-functions approximating a given analytic function, the
positivity of a density of the latter set is considered.

Let s = 0 + it be a complex variable, and o, 0 < a < 1, be a fixed parameter. Then the Riemann

zeta-function ((s) and the Hurwitz zeta-function ((s, &) are defined, for ¢ > 1, by the Dirichlet series

1 = 1
C(S)Zmzzjl% and C(S’Oé)zmzzzom7

and can be analytically continued to the whole complex plane, except for a simple pole at the point
s = 1 with residue 1. Moreover, the function ((s), differently from ((s,«), for ¢ > 1, has the Euler
product over primes.

We consider the approximation of analytic functions on compact subsets of the strip {s € C : % <
o < 1} by shifts (s + ir) and (s + i1, ), 7 € R, with accuracy ¢, and prove that the sets of the
above shifts have a positive density for all but at most countably many ¢ > 0. The following modified

universality theorems are obtained.

1. Continuous and discrete universality theorems for the Riemann zeta-function, and their gener-

alizations for composite functions.

2. Continuous and discrete universality theorems for the Hurwitz zeta-function for some classes of

the parameter «, and their generalizations for composite functions.

3. Mixed joint continuous and discrete universality theorems for the Riemann and Hurwitz zeta-

function for some classes of the parameter «, and their generalizations for composite functions.

For proving of the the above theorems, the probabilistic method based on limit theorems of weakly

convergent probability measures in the space of analytic functions is applied.
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