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Padėka. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

6



1 Įvadas

Tiriant pernašos reiškinius sudėtingose medžiagose buvo pastebėta, kad signalo dispersijai

(standartinio nuokrypio kvadratui σ2) būdingas netiesinis augimas laikui bėgant, σ2(t ) ∼ t µ.

Pastarasis reiškinys yra vadinamas anomaliąja difuzija. Paprastos difuzijos atveju dalelės pozicijų

dispersija pasižymi tiesine priklausomybe nuo laiko. Dispersija σ2 parodo difunduojančios da-

lelės ištirtą sistemos dalį duotu laiko momentu t . Anomalioji difuzija klasifikuojama pagal laips-

nio rodiklio µ vertę. Jeigu µ > 1, tai turime superdifuziją. Jeigu µ < 1, turime subdifuziją.

Superdifuzija buvo aptikta stebint mikrosferų difuziją ant besisukančios plokštelės [1].

Atlikus teorinį modeliavimą buvo parodyta, kad superdifuzija gali atsirasti dėl Levio (Lévy)

skrydžių [2]. Superdifuzija gali būti modeliuojama pasinaudojant trupmeninė Fokerio ir Plan-

ko lygtimi [3] ar pasinaudojant Lanževeno lygtimi su Levio α stabiliuoju triukšmu. Lanževino

lygtys sumultiplikatyviuoju Levio triukšmu buvo panaudotos modeliuojant difuziją nehomoge-

ninėje aplinkoje [4]. Lanževeno lygčiai su multiplikatyviuoju triukšmu galima užrašyti atitinka-

mą trupmeninę Fokerio ir Planko lygtį [5]. Jeigu pastaroji lygtis interpretuojama pagal Ito (Itô)

interpretaciją [6]. Kartais stochastinių diferencialinių lygčių su Levio triukšmu generuojamų

signalų statistinės savybės idealiai atkartoja eksperimentinius duomenis. Pavyždžiui, laiko eilučių

aprašančių klimato pokyčius (užregistruotus Grenlandijos ledo įšale) statistininės savybės buvo

atkartotos pasinaudojant netiesinėmis stochastinėmis diferencialinėmis lygtimis su Levio triu-

kšmu [7]. Tačiau dažnai eksperimentiškai galima nustatyti, tik tai, kad išmatuotų signalų skirs-

tiniams būdingos Levio uodegos [8].

Kita svarbi anomaliosios difuzijos klasė yra subdifuzija charakterizuojama pagal laipsnio

rodiklio µ vertę. Šiuo atveju µ kinta tarp 0 < µ < 1. Procesai, pasižymintys subdifuzija, dažnai

sutinkami daugelyje mokslo sričių. Pavyzdžiui kondensuotųjų medžiagų fizikoje [2], ekologijo-

je [9], bei biologijoje [10]. Padarius prielaidą, kad difunduojanti dalelė yra įkalinama įvairiems

laiko tarpams pasiskirsčiusiais pagal laipsninį skirstinį, p (t ) ∼ 1/t 1+m , 0 < m < 1, subdifuzija

gali būti aprašoma pasinaudojant (laike) trupmenine Fokerio ir Planko lygtimi [11]. Situaci-

jose, kai negalima priimti prielaidos, kad egzistuoja dalelės difuziją stabdantis mechanizmas,

subdifuzija gali būti modeliuojama pasinaudojant netiesinėmis stochastinėmis diferencialinėmis

lygtimis su Levio triukšmu [12].

Neseniai buvo pasiūlyta, kad anomalioji difuzija gali būti aprašoma pasinaudojant hete-

rogeninės difuzijos procesu [13], kuris pasižymi difuzijos koeficientu priklausančiu nuo difun-

duojančios dalelės pozicijos. Nuo dalelės pozicijos erdvėje priklausanti difuzija pasireiškia hete-

rogeninėse sistemose. Pavyzdžiui, pasinaudojant heterogeninės difuzijos procesu buvo aprašyta

Ričerdsono (Richardson) difuzija turbolentinėje terpėje [14]. Dalelių difuzija ant atsitiktinai
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besikeičiančių fraktalų buvo modeliuojama, pasinaudojant modeliais su difuzijos koeficientu,

kuriam buvo būdinga laipsninė priklausomybė nuo dalelės pozicijos [15]. Vandens prasiskver-

bimas į purius žemės sluoksnius buvo modeliuojamas, kaip nehomogeninis atsitiktinis klaidžio-

jimas [16]. Heterogeninės difuzijos procesas gali būti panaudotas modeliuojant anomaliąją difu-

ziją ankščiau išvardintose sistemose.

Spalvotojo triukšmo įvedimas vietoje baltojo triukšmo gali smarkiai pakeisti tiriamos sis-

temos savybes. Spalvoto triukšmo indukuotos sinchronizacijos chaotiškose sistemose tyrimas

parodė, kad kritinė amplitudė reikalinga pasiekti sinchronizavimą paprastai yra mažesnė bal-

tajam triukšmui palyginus su spalvotu triukšmu [17]. Todėl praktinėse situacijose, kai sinch-

ronizacija yra nepageidaujama, yra pasirenkama įdiegti filtrus į sistemą, kad triukšmo šaltinis

pasižymėtų kuo didesne koreliacijos trukme t.y. pasirenkama, kad triukšmo šaltinis būtų kuo

labiau spalvotas. Sistemoms pasižyminčiomis stochastiniu rezonansu eksponentiškai koreliuoto

(raudonojo) triukšmo poveikis nulemia sumažėjusį signalo stiprinimą ir rezonanso pikas pasi-

slenka į didesnius triukšmo intensyvumus didinant triukšmo koreliacijos trukmę [18]. Rožinio

triukšmo (dar kitaip vadinamo 1/ f triukšmu) poveikis taip pat nulemia sumažėjusį signalo stip-

rinimą, tačiau rezonanso pikas pasislenka į mažesnius triukšmo intensyvumus [19]. Spalvotojo

triukšmo įvedimas vietoje baltojo gali būti svarbus analizuojant silpnų signalų perdavimą triu-

kšmingoje aplinkoje.

Signalai pasižymintys galios spektriniu tankiu žemų dažnių srityje besielgiančiu kaip laips-

ninė funkcija, S ( f ) ∼ 1/ f β , dažniausiai β yra artimas 1, vadinami 1/ f fliuktuacijomis, roži-

niu triukšmu ar tiesiog 1/ f triukšmu. Tokie signalai dažnai sutinkami fizikoje ir daugelyje

kitų sričių [20, 21]. Nuo 1/ f triukšmo atradimo buvo pasiūlyta daugybė teorijų ir modelių

aiškinančių jo atsiradimą [22]. Dažniausiai laikoma, kad 1/ f triukšmas yra Gauso (Gauss)

procesas [23, 24], tačiau buvo aptiktos ir ne Gauso 1/ f fliuktuacijos [25, 26]. Buvo pasiūlyta,

kad 1/ f triukšmas gali atsirasti iš atsitiktinio klaidžiojimo atsitiktinai besikeičiančioje aplinko-

je [27]. Pasinaudojant taškinio proceso, pasižyminčiu atsitiktinai kintančia laiko trukme tarp

įvykių, modeliu [28] buvo išvestos netiesinės stochastinės diferencialinės lygtys generuojančios

signalus, pasižyminčius 1/ f triukšmu ir laipsnine statistika [29–31]:

d x = σ2
(
η −

1
2
λ

)
x2η−1 d t + σxη dWt . (1)

Pastaroji lytis užrašyta Itô interpretacijoje. Ši lygtis turi būti sprendžiama su kraštinėmis at-

spindinčiomis sąlygomis x ∈ [xmin, xmax ]. Čia x yra signalas, σ nustato proceso laiko mastelį,

η , 1 - triukšmo multiplikatyvumo laipsnio rodiklis. Parametras λ - signalo intensyvumų sta-

cionariojo skirstinio, P0(x ) ∼ x−λ , laipsnio rodiklis, oWt yra Vynerio (Wiener) procesas (stan-

dartinis vienmatis Brauno judėjimas). Atskiras stochastinės diferencialinės lyties atvejis buvo
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išvestas pasinaudojant Kirmano (Kirman) agentų modeliu [32] ir buvo panaudotas modeliuoti

socio-ekonomines sistemas [33,34]. (1) lygtis generuoja signalus pasižyminčius galios spektriniu

tankiu atvirkščiai proporcingu dažniui f laipsnyje β:

S ( f ) ∼
1
f β

, β = 1 +
λ − 3

2(η − 1)
. (2)

Kadangi (1) lygtis sprendžiama su kraštinėmis sąlygomis t.y. x gali kisti tik intervale tarp x =

xmin ir x = xmax. Tuomet galios spektrinis tankis yra atvirkščiai proporcingas dažniui ribotame

dažnių intervale fmin � f � fmax. Buvo parodyta, kad šio intervalo plotis priklauso nuo

parametrų x = xmin, x = xmax ir η pasirinkimo [35].

σ2x2(η−1)
min � 2π f � σ2x2(η−1)

max , η > 1 , (3)

σ2x−2(1−η)
max � 2π f � σ2x−2(1−η)

min , η < 1 .

1.1 Disertacijos tikslas
Disertacijos tikslas - tirti 1/ f triukšmo kilmę ir sudėtingas netiesines sistemas, pasižymi-

nčias anomaliąja difuzija ir veikiamas spalvoto ir ne Gauso išorinio triukšmo

1.2 Disertacijos uždaviniai
1. Ištirti kaip 1/ f fliuktuacijos gali atsirasti iš atsitiktinio klaidžiojimo nehomogeninėje ap-

linkoje.

2. Išanalizuoti spalvotojo triukšmo poveikį Brauno (Brown) dalelės judėjimui nehomoge-

ninėje aplinkoje.

3. Apibendrinti netiesinę stochastinę diferencialinę lygtį, generuojančią signalus pasižymi-

nčius laipsniniu signalo intensyvumo skirstiniu ir laipsniniu galios spektriniu tankiu, pa-

keičiant Gauso triukšmą Levio (Lévy) triukšmu.

4. Pasiūlyti laike trupmeninę Fokerio ir Planko lygtį kaip subdifuzijos nehomogeninėje ap-

linkoje modelį.

5. Ištirti išorinio potencinio lauko įtaką anomaliajai difuzijai

6. Studijuoti Brauno dalelės, patiriančios Levio skrydžius, anomaliąją difuziją nehomoge-

ninėje aplinkoje.
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1.3 Darbo naujumas

1. Męs išvedėme netiesinę stochastinę diferencialinę lygtį, generuojančią signalus pasižymi-

nčius laipsnine statistika ir 1/ f triukšmu, plačiame dažnių intervale, pasinaudodami Laže-

veno lygtimis aprašančiomis Brauno dalelės difuziją nehomogeninėje aplinkoje.

2. Buvo parodyta, kad sukabintų stochastinių diferencialinių lygčių sistema, nepriklauso-

mai nuo pasirinkto stacionaraus intensyvumo skirstinio, gali generuoti signalus, pasižy-

minčius laipsniniu galios spektriniu tankiu, plačiame dažnių intervale.

3. Ištirta spalvotojo triukšmo įtaka Brauno dalelės judėjimui nehomogeninėje aplinkoje. Spal-

voto triukšmo įvedimas, nulemia papildomą dalelės difuzijos ribojimą, kuris pasireiškia,

kaip eksponentinis nuplovimas galimų dalelės pozicijų skirstinyje ir kaip susiaurėjęs dažnių

intervalas, kuriame pasireiškia 1/ f triukšmas.

4. Męs apibendrinome netiesinę stochastinė diferencialinę lygtį, generuojančią signalus pasi-

žyminčius laipsnine statistika ir laipsniniu galios spektriniu tankiu, joje pakeisdami Gauso

triukšmą Levio triukšmu.

5. Męs pasiūlėme, kad dėl nehomogeninio spąstų pasiskirstymo aplinkoje atsirandanti, sub-

difuzija gali būti aprašoma laike trupmenine Fokerio ir Planko lygtimi. Męs analitiškai

išsprendėme pasiūlytą lygtį ir suskaičiavome analitinę galios spektrinio tankio išraišką.

6. Analizavome išorinės jėgos poveikį heterogeninės difuzijos procesui. Suskaičiuotos per-

einamosios tikimybės, pirmojo ir antrojo momento analitinės išraiškos. Pasinaudojant

pastarosiomis išraiškomis suskaičiuota vidutinio kvadratinio nuokrypio priklausomybės

nuo laiko analitinė išraiška.

1.4 Ginamieji teiginiai

1. Netiesinė stochastinė diferencialinė lygtis, generuojanti signalus pasižyminčius laipsnine

statistika ir laipsniniu galios spektriniu tankiu, plačiame dažnių intervale, gali būti išvesta

iš Laževeno lygčių aprašančių Brauno dalelės difuziją nehomogeninėje aplinkoje.

2. Signalai, pasižymintys laipsniniu galios spektriniu tankiu, plačiame dažnių intervale, ne-

priklausomai nuo pasirinkto stacionaraus intensyvumo skirstinio, gali būti generuojami

pasinaudojant netiesiškai sukabintomis stochastinėmis diferencialinėmis lygtimis.
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3. Spalvotojo triukšmo įvedimas vietoje baltojo triukšmo Lanževeno lygtyje, aprašančioje

Brauno judėjimą, nulemia papildomą dalelės difuzijos ribojimą, kuris pasireiškia, kaip

eksponentinis nuplovimas galimų dalelės pozicijų skirstinyje. Dėl skirstinio laipsninės

dalies pločio sumažėjimo turime susiaurėjusią dažnių sritį, kurioje stebimas laipsninis ga-

lios spektrinis tankis.

4. Netiesinės stochastinės diferencialinės lygtys su Levio (Lévy) triukšmu gali generuoti sig-

nalus, pasižyminčius laipsnine statistika ir laipsniniu galios spektriniu tankiu, pasirinkto

pločio dažnių intervale.

5. Laike subordinuotos netiesinės Lanževeno lygtys, skirtingai nuo tiesinių Lanževeno lygčių,

generuoja signalus, pasižyminčius galios spektriniu tankiu besielgiančiu kaip laipsninė

funkcija, S ( f ) ∼ f −β , su laipsnio rodikliu β didesniu ar lygiu vienetui.

6. Išorinės jėgos poveikio įvedimas į heterogeninės difuzijos procesą pakeičia anomaliosios

difuzijos koeficientą, bet nepakeičia anomaliosios difuzijos laipsnio rodiklio.
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jose. Iš jų 7 žodiniai ir 6 stendiniai pranešimai buvo pristatyti disertacijos autoriaus. Likusių
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Asmeninis disertacijos autoriaus indėlis
Disertacijos autorius atliko daugumą disertacijoje aprašytų analizinių išvedimų ir visus

aprašytus skaitmeninius skaičiavimus.
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2 Disertacijos struktūra ir turinys

Šiame santraukos skyriuje pristatomos atskirų disertacijos skyrių santraukos. Šiame sky-

riuje atskiros disertacijos struktūrinės dalys yra numeruojamos ta pačia tvarka kaip numeruo-

jami skyriai disertacijoje – t.y. 2.2 skyrelis atitinka 2 disertacijų skyrių, o 2.6 skyrelis – 6

skyrių. Disertacijos skyrių aptarimai, esantys kiekvieno disertacijos skyriaus pabaigoje, šioje

santraukoje nėra atskirai aptariami. Disertaciją taip pat sudaro vartojamų trumpinių sąrašas,

išvados, literatūros sąrašas ir disertacijos autoriaus doktorantūros metu publikuotų straipsnių ir

konferencijų pranešimų sąrašai. O disertacijos išvados yra pateiktos 3 santraukos skyriuje.

2.1 Įvadas

Pirmame disertacijos skyriuje aptariamas tyrimų kontekstas, suformuluojamas disertacijos

tikslas, ginamieji teiginiai. Aptariama disertacijos struktūra, bei mokslinis naujumas.

2.2 Lygčių generuojančių 1/ f triukšmą kilmė

Antrame disertacijos skyriuje tyrėme 1/ f triukšmo pasižyminčio laipsniniu skirstiniu at-

siradimo priežastis. Parodyta, kad būtent tokiomis statistinėmis savybėmis pasižymi Brauno

dalelės pozicijos fliuktuacijos. Dažnai 1/ f triukšmui būdingas Gauso skirstinys. 2.2 skyriuje

buvo parodyta, kad panaudojant dvi sukabintas stochastines diferencialines lygtis, vietoje vienos,

galima sugeneruoti signalą su pasirinktu skirtiniu turinčiu analitinė išraišką.

2.2.1 Netiesinės stochastinės diferencialinės lygties išvedimas iš
Lanževeno lygčių aprašančių difuziją nehomogeninėje aplin-
koje

Disertacijos 2.1 skyriuje tyrėme makroskopinės dalelės judėjimą nehomogeninėje aplin-

koje. Buvo padaryta prielaida, kad aplinka yra nepusiausviroje būsenoje globaliai tačiau yra

pasiekus lokalią termodinaminę pusiausvyrą. Todėl temperatūra gali būti aprašoma kaip koor-

dinatės funkcija. Lanževeno lygtis aprašančios vienmatį Brauno judėjimą [36]:

d
d t

v (t ) = −γv (t ) +
1
m

F (x ) +

√
2γ
m

1
β (x )

ξ (t ) , (4)

d
d t

x (t ) = v (t ) (5)
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Čia x yra Brauno dalelės koordinatė, v - dalelės greitis, m -dalelės masė, γ - relaksacijos sparta

ir ξ (t ) yra δ-koreliuotas baltasis triukšmas. Kadangi laikome, kad aplinkoje egzistuoja tempe-

ratūros gradientas, tai atvirkštinė temperatūra β (x ) yra funkcija nuo Brauno dalelės pozicijos

x . Jeigu laikytume, kad β (x ) ≡ β = const, tai (4) and (5) lygtys aprašytų Brauno judėjimą

aplinkoje su pastovia temperatūra T = k−1B /β. Čia kB yra Bolcmano (Boltzmann) konstanta.

Didelės trinties (arba perslopinimo) riboje [37], kai relaksacijos sparta yra labai didelė galima at-

likti adiabatinę aproksimąciją t.y. eliminuoti greitai kintantį kintamąjį šiuo atveju greitį. Atlikus

adiabatinę aproksimaciją turime [38]

d
d t

x (t ) =
1
γm

F (x ) +
1

2γm
β′(x )
β (x )2

+

√
2
γm

1
β (x )

◦ ξ (t ) . (6)

Čia β′(x ) ≡ d β (x )/ d x . Ši stochastinė diferencialinė lygtis yra užrašyta Stratonovičiaus

(Stratonovich) interpretacijoje. Antrasis narys dėšnėje (6) lygties pusėje reprezentuoja dreifą

atsirandantį dėl dalelę veikiančio temperatūros gradiento [38]. Ito (Itô) lygtis atitinkanti lygtį

(6) yra

d x =
1
γm

F (x ) d t +

√
2
γm

1
β (x )

dWt . (7)

Šioje lygtyje dreifas atsirandantis dėl gradianto į įtraukiamas į difuzijos koeficientą. Laikykime,

kad atvirkštinė temperatūra yra laipsninė funkcija

β (x ) = b x−θ . (8)

Čia θ yra laipsnio rodiklis ir b - konstanta. (8) lygtis turi būti sprendžiama su kraštinėmis

atspindinčiomis sąlygomis tieks xmin ir xmax t.y. Brauno dalelės judėjimas turi būti apribojamas

tarp xmin ir xmax. Jeigu θ = 1, tai (6) lygtis aprašo Brauno judėjimą aplinkoje, kurioje teka

šilimos srautas dėl temperatūros skirtumo T2 − T1 tarp jos galų. O temperatūros vertės ties

sistemos galais turi tenkinti sąryšį T2/T1 = xmax/xmin. Tuomet koeficientas b yra lygus b =

(xmax − xmin)/kB(T2 −T1).

Išorinė jėga veikianti dalelę F (x ) yra:

F (x ) = −
d
d x

V (x ) . (9)

Tegul dalelę veikiantis potencialas yra proporcingas temperatūrai:

V (x ) =
(
λ

θ
− 1

)
1

β (x )
, (10)
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tuomet dalelę veikianti išorinė jėga yra lygi

F (x ) =
θ

b
xθ−1

(
1 −

λ

θ

)
. (11)

Įstačius (11) į (6) turime, kad lygtis aprašanti Brauno dalelės difuziją yra:

d
d t

x (t ) =
θ

γmb

(
1
2
−
λ

θ

)
xθ−1 + x

θ
2

√
2

γmb
ξ (t ) . (12)

Buvo parodyta, kad (12) dalelių pasiskirstymas yra laipsninė funkcija

P0(x ) =
λ − 1

x1−λmin − x1−λmax
x−λ . (13)

Atliekant skirstinio skaičiavimą buvo laikoma, kad dalelės judėjimas yra apribotas tarp xmin ir

xmax.
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1 pav. Signalo x , sugeneruoto skaitmeniškai sprendžiant (16) ir (17) lygtis, intensyvumo skirstiniai:
(a) θ = 1, λ = 3, x̃min = 1, x̃max = 1000, (b) θ = 0, λ = 3, x̃min = 1, x̃max = 100. Taškinė linija
parodo laipsninį polinkį su ekspnente lygia −3. (c) Galios spektrinis tankis esant tomis pačiomis
vertėms kaip ir (a) atveju. Pilka linija parodo polinkį proporcingą f −1.

Patikrinsime adiabatinio greičio eliminavimo galiojimo ribas skaitmeniškai spręsdami La-

nževeno lygtis (4) ir (5). Skaitmeniniam sprendimui patogu įsivesti bedimensius dydžius: t̃ , x̃

ir ṽ . Kuomet atvirkštinė temperatūra β (x ) ir F (x ) išorinė jėga aprašoma atitinkamai (8) ir (11)

lygtimis, patogu įsivesti bedimensį laiką pavidalu t̃ = γt . Tuomet kiti bedimensiai kintamieji:

x̃ = (γ2mb )
1

2−θ x , (14)

ṽ = γ−1(γ2mb )
1

2−θ v . (15)

(4) ir (5) lygtys bedimensiniame pavidale:

d
d t̃

ṽ = −ṽ + (θ − λ) x̃θ−1 +
√
2x̃θξ ( t̃ ) , (16)

d
d t̃

x̃ = ṽ . (17)
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Vietoje kraštinių sąlygų xmin ir xmax turime, kad

x̃min = (γ2mb )
1

2−θ xmin , (18)

x̃max = (γ2mb )
1

2−θ xmax . (19)

Įsivedus bedimensius kintamuosius reikalavimas, kad γ >> 1, kuris reikalingas kad adiabatinė

aproksimacija galiotų, patenkinamas jeigu x̃min, x̃max � 1 ir θ < 2. Kaip pavyzdį išsprendėme

Lanževeno ((16) ir (17)) lygtis dvejais skirtingais atvejais, kai θ = 1 ir kai θ = 0. Kuomet θ = 0

turime atvejį su pastovia temperatūra. Stacionarus signalo x intensyvumo skirstinys P0( x̃ ) ir ga-

lios spektrinis tankis S ( f̃ ) pavaizduoti 1 paveikslėlyje. Kaip matome iš šio paveikslėlio, analitinė

aproksimacija (13) sutampa su skaitmeniniais rezultatais didelės trinties riboje. Taigi skaitme-

niniai rezultatai patvirtina, kad adiabatinė greičio eliminavimo procedūra atlikta teisingai. 1c

pav. patvirtina, kad Brauno dalelės koordinatės fliuktuacijų galios spektriniame tankyje egzis-

tuoja sritis, kurioje pasireiškia 1/ f triukšmas. Galios spektrinis tankis atvirkščiai proporcingas

dažniui apytiksliai srityje tarp f̃min ≈ 10−4 ir f̃max ≈ 10−2.

2.2.2 Sukabintos stochastinės diferencialinės lygtys generuojančios
signalus su Gauso 1/ f triukšmu

Disertacijos 2.2 skyriuje buvo parodyta, kad naudojant dvi sukabintas stochastines dife-

rencialines lygtis, galima generuoti signalą, pasižymintį laipsniniu galios spektriniu tankiu, su

pasirinktu skirtiniu, turinčiu analitinė išraišką.

Buvo parodyta, sukabintų stochastinių diferencialinių lygčių sistema

d x t = a(x t )y2ηt d t + b (x t )yηt dWt , (20)

d yt = σ2
(
η + 1 −

λ

2

)
y2η+1t d t + σyη+1t dW ′

t . (21)

generuoja signalus pasižyminčius 1/ f β triukšmu. (20) lygtis aprašo signalo x t fliuktuacijas. (21)

lygtis aprašo signalo x t kitimo spartą yt .

Stacionarusis yt intensyvumų skirstinys yra laipsninė funkcija

P0(x, y) ∼ p (x )y−λ , (22)

bei nuo laiko priklausanti sąlyginė tikimybė tenkina savybę [A6]

aP (x′, ay, t |x, ay, 0) = P (x′, y′, aν t |, x, y, 0) . (23)
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Čia ν yra laiko skalę nusakantis parametras. Parametras λ - signalo intensyvumų stacionariojo

skirstinio, P0(y) ∼ y−λ , laipsnio rodiklis. Kad išvengti divergavimo ties mažomis yt vertėmis,

(21) lygtis turi būti sprendžiama su kraštinėmis atspindinčiomis sąlygomis t.y. yt gali kisti tik

intervale tarp y = ymin ir y = ymax.

(23) savybė turi būti tenkinama, kad (20) ir (21) lygčių sistemos generuojamas signalas x t
pasižymėtų laipsniniu galios spektriniu tankiu.

Funkcija p (x ) esanti (22) lygtyje tenkina lygtį

a(x )p (x ) −
1
2

d
d x

b2(x )p (x ) = 0 . (24)

Pastaroji lygybė užtikrina, kad signalo x t intensyvumų stacionariojo skirstinio pavidalą nulemia

tik koeficientų a(x ) ir b (x ) pasirinkimas.

Buvo parodyta [A6], kad (20) ir (21) lygčių sistemos generuojamo signalo x t galios spekt-

rinio tankio laipsnio rodiklis yra

β = 1 +
λ − 1
2η

. (25)

2.2.3 Skaitmenimis pavyzdys

Disertacijos 3.3 skyriuje buvo skaitmeniškai sprendžiama (20) ir (21) lygčių sistema.

d x t = −γy2ηt x t d t + yηt dWt , (26)

d yt = σ2
(
η + 1 −

λ

2

)
y2η+1t d t + σyη+1t dW ′

t . (27)

(20) lygtyje koeficientai a(x ) = −γx and b (x ) = 1 buvo pasirinkti, tokie, kad x t būtų pasiskirs-

tęs pagal Gauso skirstinį

p (x ) =
√
γ

π
e−γx

2
. (28)

(26) lygtyje y2η reprezentuoja fliuktuojančią relaksacijos spartą.

2 paveikslėlyje palyginami, (26) ir (27) lygčių generuojamo, signalo intensyvumo skirsti-

nys ir galios spektrinis tankis su analitinėmis aproksimacijomis. Pastarosios lygtys buvo spren-

džiamos pasinaudojant Eulerio–Marujamosmetodu. (27) lygtis buvo sprendžiama su kraštinėmis

atspindinčiomis sąlygomis ties y = ymin ir y = ymax.
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2 pav. (a) pavaizduotas (26) ir (27) lygčių sistemos generuojamas signalas. (21) lygtis buvo
sprendžiama su kraštinėmis atspindinčiomis sąlygomis ties y = ymin ir y = ymax. (b) Signalo
intensyvumų skirstinys. Pilka taškine linija pavaizduota Gauso kreivė. (c) Relaksacijos spartos y
intensyvumo skirsninys. Pilka taškinė kreivė vaizduoja laipsninę priklausomybę su laipsnio rodik-
liu lygiu −1. (d) x galios spektrinis tankis. Pilka taškinė kreivė vaizduoja laipsninę priklausomybę
proporcingą f −1. Parametrai: η = 1, λ = 1, ymin = 1, ymax = 1000, γ = 1 ir σ = 1.
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2.2.4 Sukabintos Lanževeno lygtys ir dalelės šuoliai per potencinį
barjerą su fliuktuojančių aukščiu

Disertacijos 2.4 skyriuje buvo aptarti sukabintu Lažveno lygčių taikymai modeliuojant fi-

zikinius reiškinius ir parodyta, kad (20) ir (21) lygčių sistema aprašo dalelės difuzija per potencinį

barjerą su fliuktuojančių aukščiu.

Daugelyje fizikinių sistemų dalelės pabėgimo iš potencinio barjero sparta priklauso nuo

barjero aukščio v kaip eksponentinė funkcija. Todėl (20) ir (21) lygtyse atlikome pakeitimą

y = ev

d x t = a(x t )e−vt d t + b (x t )e−vt /2 dWt , (29)

d vt = −
1
2
σ2λe−vt d t + σe−vt /2 dW ′

t . (30)

Perrašius pastarąsias lygtis diskretine forma su kintamu laiko žingsniu ∆tk = evk turime

xk+1 = xk + a(xk ) + b (xk )εk , (31)

vk+1 = vk −
1
2
σ2λ + σξk , (32)

tk+1 = tk + evk . (33)

(32) lygtis parodo, kad potencialo aukštis v kinta, kaip Vynerio (Wiener) procesas (standartinis

vienmatis Brauno judėjimas) su pastoviu dreifu. Jeigu potencialas turi pastovią vertę vk , tai laiko

tarpas, kurį dalelė turi palaukti iki kito šuolio, yra evk .

2.3 Spalvotojo triukšmo įtaka Brauno judėjimui

Trečiame disertacijos skyriuje tyrėme spalvotojo triukšmo įtaką Brauno judėjimui neho-

mogeninėje aplinkoje. Spalvotas triušmas imituoja koreliaciją tarp dalelės judėjimo ir susidūrimų

su aplinkos dalelėmis. Rezultatai aptariami šiame skyriuje publikuoti [A2]

2.3.1 Adiabatinė aproksimacija sistemoms veikiamoms spalvotojo
triukšmo

Disertacijos 3.1 skyriuje aprašoma adiabatinės aproksimacijos procedūra nehomogeninėms

sistemoms veikiamoms spalvotojo (eksponentiškai koreliuoto) triukšmo.
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2.3.2 Spalvotojo triukšmo įtaka stochastinėms diferencialinėms lyg-
tims generuojančioms signalus pasižyminčius 1/ f spektru

3.2 disertacijos skyriuje tyrėme Brauno dalelės fliuktuacijas nehomogeninėje aplinkoje, kai

dalelę veikia spalvotas triukšmas.

Stoshastinės diferencialinės lygtys aprašančios dalelės pozicijos kitimą laikui bėgant:

d x
d t
=

1
2
σ2(η − λ)x2η−1 + σxη ◦ ε(t ) , (34)

d ε
d t
= −

1
τ
ε +

1
τ
ξ (t ) . (35)

Čia ξ (t ) yra baltasis triukšmas, 〈ξ (t )ξ (s)〉 = δ (t − s), τ - spalvotojo triukšmo koreliacijos

trukmė. Spalvotojo triukšmo autokoreliacijos funkcija yra:

〈ε(t )ε(s)〉 =
1
2τ

exp
(
−
|t − s |
τ

)
. (36)

Atlikus adiabatinę aproksimaciją (aprašyta disertacijos 4.1 skyriuje) turime

d x
d t
=

1
2
σ2(η − λ)

x2η−1

γ (x )
+ σ

xη

γ (x )
◦ ξ (t ) . (37)

Čia

γ (x ) ≡ 1 −
1
2
τσ2(η − 1)(η − λ)x2(η−1) (38)

(37) lygtis turėtų būti interpretuojama Stratonovičius prasme. Lygtis (37) galioja tik tuomet,

kai yra tenkinama nelygybė
√
τσ |2η − 1|xη−1

1 − 1
2τσ

2(η − 1)(η − λ)x2(η−1)
� 1 (39)

Lygties (37) generuojamo signalo stacionarusis skirstinys yra

P0(x ) ∼ x−λ
(
1 −

1
2
τσ2(η − 1)(η − λ)x2(η−1)

)
exp

[
−
1
4
τσ2(η − λ)2x2(η−1)

]
(40)

Iš (40) išraiškos matome, kad dėl spalvotojo triukšmo įvedimo atsiranda eksponentinis nu-

plovimas stacionariajame skirstinyje P0(x ). Turime eksponentinį nupjovimą ties didelėmis x

vertėmis, kai η > 1 ir ties mažomis x vertėmis, kai η < 1. Taigi dėl spalvotojo triukšmo

įvedimo atsiranda natūralus Brauno dalelės difuzijos ribojimas.

Galime nepaisyti triukšmo koreliacijos trukmės τ įtakos jeigu tenkinama nelygybė

1
2
τσ2 |η − 1| |η − λ |x2(η−1) � 1 . (41)
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Tegul η > 1. Tuomet (41) lygtis parodo, kad baigtinės spalvotojo triukšmo koreliacijos trukmės

galime nepaisyti, kai x � xτ . Čia x � xτ pažymėjome

xτ ≡
[

2
τσ2(η − 1) |η − λ |

] 1
2(η−1)

(42)

Jeigu dalelės difuzija yra apribojama intervale xmin < x < xmax, tai nulemia, kad galios spektrinis

tankis turi laipsninę priklausomybę nuo dažnio ribotame dažnių intervale (3). Jei xτ > xmax

tuomet laipsninės srities plotis nepakinta. Priešingu atveju, kai xτ < xmax turime siauresnę

dažnių sritį, kurioje galios spektrinis tankis elgiasi kaip laisninė funkcija

σ2x2(η−1)
min � 2π f �

2
τ(η − 1) |η − λ |

. (43)

Jeigu η < 1. Spalvotojo triukšmo koreliacijos trukmės įtakos galime nepaisyti jeigu x � xτ .

Jeigu turime apribotą difuziją (xmin < x < xmax) laipsninės srities plotis nepakinta, kai xτ <

xmin. Priešingu atveju, kai xτ > xmin turime siauresnę sritį, kurioje galios spektrinis tankis

elgiasi kaip laisninė funkcija funkcija dažnių srityje

σ2x−2(1−η)
max � 2π f �

2
τ(1 − η) |η − λ |

. (44)

Spalvotojo triukšmo įvedimas vietoje baltojo (1) lygtyje gali nulemti, susiaurėjusią dažnių

sritį, kurioje galios spektrinis tankis atvirkščiai proporcingas dažniui f laipsnyje β.

2.3.3 Skaitmeninis modeliavimas

Disertacijos 3.3 skyriuje pasimaudomi kintamo žingsniometodu skaitmeniškai išsprendėme

(34) ir (35) lygčių sistemą. Kraštinės atspindinčios sąlygos buvo pasirinktos ties xmin = 1 ir

xmax = 1000. Stacionarus signalo x intensyvumo skirstinys P0(x ) ir galios spektrinis tankis

S ( f ) pavaizduoti 3 paveikslėlyje.

2.4 Stochastinės diferencialinės lygties generuojančios
1/ f triukšmą apibendrinimas

Ketvirtame disertacijos skyriuje apibendrinome (1) stochastinę diferencialinę lygtį gene-

ruojančią signalus, pasižyminčius laipsniniu signalo intensyvumo skirstiniu ir laipsniniu galios

spektriniu tankiu. (1) lygtyje Gauso triukšmas buvo pakeistas Levio (Lévy) α - stabiliuoju triu-

kšmu.
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3 pav. (a,c) Stacionarusis signalų, sugeneruotų pasinaudojant (34) ir (35) lygtimis, intensyvumo
skirsnys. Punktyrinės linijos rodo analitines aproksimacijas (žr. (40) lygtį). (b,d) Signalo ga-
lios spektrinis tankis. Pilka linija vaizduoja signalo sugeneruoto pasinaudojant (1) galios spektrinį
tankį. Spalvotojo triukšmo kereliacijos trukmė yra (a,b) τ = 10−3, (c,d) τ = 10−5. Kiti parametrai:
η = 2, λ = 3, xmin = 1, xmax = 1000, ir σ = 1.

2.4.1 Stochastinė diferencialinė lygtis su Levio triukšmu

4.1 disertacijos skyriuje mes modifikavome (1) lygtį, generuojančia signalus, pasižymi-

nčius laipsniniu intensyvumo skirstiniu, joje Gauso triukšmą pakeisdami Levio (Lévy) α - sta-

biliuoju triukšmu

dx
dt
= σαγ (η, λ, α)xα(η−1)+1 + xηξα (t ) , (45)

Ši lygtis turi būti sprendžiama su kraštinėmis atspindinčiomis sąlygomis x ∈ [xmin, xmax ]. (45)

lygtis interpretuojama Ito prasme. Čia x yra signalas, σ nustato proceso laiko mastelį, η , 1

- triukšmo multiplikatyvumo laipsnio rodiklis. ξα (t ) - baltasis triukšmas, kurio intensyvumas

yra pasiskirstęs pagal Levio α stabilųjį skirstinį. Šis skirstinys bendru atveju neturi analitinės

išraiškos ir apibrėžiamas pasinaudojant charakteristinę funkciją

〈exp(ikξα)〉 = exp(−σα |k |α)

Levio α - stabilusis skirstinys yra apibendrintosios centrinės ribinės teoremos rezultatas. Šis

skirstinis charakterizuojamas pagal stabilumo indeksą 0 < α 6 2. Gauso skirstinys yra atskiras

Levio skirtinio atvejis, kai α = 2.
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(45) lygtis gali būti išreikšta per diferencialus

dx = σαγxα(η−1)+1dt + xηdLαt , (46)

čia dLαt Levio α- stabiliojo judėjimo Lαt prieaugliai [8, 39]. Koeficientas γ (η, λ, α) yra lygus

γ (η, λ, α) =
sin

[
π

(
α
2 − αη + λ

)]
sin[π (α(η − 1) − λ)]

Γ(αη − λ + 1)
Γ(α(η − 1) − λ + 2)

. (47)

Toks koeficiento γ (η, λ, α) pasirinkimas užtikrina, kad (45) generuojami signalai pažymėtų

laipsniniu intensyvumo skirstiniu lygiu

P0(x ) ∼ x−λ , (48)

Parametras λ - signalo intensyvumų stacionariojo skirstinio P0(x ) laipsnio rodiklis. Laipsnio

rodiklis λ turi tenkinti nelygybę [A4]

α(η − 1) + 1 < λ < αη + 1 . (49)

2.4.2 Galios spektrinio tankio parametrų nustatymas

4.2 disertacijos skyriuje buvo nustatyta, kad (45) lygties generuoja signalus pasižyminčius

laipsniu galios spektriniu tankiu S ( f ) lygiu

S ( f ) ∼
1
f β

, β = 1 +
λ − 3

α(η − 1)
. (50)

Jeigu (45) lygtis sprendžiama su kraštinėmis sąlygomis t.y. x gali kisti tik intervale tarp x = xmin

ir x = xmax. Tuomet galios spektrinis tankis elgiasi kaip laisninė funkcija, 1/ f β , ribotame dažnių

intervale fmin � f � fmax. Buvo nustatyta šio intervalo pločio priklausomybė (45) lygties nuo

parametrų:

σαxα(η−1)
min � 2π f � σαxα(η−1)

max . (51)

2.4.3 Skaitmeninio sprendimo metodas

4.3 disertacijos skyriuje buvo modifikuotas kintamo žingsnio skaitmeninio lygčių spren-

dimo metodas. Pritaikant jį lygtims su Levio α stabiliuoju triukšmu spręsti.
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2.5 Signalų, generuojamų laike subordinuojamų netiesi-
nių Laževeno lygčių, galios spektrinis tankis

Penktame disertacijos skyriuje būvo išvesta (laike) trupmeninė Fokerio ir Planko lygtis

aprašanti Brauno dalelės difuziją aplinkoje, pasižyminčioje nehomogeniniu spąstų pasiskirsty-

mu. Taip pat buvo analitiškai suskaičiuotas trupmeninės Fokerio ir Planko lygties aprašomo

signalo galios spektrinis tankis.

2.5.1 Trumpeninė Fokerio-Planko lygtis aprašanti difuziją heteroge-
ninėje aplinkoje

5.1 disertacijos skyriuje buvo aptartas sąryšis tarp laike subordinuotos Lanževeno lygties,

aprašančios Brauno judėjimą nehomogeninėje aplinkoje ir trupmeninės Fokerio ir Planko lyg-

ties

2.5.2 Nuo dalelės padėties priklausomas įkalinimo laikas

5.2 disertacijos skyriuje parodėme, kad nors dalelės difuzija yra aprašoma tiesine Lanže-

veno lygtimi, tačiau dėl nehomogeninio spąstų, užlaikančių dalelę, pasiskirstymo aplinkoje tru-

pmeninė Fokerio ir planko lygtis gali turėti nuo dalelės koordinatės priklausančius difuzijos ir

dreifo koeficientus.

2.5.3 Galios spektrinis tankis ir laike trupmeninė Fokerio ir Planko
lygtis

5.3 disertacijos skyriuje buvo išvesta bendra formulė galios spektriniam tankiui skaičiuoti

žinant trupmeninės Fokerio ir Planko lygties tikrinės vertes.

2.5.4 Laike trupmeninė Fokerio ir Planko lygtis su laipsniniais koe-
ficientais

5.4 disertacijos skyriuje buvo suskaičiuotas signalų, aprašomų laike trupmeninė Fokerio

ir Planko lygtis su laipsniniais koeficientais, galios spektrinis tankis

Laike trupmeninė Fokerio ir Planko lygtis su laipsniniais koeficientais:

∂

∂t
P (x, t ) = σ2

0D1−α
t

{(
λ

2
− η

)
∂

∂x
[
x2η−1P (x, t )

]
+
1
2
∂2

∂x2
[
x2ηP (x, t )

]}
. (52)
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0D1−α
t f (t ) ≡

1
Γ(α)

∂

∂t

∫ t

0

f (t ′)
(t − t ′)1−α

dt ′ , 0 < α < 1 (53)

(52) lygties stacionarusis sprendinys yra laipsninė funkcija

P0(x ) ∼ x−λ . (54)

Buvo parodyta, kad Brauno dalelės (aprašomos (52) lygtimi) koordinatės fliuktuacijų galios

spektrinis tankis yra

S ( f ) ∼



1
ω β , 1 − α < β < 1 + α ,
1

ω1+α , β > 1 + α .
(55)

Čia

β = 1 +
α(λ − 3)
2(η − 1)

(56)

2.5.5 Galios spektrinis tankis ir signalo skalės pakeitimo savybės

5.5 disertacijos skyriuje pasinaudojant savybe, jog (52) lygtimi aprašomo signalo skales

pakeitimas x → ax yra tapatus signalo laiko skalės pakeitimui t → a2(η−1)/α t , buvo nustaty-

ta galios spektrinio tankio laipsnio rodiklio priklausomybė nuo parametrų. Šiuo alternatyviu

metodu ir 5.4 skyriuje (žr. (56) formule) nustatytos β priklausomybės yra tokios pačios.

2.5.6 Skaitmeninė aproksimacija trajektorijoms skaičiuoti

5.6 disertacijos skyriuje kaip pavyždys buvo skaitmeniškai išpręstos Lanževeno lygtys

dx =
(
η −

λ

2

)
x2η−1dτ + xηdW (τ) , (57)

dt = dLα (τ) (58)

atitinkančios (52) Fokerio ir Planko lygtį. Buvo sukaičiotos vidinio laiko priklausonybė nuo

realuos laiko, bei difunduojančios dalelės, aprašomos (57) ir (58) lygtimis, judėjimo trajektorijos.

2.5.7 Galios spektrinis tankis

5.7 disertacijos skyriuje transformavus Fokerio ir Planko (52) lygtį į Šredingerio lygties

pavidalą ir išsprendus pastarąją lygtį parodyta, kad galios spektriniam tankiui būdinga laipsninė

priklausomybė, kurios laipsnio rodiklis aprašomas (56) formule.
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2.6 Anomalioji difuzija
Šeštame disertacijos skyriuje buvo tiriama (1) ir (46) lygčių generuojamų signalų vidutinio

kvadratinio nuokrypio priklausomybė nuo laiko.

2.6.1 Heterogeninės difuzijos procesas

6.1 disertacijos skyriuje aptariamas sąryšis tarp heterogeninės difuzijos proceso ir anoma-

liosios difuzijos. Bei pateikiami fizikinių sistemų pavyzdžiai, kur anomalioji difuzija gali būti

modeliuojama pasinaudojant heterogeninės difuzijos procesu.

2.6.2 Išorinio potencialo įtaka heterogeninės difuzijos procesui

6.2 disertacijos skyriuje buvo parodyta, kad heterogeninės difuzijos procesas veikiamas

išorinės jėgos potencialo gali būti aprašomas (1) lygtimi. Taip pat buvo parodyta, kad išorinės

jėgos įvedimas nepakeičia vidutinio kvadratinio nuokrypio augimo laikui bėgant, jeigu išorinė

jėga proporcinga triukšmo indukuotam dreifui.

Heterogeninės difuzijos procesas yra aprašomas pasinaudojant Laževeno lygtini

dx = σ |x |η ◦ dWt . (59)

Čia x yra signalas, σ nustato proceso laiko mastelį, η - triukšmo multiplikatyvumo laipsnio

rodiklis. Wt yra standartinis Vynerio procesas. (59) lygtis yra interpretuojama Stratonovičiaus

prasme.

Mes naudosime Ito interpretaciją:

dx =
1
2
σ2η |x |2(η−1)xdt + σ |x |ηdWt . (60)

(60) lyties dešinės pusės pirmasis narys reprezentuoja triukšmo indukuotą dreifą. (60) lygties

generuojamo signalo vidutinis kvadratinis nuokrypis pasižymi netiesiniu auginu laikui bėgant

[13]

〈(x − 〈x〉)2〉 ∼ (σ2t )
1

1−η . (61)

Įvertinus išorinės jėgos potencialo poveikį heterogeninės difuzijos procesas aprašomas (1)

lygtimi

dx = σ2
(
η −

λ

2

)
x2η−1dt + σxηdWt . (62)
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Kaip buvo minėta praeituose skyriuose parametras λ yra stacionariojo skirstinio, P0(x ) ∼ x−λ ,

laipsnio rodiklis. (62) lygtis turi būti sprendžiama su kraštinėmis atspindinčiomis sąlygomis ties

mažomis x = xmin ir didelėmis x = xmax signalo vertėmis. Buvo suskaičiuota analitinė išraiška

aprašanti nuo laiko priklausančią kintamojo x tikimybės tankio funkciją

P (x, t |x0, 0) =
x

1−2η−λ
2 x

1−2η+λ
2

0
|η − 1|σ2t

exp *
,
−
x2(1−η) + x2(1−η)

0
2(η − 1)2σ2t

+
-

× I λ+1−2η
2(η−1)

*
,

x (1−η)x (1−η)
0

(η − 1)2σ2t
+
-
. (63)

Pastarasis tikimybės tankis tenkina pradinę sąlygą P (x, t = 0|x0, 0) = δ (x − x0). Pasinaudojus

(63) išraiška buvo suskaičiuotas nuo laiko priklausantis a - tasis x momentas

〈x a〉x0 =
∫ ∞

0
x aP (x, t |x0, 0)dx

=
Γ

(
λ−1−a
2(η−1)

)
Γ

(
λ−1

2(η−1)

) (
2(η − 1)2σ2t

) a
2(1−η)

× 1F1 *
,

a
2(η − 1)

;
λ − 1

2(η − 1)
;−

x2(1−η)
0

2(η − 1)2σ2t
+
-

(64)

Čia 1F1(a; b ; z ) yra the Kumerio (Kummer) susipynusi hypergeometrinė funcija. Praėjus pa-

kankamai dideliam laiko tarpui hypergeometrinė funkcija yra apytiksliai lygi 1, todėl

〈x a〉x0 ≈
Γ

(
λ−1−a
2(η−1)

)
Γ

(
λ−1

2(η−1)

) (
2(η − 1)2σ2t

) a
2(1−η) . (65)

Iš (65) išraiškos matyti, kad x kvadrato vidurkis priklauso nuo laiko kaip laipsninė funkcija

〈x2〉x0 ∼ t 1/(1−η), jeigu yra praėjęs pakankamai didelis laiko tarpas

x2(1−η)
0

2(η − 1)2σ2t
� 1 . (66)

x vidurkis priklauso nuo laiko kaip laipsninė funkcija t 1/2(1−η). Todėl ir vidutinis kvadratinis

nuokrypis 〈(x − 〈x〉)2〉 = 〈x2〉 − 〈x〉2 turi tokią pačia priklausomybę nuo laiko

〈(x − 〈x〉)2〉 ∼ t 1/(1−η) (67)

kaip ir originalus heterogeninės difuzijos procesas (žr (59) lygtį).

4 paveikslėlyje pavaizduotas (62) lygties generuojamo signalo vidurkio ir vidutinio kvad-

ratinio nuokrypio (dispersijos) augimas laikui bėgant. Kaip matome kreivės suskaičiuotos pagal

analitinę išraišką (64) sutampa su skaitmeniniais rezultatais.

29



10-1

100

101

10-1 100 101 102

⟨x
⟩

t

(a)

10-2

10-1

100

101

102

10-1 100 101 102

⟨x
⟩

t

(b)

10-3

10-2

10-1

100

101

10-1 100 101 102

⟨x
⟩

t

(c)

10-2

10-1

100

101

102

10-1 100 101 102

⟨(
x

 -
 ⟨

x
⟩)

2
⟩

t

(d)

10-2

100

102

10-1 100 101 102

⟨(
x

 -
 ⟨

x
⟩)

2
⟩

t

(e)

10-4

10-2

100

10-1 100 101 102

⟨(
x

 -
 ⟨

x
⟩)

2
⟩

t

(f)

4 pav. Vidurkio (a,b,c) ir vidutinio kvadratinio nuokrypio (d,e,f) priklausomybė nuo laiko, kai
difunduojančios dalelės padėtis kinta pagal (62) lygtį. Pilka kreivė vaizduoja skaitmeninės simu-
liacijos rezultatus, juoda punktyrinė kreivė suskaičiuota pasinaudojant (64) išraiška, juoda taškinė
kreivė vaizduoja laipsninę priklausomybę nuo laiko: (a,b,c) ∼ t 1/[2(1−η)] , (d,e,f) ∼ t 1/(1−η). (d,e)
Tolydi juoda kreivė vaizduoja vaizduoja vidutinio kvadratinio nuokrypio tiesinę priklausomybę
nuo laiko. (d) stebima subdifuzija ir (e) superdifuzija. Parametrai: σ = 1, (a,d) η = − 1

2 , λ = −1;
(b,c) η = 1

2 , λ = 0; (c,f) η = 3
2 , λ = 5. Pradinė dalelės padėtis x0 = 1.

2.6.3 Eksponentinis difuzijos apribojimas

6.3 disertacijos skyriuje buvo tiriamas heterogeninės difuzijos procesas veikiamas išorinės

jėgos neproporcingos triukšmo indukuotam dreifui. Buvo parodyta, kad papildomos išorinės

jėgos tiesiškai proporcingos x įvedimas sutrumpina laiko intervalą, kuriame vidutinis kvadrati-

nis nuokrypis auga kaip netiesinė funkcija nuo laiko.

(62) lygtyje pridėjome išorinę pridėjome papildomą išorinę jėgą neproporcingą 2η − 1:

dx =
(
µx + σ2

(
η −

λ

2

)
x2η−1

)
dt + σxηdWt . (68)

Čia µ yra

µ = σ2(η − 1)x2(η−1)
m . (69)

Jeigu µ turi tą patį ženklą kaip η − 1 tuomet stacionarusis signalo x intensyvumų skirstinys

P0(x ) yra lygus

P0(x ) =
2|η − 1|xλ−1m

Γ
(

λ−1
2(η−1)

) x−λ exp
(
−

( xm
x

)2(η−1)
)
, (70)

Čia xm signalo intensyvumo vertė, kuria pasiekus prasideda P0(x ) laipsninės dalies eksponenti-

nis nupjovimas.
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Buvo suskaičiuotas nuo laiko priklausantis a - tasis x momentas

〈x a〉x0 =
Γ

(
λ−1−a
2(η−1)

)
Γ

(
λ−1

2(η−1)

) x am
(1 − e−2(η−1)µt )

a
2(η−1)

× 1F1 *
,

a
2(η − 1)

;
λ − 1

2(η − 1)
;−

x2(η−1)
m x2(1−η)

0

e2(η−1)µt − 1
+
-

(71)

5 paveikslėlyje pavaizduotas (68) lygties generuojamo signalo vidurkio ir vidutinio kvadratinio

nuokrypio augimas laikui bėgant. Kaip matome kreivės suskaičiuotos pagal analitinę išraišką

(71) sutampa su skaitmeniniais rezultatais.
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5 pav. Vidurkio (a,b,c) ir vidutinio kvadratinio nuokrypio (d,e,f) priklausomybė nuo laiko, kai di-
funduojančios dalelės padėtis kinta pagal (68) lygtį. Pilka kreivė vaizduoja skaitmenės simuliacijos
rezultatus, juoda punktyrinė kreivė suskaičiuota pasinaudojant (71) išraiška, juoda taškinė kreivė
vaizduoja laipsninę priklausomybę nuo laiko: (a,b,c) ∼ t 1/[2(1−η)] , (d,e,f) ∼ t 1/(1−η). Parametrai:
σ = 1, (a,d) η = − 1

2 , λ = −1, xm = 5; (b,c) η = 1
2 , λ = 0, xm = 100; (c,f) η = 3

2 , λ = 5, xm = 0.01.
Pradinė dalelės padėtis x0 = 1.

2.6.4 Anomalioji difuzija ir 1/ f triukšmas

6.4 disertacijos skyriuje buvo tiriamas stochastinė diferencialinės lygties su Levio triukšmu

generuojamo signalo vidutinio kvadratinio nuokrypio augimas laikui bėgant. Buvo parodyta,

kad (46) lygtis gali generuoti signalus pasižyminčius tiek 1/ f triukšmu, tiek anomaliąja difuzija

trumpuose laikuose.

Klasikinis Brauno judėjimas pasižymi vidutinio kvadratinio nuokrypio σ2(t ) tiesiniu au-

gimu laikui bėgant. Jeigu procesui būdingas vidutinio kvadratinio nuokrypio netiesinis augimas
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laikui bėgant,

σ2(t ) = 〈[x (t ) − 〈x (t )〉]2〉 ∼ t µ . (72)

tai sakoma, kad procesas pasižymi anomaliąja difuzija [2].

6 ir Fig. 7 paveikslėliuose pateikta (46) lygties generuojamų signalų σ2(t ) priklausomybės

nuo laiko.
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6 pav. (46) lygties generuojamo signalo vidutinio kvadratinio nuokrypio σ2(t ) priklausomybė
nuo laiko t . Tolydžios pilka ir juoda linijos vaizduoja σ2(t ) laipsninę priklausomybę nuo laiko,
σ2 ∼ t µ. (a) pavaizduota superdifuzija, kai Levio stabilumo inteksas yra lygus α = 1.5: juoda
kreivė η = 2.1, pilka kreivė η = 1.9. Atitinkamai skaitmeniškai nustatytos anomaliosios difuzijos
laipsnio rodiklio vertės µ yra µ = 1.4 and µ = 1.1. (b) subdifuzija, kai α = 1.2: juoda kreivė
η = 2.1, pilka kreivė η = 1.9. Atitinkamai anomaliosios difuzijos ekponetės vertės µ yra µ = 0.6
ir µ = 0.4. Kiti paremetrai: λ = 3, xmin = 1, xmax = 104, σ = 1.
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7 pav. (46) lygties generuojamo signalo vidutinio kvadratinio nuokrypioσ2(t ) priklausomybė nuo
laiko t , kai Levio stabilumo inteksas yra lygus α = 1. Tolydžios pilka ir juoda linijos vaizduoja
σ2(t ) laipsninę priklausomybę nuo laiko, σ2 ∼ t µ. (a) juoda kreivė vaizduoja superdifuziją η =
2.8, o pilka kreivė subdifuziją η = 2.9. Atitinkamai skaitmeniškai nustatytos anomaliosios difuzijos
laipsnio rodiklio vertės µ yra µ = 1.35 and µ = 0.9. (b) juoda kreivė η = 2.4, pilka kreivė η = 2.1.
Atitinkamai anomaliosios difuzijos ekponetės vertės µ yra µ = 0.5. Kiti paremetrai tokie patys
kaip ir 6 pav.

32



3 Išvados
1. Buvo parodyta, kad stochastinė diferencialinė (1) lygtis, generuojanti signalus pasižymi-

nčius laipsnine statistika ir 1/ f β triukšmu, gali aprašyti dalelių difuziją nehomogeninėje

aplinkoje. Pastaroji lygtis buvo išvesta supaprastinus Lanževeno ((4) ir (5)) lygtis, apraša-

nčias vienmatį Brauno judėjimą.

2. Sukabintų stochastinių diferencialinių (20) ir (21) lygčių sistema gali generuoti signalus

x t su galios spektriniu tankiu besielgiančiu kaip laipsninė funkcija, S ( f ) ∼ f −β , plačiame

dažnių intervale. Laipsnio rodiklis β aprašomas (25) formule. (20) lygtis aprašo signalo

x t fliuktuacijas, o (21) lygtis aprašo signalo x t kitimo spartą.

3. Spalvotojo triukšmo įvedimas vietoje baltojo (1) lygtyje nulemia papildomą dalelės difu-

zijos ribojimą, kuris pasireiškia, kaip eksponentinis nuplovimas galimų dalelės pozicijų

skirstinyje. Skirstinio pločio sumažėjimo turime susiaurėjusią dažnių sritį, kurioje stebi-

mas laipsninis galios spektrinis tankis.

4. (1) lygtyje Gauso triukšmas buvo pakeistas Levio (Lévy) α - stabiliuoju triukšmu. Šis pa-

keitimas nulėmė, kad modifikuotos (45) stochastinės diferencialinės lygties generuojamo

signalo galios spektrinio tankio laipsnio rodiklis papildomai priklauso nuo parametro α.

Laipsnio rodiklis β aprašomas (50) formule.

5. Laike trupmeninės Fokerio ir Planko lygties su laipsniniais koeficientais galios spektrinis

tankis elgiasi kaip laipsninė funkcija S ( f ) ∼ f −β , plačiame dažnių intervale. Laipsnio

rodiklis aprašomas (56) formule. Iš (56) išraiškos matyti, kad galios spektrinio tankio

laipsnio rodiklis yra didesnis už vienetą plačiame dažnių intervale.

6. Męs tyrėme išorinės jėgos įtaką heterogeninės difuzijos procesui. Buvo parodyta, kad

išorinės jėgos įvedimas nepakeičia vidutinio kvadratinio nuokrypio priklausomybės nuo

laiko laipsnio rodiklio, jeigu išorinė jėga proporcinga triukšmo indukuotam dreifui. Taip

pat buvo parodyta, kad išorinės jėgos, su kitokiu laipsnio rodikliu negu 2η − 1, įvedimas

apriboja laiko intervalą, kuriame stebima anomalioji difuzija.
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Summary
Transport properties in complex systems are usually characterized by anomalous scaling,

that is by a non-linear time dependency in the growth of the variance, σ2(t ) ∼ t µ , where t is the

elapsed time. This condition is known as an anomalous diffusion. In contrast to the anomalous

diffusion, in a typical diffusion process the variance of the particle position (or mean squared

displacement σ2
x ) is a linear function of time. Physically, the variance σ2(t ) can be considered

as the amount of space that the particle has “explored” in the system at given time t .

In this thesis we have derived nonlinear stochastic differential equations (SDEs) generating

signals with 1/ f spectrum in a wide range of frequencies together with power-law steady-state

distribution from Langevin equations describing Brownian particle motion in heterogeneous

media.

Bu using proposed SDEswe have studied the influence of external potentials on anomalous

diffusion and obtained analytic expressions for the transition probability as well as for the first

and the second moments. By using these expression we calculated the dependence of the mean

squared displacement on time.

We have studied the effect of colored noise on the motion of a Brownian particle in an

inhomogeneous environment. Existence of colored noise leads to additional restriction of the

diffusion seen as exponential cut-off of the distribution of particle positions and narrower range

of frequencies where 1/ f noise occurs.

We have showed that set of two nonlinearly coupled SDEs generates signals with power-

law power spectral density in a wide range of frequencies together with the almost arbitrary

steady-state distribution.

We have generalized nonlinear SDEs driven by Gaussian noise and generating signals with

1/ f spectrum by replacing the Gaussian noise with a more general Lévy stable noise.

We proposed time-fractional Fokker-Planck equation describing the subdiffusion of par-

ticles in an inhomogeneous medium resulting from inhomogeneous distribution of traps in the

media. We analytically solved proposed Fokker-Planck equation and obtained analytic expres-

sion for power spectral density.

The research covered in this dissertation was published in 8 papers. 7 papers were publis-

hed in ISI indexed journals. 8 paper was published in ISI indexed conference proceedings. 15

conference presentations were made based on the research covered in this dissertation.
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