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1 Moksliné problema ir tyrimo objektas

Isplétota tikimybiné skaiciy teorija, aprasanti naturaliyjy skaiciy skaidinius pirminiais dauginamaisiais,
ikvépé atlikti analogiskus isskaidomy kombinatoriniy struktury tyrimus. Suformuluosime kelis démesj pa-
traukusius skaiciy teorijos rezultatus.

Funkcija f : IN — C vadinsime adityvigja, jeigu f(nm) = f(n) + f(m) visiems tarpusavyje pirminiams
skai¢iams 7 ir m. Sios funkcijos yra visiskai apibréziamos savo reik§mémis pirminiy skai¢iy, kuriuos toliau
zymesime p, laipsniy aibéje. Taciau jy reiksmiy kitimas, kai argumentas perbéga natiiraliuosius skaicius, yra
chaotiskas, todél tenka nagrinéti skirstinius, kai m < n imami, pavyzdziui, su vienodomis tikimybémis. Taip
f(m) tampa atsitiktiniu dydziu, kurio net dispersijos analizé yra netriviali problema. Norédami pateikti jos

virsutinj jvertj, apibrézkime

ir
kY2
2, Lf ()]
pk§X p
Suformuluota P. Turdno [19] ir 1956 m. apibendrinta J. Kubiliaus (istorine apzvalga 7r. [13]), Zymioji

Turano-Kubiliaus nelygybé tvirtina, kad

Y If(n) = A(x)? < xB(x)?

n<x

tolygiai visiems realiesiems x > 2 ir visoms adityviosioms funkcijos f. Cia, kaip ir kitur $ioje santraukoje,
< yra zymens O(-) analogas.

Veliau P.D.T.A. Elliottas [6] irodé tokj aukstesnio laipsnio Turdno-Kubiliaus nelygybés analoga.

Tegu o € R. Tada egzistuoja tokia konstanta c, priklausanti nebent nuo w, kad tolygiai visoms adityvio-

stoms funkcijoms f ir visiems realiesiems x > 2 teisinga nelygybé

B o —k k © eia > 2;
Y 1) - A < e P T e b WO et
n<x B(x)”‘, jei0<a <2.

(1)

Be to, Elliottas savo [7] monografijoje jrodé nelygybe, dualia pastarajai. Dualizacijos metodo esmé
pateikta [5] knygoje; iSsamesnei jos teorijai ir taikymams skirta visa [7] monografija. Tai taip pat motyvavo
panasiy rezultaty kombinatorikoje paieskas.

Turdno-Kubiliaus nelygybé buvo apibendrinta ir adityviosioms funkcijoms, apibréztoms aritmetiniy pus-
grupiy klasése (apibrézimus ir motyvacija galima rasti [11] ir [12] knygose). Adityviyju pusgrupiy elementai
gali buti suvokiami kaip svorinés multiaibés. Imdami jas atsitiktinai, galime kelti ir spresti uzdavinius,
analogiskus nagrinétiesiems tikimybinéje skaiciy teorijoje. W.-B. Zhangas [22] nagrinéjo aritmetiniy funkeiju,
apibrézty adityviyju aritmetiniy pusgrupiy klaséje, dispersija, o S. Wehmeieris Siuos rezultatus praplété savo
[20] disertacijoje ir vélesniame [21] straipsnyje. Pateiksime viena rezultatu.

Aibés galia susitare Zyméti simboliu #, primename, kad monoida § = (§,-) vir$ skaicios generuo-
jancios ,pirminiy elementy®“ aibés P vadinsime adityvigja aritmetine pusgrupe, jeigu jame yra apibréztas
toks atvaizdis 0 : § — INp, kad d(ab) = d(a) + 9(b) visiems a,b € G, d(p) > 1 bet kokiam p € P ir
G(n) := #{a € §|d(a) = n} yra baigtinis visiems n. Tegul G(n) = Agq"(1+ R(n)), ¢ia A > 0, g > 1 yra



konstantos, o R(n) yra nykstantis liekamasis narys. Pazymékime P(n) := #{p € P|d(p) = n}. Nagrinekime
realiaja funkeija f(a) = L\, f(p), ¢la a € G. Tegul dabar

A= gy T fpIG(=a(p)
B = 5o L fret=a).

Pagrindinis [21] darbo rezultatas yra tokia teorema:
Jei tenkinama Cebysovo tipo salyga P(n) < G(n)/n ir R(n) = O(log(n) 1), tai

Siame darbe autorius sieké rasti kuo bendresnes pusgrupiy salygas, su kuriomis galioja Turdno-Kubiliaus
nelygybés analogas. Toks pat tikslas, tik kitoms kombinatoriniy struktury klaséms, keliamas ir Sioje
disertacijoje.

Didziulé Turdno-Kubiliaus nelygybés bei jvairiy apibendrinty jos varianty svarba ir taikymuy mastas
leidzia tikétis, kad jos analogas, iSvestas adityviosioms funkcijoms, apibéztoms kombinatoriniy struktury
klasése, taip pat bus vertingas. Eidamas Sia linkme, pirma rezultata atsitiktiniams keitiniams gavo E. Manstavi¢ius
[14]. Pries formuluoami jo teorema, jvesime keleta Zymeny ir apibrézimy.

Keitiniy o, apibrézty n galios aibéje, simetring grupe pazymékime S,,. Kanoniniame keitinio o € S,

skaidinyje ciklais ilgio j cikly skai¢iy pazymékime k;(c) € No, 1 < j < n. Tada vadinamasis cikly vektorius

k(o) == (ki(c), ..., ku(0))

tenkina lygybe £(k(v)) = n visiems o € S,. Cia £(5) :=1s1 + - - - 4 1y, kai § = (s1,...,5,) € NI. Toliau,
turédami tokj dvimatj realiuju skaiciy rinkinj {h;(s)}, 1 <j < nir s > 0, kad h;(0) := 0 visiems j < n,
adityviaja funkcija I : S, — R apibrézkime formule

jsn
Skirtingo ilgio ciklus suprasdami kaip analoga tarpusavyje pirminiams skai¢iams, galime nesunkiai paste-
béti panasuma j skai¢iy teorijoje apibréziama adityviaja funkcija. Jau galime perrasyti 5.3 iSvada is [14].
Kiekvienai adityviajai funkcijai h: S, — R, A € R ir a > 0 nelygybé

1
n!

Y. [h(o) = Al* < E| Y 1i(5) — Al (2)

ocEeS, j<n

galioja tolygiai visiems n € N. Cia Gjs ] < n, yra nepriklausomi Puasono atsitiktiniai dydZiai su parametrais
1/, E Zymi vidurkj, o konstanta Zymenyje < priklauso nebent nuo .
Kaip pastebéjo E. Manstavicius [14], o véliau ir jrodé (zr. [15]), naudodamiesi gerai zinomais nelygybémis

nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumy momentams (7r., pvz., [18]), i§ (2) galime iSvesti tokj rezultata.



Kiekvienai adityviajai funkcijai h: Sy, — R ir a > 0 nelygybé

1
= ) (o) - Ax* <
n! UGZS:n B, jei0<a<2,

B%+ By(a), jeia >2;

galioja tolygiai visiems n € IN. Cia konstanta Zymenyje < priklauso nebent nuo «,

(k
A, = Z h,]k(k!), Bu(a) := Z

jk<n jk<n

|k (k) |*
k!

ir By := (Ba(2))"%.

Analogija su Elliotto (1) rezultatu yra akivivaizdi. G.J. Babu ir E. Manstavi¢ius [2] iSvedé ir nelygybe
atsitiktiniams keitiniams, imamiems pagal Ewenso mata. Véliau E. Manstavicius [17] jrodé nelygybe
baigtinés aibés atvaizdziams j save. Sioje disertacijoje tesiame tyrima ir gauname momenty jveréius kombi-
natoriniy stuktury klasei, kuria sudaro vadinamieji ansamblias.

Disertacijos moksliniy tyrimy objektas — adityviosios funkcijos, apibréztos kombinatoriniy struktury
klasése, ir ju momentai. Disertacijos moksliniy tyrimuy problema — gauti adityviyjy funkciju momenty

ivercius, analogiskus Turdno-Kubiliaus ir (1) nelygybéms.



2 Aktualumas

Diskreciosios atsitiktinés strukturos figuruoja modeliuojant jvairius objektus biologijoje, kompiuteriy moksle,
fizikoje ir kt. Apzvalginiame H. Crane’o [4] straipsnyje pateikta daug Ewenso tikimybinio mato ir is jo iSvesty
skirstiniy taikymo pavyzdziy molekulinéje genetikoje, neutraliojoje biologinés jvairovés teorijoje, Bajeso
statistiniuose modeliuose, stochastiniuose kombinatoriniuose procesuose... Tokie skirstiniai aptinkami ir
fundamentinéje matematikoje: tikimybiy teorijoje, algebroje, skaiciy teorijoje. Adityviosios funkcijos naudo-
jamos sprendziant daugelj algebros, skaiciy teorijos ir kombinatorikos problemy. Adityviyjy statistiky, api-
brézty isskaidomose kombinatorinése strukturose, reikSmiy pasiskirstymas yra svarbi ir sudétinga problema.
Vienas jdomesniy ir reikalingesniy jos uzdaviniy — statistiky momenty jverciy radimas. Pazymeétina, kad
tikimybiné kombinatorika néra tiek paZzengusi Sioje kryptyje, kiek tikimybiné skai¢iy teorija (zr. P. Turdno,
J. Kubiliaus, P.D.T.A. Elliotto, I.Z. Ruzsos, I. Kétai ir K.-H. Indlekoferio darbus). Panasi teorija adi-
tyviesiems aritmetiniams pusgrupiams taip pat yra pla¢iau iSrutuliota (W.-B. Zhangas, S. Wehmeieris).
Keli E. Manstavi¢iaus darbai, skirti atsitiktiniams keitiniams bei atvaizdziams, §ios spragos neuzpildo. Sioje

disertacijoje plétojami minéty autoriy rezultatai.

3 Disertacijos struktura

Disertacija parasyta angly kalba. Ja sudaro jvadas, trys skyriai, iSvados ir literaturos sarasas. Ivade
apzvelgiama tematikos istorija, supazindinama su zinomais panasaus tipo rezultatais artimose matematikos
kryptyse, trumpai apibudinami gauti rezultatai ir jy sklaida.

Disertacijos tikslai isskaidyti j tris uzdavinius, kuriy kiekvienas yra nagrinéjamas atitinkamai pirmame,
antrame ir treciame skyriuose. Kiekviename jy pateikiami reikalingi apibrézimai, istorinés apzvalgos,
veéliau — suformuluojamos pagrindinés skyriaus teoremos. Pagalbiniy rezultaty ir teoremy jrodymai uzbaigia

skyrius.



4

Pagrindiniai uzdaviniai

Aprasysime pagrindinius matematinius uzdavinius, kurie nagrinéjami disertacijoje.

5

1. Adityviyjuy funkcijy dispersija apibendrintojo Ewenso skirstinio atzvilgiu.

Pirmame disertacijos skyriuje nagrinéjamos adityviosios funkcijos, apibréztos simetrinéje grupéje, kai
keitiniai yra imami pagal apibendrintajj Ewenso tikimybinj mata. Tokiy funkcijy dispersija apréziama

i§ virsaus per démeny dispersijy suma.

. Adityviyju funkciju, apibrézty atsitiktiniy ansambliy aibéje, dispersija.

Antrame skyriuje pateikiamas Turdno-Kubiliaus nelygybés analogas adityviosioms funkcijoms, api-
bréztoms atsitiktiniy ansambliy aibéje, ir jai duali nelygybé. Sie rezultatai apibendrina ankséiau
gautus jvercius keitiniams bei baigtinés aibés atvaizdziams j save ir Siek tiek patikslina rezultatus,

gautus pirmajame skyriuje.

. Adityviyjy funkcijy momentai Ewenso skirstinio atzvilgiu.

Trec¢iame skyriuje nagrinéjama adiciné vektoriy su neneigiamomis sveikosiomis koordinatémis pus-
grupé, kai joje yra apibréztas Ewenso tikimybinis matas. Gaunami adityviyju statistiky, apibrézty

minétoje pusgrupéje, momenty virsutiniai jveréiai. Rezultatas analogiskas Elliotto (1) nelygybei.

Tyrimy metodika

Naudojami kombinatoriniai, tikimybiniai ir analiziniai metodai. Plétojamos idéjos, kilusios tikimybinéje

skaiciy teorijoje.



6 Moksliniai rezultatai

6.1 Adityviyjuy funkcijy dispersija apibendrintojo Ewenso skirstinio atzvilgiu

Keitiniy o, apibrézty n galios aibéje, simetrine grupe pazymékime S,. Kanoniniame keitinio o € S,

skaidinyje ciklais j ilgio cikly skai¢iy pazymeékime k;(c) € No, 1 <j < n. Tada vadinamasis cikly vektorius

k(o) == (ki(c), ..., ku(0))

tenkina lygybe £(k(c)) = n visiems o € S,,. Cia £(5) := 1s1 + - - - + sy, kai § = (s1,...,5,) € NI. Toliau,
turédami tokj dvimatj realiujy skaiciy rinkinj {h;(s)}, 1 < j < nirs > 0, kad h;(0) := 0 visiems j < n,
adityviaja funkcija h : S;; — R apibrézkime formule

jsn

Tarkime, kad 6; > 0, 1 < j < n yra netapati nuliui seka, galbut priklausanti nuo n. Tada apibendrintasis
Ewenso tikimybinis matas apibréziamas formule
g - k(o) 0i\si 1
u (o} = Q) T167, Q= X T1(F) "< ces
jsn (@)=nj<n 17 5f
jei Q(n) > 0. Jei fiksave 6 > 0 turime 6; = 6, tada formulé 1/,(19) = V,Sg) apibrézia klasikinj Ewenso tikimybinj

mata. Siuo atveju

n

Q)=o) = ("1,

V,SQ)(IE(U) =35) =1{((3) = n}O(n)"! 1 (Q)Sj =: P,({5}),

-1
j<n i+ \1

dias e Oy = {§ € INj : £(3) = n}; be to, Zymenyje 1/2 bruksnj virSutiniame indekse praleidome. Tikimybiy
Py({5}), priskirty vektoriams § € (), iSraiSka gerai Zinoma kaip Ewenso atrankos formulé (zr. [8]).
Pirmame disertacijos skyriuje jvertinama h(c) dispersija V,(f)h(a) mato v atzvilgiu. Tokie dispersijos
iverciai labai praveréia jrodant didziujy skai¢iy désnj (zr., pvz., [10]).
Dél paprastumo pirmoji teorema formuluojama visiSkai adityviai funkcijai, apibréziamai reikSmémis
hi(s) = sa; su laisvai parenkamais a; € R, ¢ia j < n ir s > 0, ir klasikiniam Ewenso matui. Dispersija

(6) (6)

atzvilgiu v, ’ Zymékime V,;’. Tegul

Disertacijoje jrodoma, kad

Ry := B2 — Y VI (aik;(0)) = O(nmin{101B2),

j<n



kai n — oo. Tai paaiskina, kodél B,% naudojamas vertinant sumos h dispersijg i$ virSaus.

6.1.1 teorema. FEgzistuoja tokia konstanta C > 1, kad bet kokiai visiskai adityviai funkcijai h(c), 68 > 0 ir
n>1
v9n(o) < CB2.

Kai 6 > 1, nelygybé yra teisinga su C = 2, o dideliems n galima gauti dar mazesnes konstantas. Siekdami
supaprastinti B%, pritaikykime asimptotine formule
O(n—j)/O(m) = (1—j/m' (1+0((n—=)7"), 1<j<n-1,
isplaukiancia i§ gerai zinomo (zr. [9]) jverc¢io
0—1

O(m) = ["](1 —2) % = ’?(9) (1 +o(;)),

¢ia0 < 6 <T,m > 1, o konstanta zymenyje O(-) priklauso nebent nuo T. Kitame jvertyje, gautame

bendroms adityviosioms funkcijoms, tuo pasinaudojame. Dabar konstanta tampa galbut priklausoma nuo
6.

6.1.2 teorema. Egzistuoja tokia konstanta C(0) > 0, priklausanti nebent nuo 0, kad kiekvienai adityviajai
funkcijai h(o) irn >1

0 kh'(k)z ik 0—1
v On(o) SC(Q)jEn (;) ]k! (1_ n]+1) :

Adityviosios funkcijos dispersija Vsle)h((f) apibendrintojo Ewenso tikimybinio mato atzvilgiu vertinsime

per dydj

0\ khi(k)? —
Dy =), *]) ]Ed) Q(S(n)m'

jk<n J

Tolesnis rezultatas apibendrina 6.1.2 teorema.

6.1.3 teorema. Tarkime, kad0 < a < 0; < p < oo visiems j < n. Tada egzistuoja tokia teigiama konstanta

C1, priklausanti nebent nuo a ir B, kad

Vh(o) < D2

Irodant 6.1.3 teorema pasinaudota idéjomis, pasiulytomis A. Biré ir T. Szamuely [3].



6.2 Adityviyju funkcijy, apibrézty atsitiktiniy ansambliy aibéje, dispersija

Antrame disertacijos skyriuje nagrinéjamos adityviosios funkcijos, apibréztos isskaidomy kombinatoriniy
struktury, vadinamu ansambliais, klaséje. Ansamblio apibrézima pateikiame vadovaudamiesi [1] knyga.
Tarkime, jog n galios suzymeéty tasky aibé o yra suskaidyta j poaibius, ir j galios poaibiy skaic¢iy skaidinyje
pazymékime kj, 1 <j < n. Kiekvienam tokiam poaibiui, nepriklausomai nuo parinkty elementy, sudarykime
strukturg. Skaiciy skirtingy struktury, kurias galima sudaryti j galios poaibiui, pazymékime g; ir tegu
1 < gj < co. Poaibj su nurodyta struktira vadinsime ¢ komponente, vektoriy k() := (ki(c), ..., kn(0)),
kuriam £(k(0)) = n, jei £(5) := 1s1 4 --- + nsy, — komponenéiy vektoriumi. Tarkime, kad skaiCius g;
nepriklauso nuo kity poaibiy formavimo. Aibe ¢ su fiksuota komponenciy struktiira, turinéig paminétas
savybes, vadinsime ansambliu. Seka gj, j > 1, charakterizuoja ansambliy klase, kurig pazymesime G. Tegu

Gy C G — ansambliy, sudaryty i$ n galios aibés, aibé. Tegu

G(n) = 4G =nt Y T] (&)s’i =: n1Q(n).

1 .1
0(3)=n j=1 J: S].

Laikysime G(n) > 1 visiems n € INj.
Tolyguji tikimybinj mata virs G, poaibiy pazymeékime v,. Tada komponenciy vektorius yra pasiskirstes
pagal désnj

- n! r8insi 1
vy (k(o) =3) = (—) —,
n ) G(n) ]IJ '/ st
Cia § perbéga aibe vektoriy, kuriems ¢(5) = n. Tegul Aj=gi/ih1<j<n
Apsiribokime ansambliy klase, pasiulyta [16] darbe. Ji charakterizuojama keliomis teigiamomis kon-
stantomis p, @, 6, 6 ir ng > 1. Sakysime, kad ansambliy klasé yra silpnai logaritminé, jeigu tenkinamos
salygos:
Piri<e, j>1;
Y pljA; > 6n, n>ng;

jsn

nQ(n)p" > ¢ exp{ Y /\]-p]}, n>1.
j<n
Nagrinékime adityvigjg funkcijg h : G, — R. Kaip ir keitiniy atveju, ji apibréziama per dvimatj realiyjy
skaiciy rinkinj {h;(k)}, ¢ia j,k € N, jk < n ir h;(0) := 0 visiems j < n, formule

j<n

Adityviosios funkcijos i : G, — R vidurkj bei dispersija tolygaus mato v, atzvilgiu atitinkamai pazymékime

[E, ki ir V,h. Norime jvertinti

1

Vil = Gy

Y. (h(0) — Eyh)? = B, % — (Eqh)?

o€y

per reiksmes h;(k), jk < n.



Apibrézkime Q/(m), 0 <m < n, ] C {1,2,...,m}, formule

Q! (m) =

5

5)=m i<m ;!
OJele]

Pateikiamuose jverc¢iuose konstantos gali priklausyti nuo parametry p, ©, 6, 6’ ir ng > 1.

6.2.1 teorema. Tarkime, kad G yra silpnai logaritminé, o h : G, — R — adityvioji funkcija. Tada

1 | )= _7M

oGy | jk<n
Afhi(k)? QU (n — jk)
< - L2 B2 3
Low o Qw )

visiems n > 1.

Visiskai adityvia funkcija h apibrézkime lygybémis hj(k) = ajk su a; € R ir jk < n. Tokioms funkcijoms

gaunamas paprastesnis jvertis.

6.2.2 teorema. Tarkime, kad G yra silpnai logaritminé, o h : G, — R — visiskai adityvi funkcija. Tada

2
1 1 4 Qn—))
Vnh_G(n) aezgn L;la]<k]((7) Aj o0 )1
azQ(”—])
<<];1)\] o0 (4)

Kaip parodyta Elliotto [7] knygoje, abi nelygybés: (3) ir (4) — turi naudingas dualigsias formas. Toliau

zvaigzduté virs sumos Zenklo reiks, kad sumuojama tik pagal tuos j, kuriems A; # 0.

6.2.3 teorema. Nelygybés

K Qn Q{f}<n — jk)

jk<n o€y
< G(n) Y y(o)
0€Gn
1 Q(n) 2 Qn—))
> ]-Q<n—]>[[,§gﬂ(")("f(") )| <o ) L vl




6.3 Adityviyjy funkcijy momentai Ewenso skirstinio atzvilgiu

Tegu Q) := INjj yra adiciné vektoriy § pusgrupe, ¢ia 0 = (0,...,0) — nulinis vektorius. Jos dalinis sutvarky-
mas apibréZziamas nelygybe 5§ = (s1,...,8,) <= (f,..., ), reiskiandia, kad sj < tj kiekvienam 1 < j < n.
Vektorius §,t € Q) laikysime statmenais ir Zymésime § L f, jeigu s1fq + - - - + syty, = 0. Sakysime, kad vek-
torius F tiksliai jeina | vektoriy §, ir Zymesime f || 3, jeigu f < §ir F L §—F. Taip mes priartéjame prie
tikimybinéje skai¢iy teorijoje nagrinéjamos multiplikacinés pusgrupés IN (zr. [13] ir [5]), kurioje dalinis
sutvarkymas apibréziamas per daluma, o statmenumas ekvivalentus dviejy skaiéiy savybei buti tarpusavyje
pirminiams.

Iveskime Ewenso tikimybinj matg (7r. [8]). Tegul £(5) :=1s; + -+ 418y, § € Q, Oy :=L"1(n) = {5 €
Q: 4(5) =n}ir

O(n) := (

¢ia @ > 0 yra parametras. Tada zymioji Ewenso atrankos formulé yra tikimybé

0+n—1
n 7

P =000 T ($)" 5 = 000 1P, )
1

.| :
S].

priskiriama kiekvienam 5§ € Q). Patogumo délei mata praplésime visoje erdvéje Q) nustatydami P, ({5}) = 0,
kai § € O\ Q. Taigi kiekviena atvaizdj G : 3 — C galime suprasti kaip kompleksines reikSmes jgyjantj
atsitiktinj dydj, o
E.(G):=0(n)"' Y G(5)P(s)
5€Q)y,
bus jo vidurkis. Tegu Eg(G) := 1 kiekvienam G : Q) — C(. :
0

Pastebékime, kad apibréze Ewenso tikimybinj matg v, ’ virS simetrinés grupés S, formule
WO (o)) == 690 /(80 +1)--- (B +n—1)), €Sy,

kai 6 > 0 yra parametras, o w(o) — cikly skaic¢iaus funkcija, ir taikydami paprastus kombinatorinius

skaic¢iavimus (Zr. [1]), gauname sutapima:
w! (k() = 5) = Pa({5}),

jei 5 € Q. Taigi spresdami uzdavinius atsitiktiniy keitiniy statistikoms, igreik§toms per k(c), galime juos
suvesti | uzdavinius atitinkamoms atsitiktiniy vektoriy 5§ € )y, imamy su (5) tikimybémis, statistikoms.

Funkcija F : Q — C, F(0) := 1, vadinsime multiplikatyvigja, jeigu visiems tarpusavyje statmeniems
vektoriams 5, € IN{ teisinga lygybeé F(5+f) = F(5)F(F).

Funkcija H : ) — C vadinsime adityvigja, jeigu visiems tarpusavyje statmeniems vektoriams 3, € INjj
teisinga lygybe H(5+F) = H(3) + H(f). Taip pat apibrézkime h;(k) := H(ke;), h;(0) := 0 ir ¢; :=
,...,1,...,0), ¢ia vienintelis 1 stovi j-ojoje pozicijoje.

Trec¢iame disertacijos skyriuje iSvestos nelygybés kompleksinés funkcijos H(S) laipsniniams momentams.

Skaiciy teorijoje analogigkas rezultatas yra jau minéta (1) Elliotto nelygybeé.
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Pazymékime

AL (o () 20— 7k)
A=A, = jgnh](k)p](k) o)

O(n — jk)

Bn(“) = Z |h](k)|“p](k) @(1’1)

jk<n

it B:= (B4(2))"*. Cia a > 0.

Konstanta zymenyje < priklausys nebent nuo 6 ir «.

6.3.1 teorema. Jeigu H yra adityvioji funkcija, o 0 > 1 tai

B% + B, (a), jeia >2;
Eq(|H(3) - Al") < @
B%, jei0 <a <2,

tolygiai visiems n > 1.

Irodyme naudojameés Elliotto [6] darbo metodika. Jos pagrindas — multiplikatyviosios funkeijos ezH(5)/B

priklausancios nuo kompleksinio parametro z, vidurkio analizé.
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7 Rezultaty naujumas

Visi disertacijoje pateikti rezultatai yra nauji ir apibendrina ankstesniuosius.

8 ISvados

9

Tikimybinés skaiciy teorijos rezultatai turi savo analogus tikimybinéje kombinatorikoje ir tai atveria

galimybes tolimesniems tyrimams.
Disertacija patvirtina, kad tikimybinés teorijos keitiniams ir adicinéms pusgrupéms turi daug panasumuy.

Adityviyjuy funkcijy momenty jverciai panasus j jverCius nepriklausomiems atsitiktiniams dydziams.

Tai leidzia manyti, kad, neatsizvelgiant i konstantas, nelygybés yra tikslios.

Galime tikétis adityviyjuy funkcijy momenty apatiniy jverciy isvedimo.

Rezultaty aprobavimas

Disertacijoje gauti rezultatai buvo pristatyti Siuose praneSimuose ir mokslinése konferencijose:

>

On influence of probabilistic number theory to probabilistic combinatorics. The 13th Serbian Mathe-

matical Congress, Vrniacka Bania, Serbija, 2014 m. geguzés 2225 d.

On variance of an additive function with respect to a generalized Ewens probability. The 25th In-
ternational Conference on Probabilistic, Combinatorial and Asymptotic Methods for the Analysis of
Algorithms, AofA’14, Paryzius, Prancuzija, 2014 m. birzelio 1620 d.

On wvariance of an additive function on permutations. The 11th international Vilnius Conference on
Probability Theory and Mathematical Statistics, Vilnius, Lietuva, 2014 m. birzelio 30 d. — liepos 4 d.

Apie adityviyjy funkcijy, apibrézty ant atsitiktiniy ansambliy, dispersijg. Lietuvos matematiky draugi-
jos LVII konferencija, Vilnius, Lietuva, 2016 m. birzelio 20-21 d.

Variance of additive functions defined on random assemblies. The 27th International Conference
on Probabilistic, Combinatorial and Asymptotic Methods for the Analysis of Algorithms, AofA’16,
Krokuva, Lenkija, 2016 m. liepos 4-8 d.

Disertacija pristatyta Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto Tikimybiy teorijos ir

skaiciy teorijos katedros seminare 2017 m. rugséjo 25 d., o atskiri jos rezultatai pristatyti minétos katedros

seminaruose 2012-2017 mety laikotarpiu.
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10.2 Konferencijy pranesimy tezés:

> E. Manstavi¢ius, V. Stepanauskas (Stepas), On influence of probabilistic number theory to probabilistic
combinatorics.
http://tesla.pmf.ni.ac.rs/people/smak/book_of abstracts.pdf (2014), 15.

> V. Stepanauskas (Stepas), On variance of an additive function on permutations. 11th international
Vilnius Conference on Probability Theory and Mathematical Statistics, Abstracts of Communications
(2014), 234.
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http://aofa.tcs.uj.edu.pl/proceedings/aofa2016.pdf (2016), 278-280
arba arXiv:1605.04239v1 (2016).
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11 Summary

The doctoral dissertation deals with additive functions defined on combinatorial structures. The problem
is to estimate the moments of such functions, if a structure is taken at random. We establish analogues of
the well-known Turan-Kubilius inequality and other power moment estimates.

The dissertation consists of the Introduction, 3 Chapters devoted to 3 main problems accordingly, the
Conclusions and the Bibliography. The results of the thesis are published in 2 research articles, one more is
ready to be submitted. They have been contributed at 5 conferences as well as at the department seminars.

The main mathematical results presented in the dissertation are as follows:

1. Variance of additive functions with respect to a generalized Ewens probability. Chapter 1
deals with additive functions defined on the symmetric group, where a permutation is taken according
to a generalized Ewens probability. We establish an upper bound of its variance via a sum of variances

of the summands. The idea of our approach goes back to the paper by Biré and Szamuely [3].

2. Variance of additive functions defined on random assemblies. Chapter 2 presents an analogue
of the Turdn-Kubilius inequality for an additive function defined on random decomposable structures,
called assemblies (for a definition, see [1]). The result generalizes estimates obtained earlier in the
cases of permutations and mappings of a finite set into itself, but is also slightly different from the

results obtained in Chapter 1.

3. Moments of additive functions with respect to the Ewens Sampling Formula. Chapter 3
explores the additive semigroup of vectors with non-negative integer coordinates endowed with the
Ewens Probability Measure which plays an important role as a probabilistic space for many statistical
models. In them, additive and multiplicative statistics defined on the semigroup having decompositions
via dependent random variables raise an interest from many points of view. We obtain upper estimates
of the power moments of additive statistics defined on the semigroup. Our result is an analogue of

the higher power moment generalization of Turan-Kubilius inequality obtained by Elliott in [6].

In order to solve these mathematical problems, we used combinatorial, probabilistic and analytical

methods. The technical approaches applied in probabilistic number theory are adopted and further enriched.
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