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Tarkime, kad s = σ + it yra kompleksinis kintamasis, α , 0 < α 6 1, yra �ksuo-
tas parametras, o a = {am : m ∈ N0 = N ∪ {0}} yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu�
seka su minimaliu periodu k ∈ N. Periodin
e Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcija ζ(s, α; a)
pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s, α; a) =

∞∑
m=0

am
(m+ α)s

ir yra meromor�²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡.
Disertacijoje gaunamos ribin
es teoremos periodinei Hurvico dzeta funkcijai apie ti-

kimybiniu� matu� kompleksin
eje plok²tumoje silpn¡ji� konvergavim¡. Yra nagrin
ejami visi
galimi parametru� α atvejai.

Tikslas ir uºdaviniai. Disertacijos tikslas yra tikimybiniu� ribiniu� teoremu� i�rodymas
kompleksin
eje plok²tumoje periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms. Uºdaviniai yra ²ie:

1. I�rodyti vienmates ribines teoremas periodinei Hurvico dzeta funkcijai su i�vairios
aritmetin
es prigimties paramatru.

2. I�rodyti jungtines ribines teoremas periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms su i�vairiais
parametrais.

3. Identi�kuoti ribinius matus ribin
ese teoremose periodin
ems dzeta funkcijoms.

4. I�rodyti diskre£i¡sias ribines teoremas periodinei dzeta funkcijai.

Aktualumas. Dzeta funkciju� reik²miu� pasiskirstymas yra labai sud
etingas, tod
el jo
tyrimui yra taikomi i�vair	us metodai. Antrame pra
ejusio amºiaus de²imtmetyje H. Bo-
ras (Bohr) pasi	ul
e Rymano dzeta funkcijos asimptotinio elgesio charakterizavimui taikyti
statistini� metod¡. �i¡ savo id
ej¡ jis s
ekmingai i�gyvendino bendruose darbuose su B. Je-
senu (Jessen). 1930 ir 1932 m. jie i�rod
e ²iuolaikiniu� ribiniu� teoremu� apie tikimybiniu�
matu� kompleksin
eje plok²tumoje silpn¡ji� konvergavim¡ pirmtakus Rymano dzeta funkci-
jai. Ju� tyrimus t¦s
e Jesenas bei garsusis A. Selbergas (Selberg). Gautieji rezultatai buvo
i�dom	us ir atskleid
e Rymano dzeta funkcijos statistines savybes. Tod
el v
eliau suk	urus ben-
dr¡j¡ tikimybiniu� matu� silpnojo konvergavimo teorij¡, tikimybiniai metodai tapo vienu
i² galingu� tyrimo i�rankiu� dzeta funkciju� teorijoje. Daugelis skai£iu� teorijos specialistu� to-
liau vyst
e Boro id
ejas. Tarp ju� B. Bag£is (Bagchi), R. Garunk²tis, D. Dºoineris (Jogner),
A. Laurin£ikas, K. Macumotas (Matsumoto), J.-L. Mokleras (Mauclaire), J. �toidingas
(Steuding), A. Go²as (Ghosh). �ioje srityje s
ekmingai dirba grup
e jaunu� Japonijos,
Lietuvos ir Vokietijos matematiku�. Apie 1980 m. tapo ai²ku, jog tikimybin
es ribin
es
teoremos gali b	uti taikomos nagrin
ejant dzeta funkciju� svarbi¡ savyb¦ - universalum¡.
Tai dar labiau padidino d
emesi� tikimybiniams metodams dzeta funkciju� teorijoje. Visos
²ios pastabos rodo tikimybiniu� ribiniu� teoremu� dzeta funkcijoms tyrimu� aktualum¡.
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Metodai. Ribiniu� teoremu� periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms i�rodymui yra
taikomas Furj
e transformaciju� metodas bei silpnojo tikimybiniu� matu� konvergavimo
teorijos elementai, i�skaitant Prochorovo teoremas. Ribiniu� matu� identi�kavimas remi-
asi kai kuriu� transformaciju� grupiu� ergodi²kumu.

Naujumas. Visos ribin
es teoremos apie silpnai konverguojan£ius tikimybinius ma-
tus kompleksin
eje plok²tumoje yra naujos. Ribin
e teorema funkciju�, analiziniu� de²in
eje
kritin
es juostos pus
eje, erdv
eje periodinei Hurvico dzeta funkcijai su transcenden£iuoju
parametru α buvo nagrin
ejama A. Javtoko ir A. Laurin£iko straipsnyje [4] ry²ium su ²ios
funkcijos universalumo tyrimu.

Problemos istorija ir rezultatai. Jau min
ejome, kad pirm¡sias tikimybinio pob	u-
dºio ribines teoremas Rymano dzeta funkcijai

ζ(s) =

∞∑
m=0

1

ms
, σ > 1,

gavo Boras kartu su Jesenu. Tegul JA yra ma£ios aib
es A ⊂ R �ordano matas, o R
yra uºdaras sta£iakampis su kra²tin
emis, lygiagre£iomis kompleksin
es plok²tumos a²ims.
1930 m. jie i�rod
e, jog pusplok²tum
eje σ > 1 egzistuoja riba

lim
T→∞

J{t ∈ [0, T ] : log ζ(σ + it) ∈ R}
T

,

kuri priklauso tik nuo σ ir R. Po dvieju� metu�, jie i²pl
et
e k¡ tik pamin
et¡ teorem¡ i� sriti�
σ > 1

2 . �is atvejis yra sud
etingesnis, kadangi funkcija ζ(s) pusplok²tum
eje σ > 1
2 gali

tur
eti nuliu�. Tegul

G =
{
s ∈ C : σ > 1

2

}
\

⋃
sj=σj+itj

{
s = σ + itj : 1

2 < σ 6 σj
}
,

£ia sj perb
ega visus galimus funkcijos ζ(s) nulius juostoje {s ∈ C : 1
2 < σ < 1}. Tuomet

Boras ir Jesenas i�rod
e toki¡ teorem¡.

A teorema. Tarkime, kad σ > 1
2 . Tuomet egzistuoja riba

lim
T→∞

J{t ∈ [0, T ] : σ + it ∈ G, log ζ(σ + it) ∈ R}
T

def
= V (σ,R)

kuri priklauso tik nuo σ ir R.

Min
etu� teoremu� i�rodymui buvo naudojama gana sud
etinga Boro sukurta i²kilu� kreiviu�
sumu� teorija.

K. Macumotas (1989 m) i�vertino konvergavimo greiti� A teoremoje.

B teorema. Su visais σ ∈
(
1
2 , 1
)
ir ε > 0 yra teisingas i�vertis

J{t ∈ [0, T ] : σ + it ∈ G, log ζ(σ + it) ∈ R}

= V (σ,R)T + O
(

(JR+ ε)T (log log T )−(2σ−1)/(1−σ)+ε
)
.
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V
eliau K. Macumotas apibendrino Boro - Jeseno rezultatus bendresn
ems dzeta funkci-
joms.

Pra
ejus trims metams po Boro - Jeseno darbu�, Jesenas ir Vintneris pasi	ul
e nauj¡
tikimybiniu� matu� begaliniu� s¡s	uku� metod¡ funkcijos ζ(s) ribiniu� teoremu� i�rodymui.
Tegul measA yra ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego matas. Lebego prasme ma£iu� aibiu� seka
{An : An ⊂ R, n ∈ N} yra vadinama priimtina, jei measAn > 0 ir

lim
n→∞

measAn = +∞.

Yra du priimtinu� seku� tipai: neribotas ir ribotas. Pirmuoju atveju priimtina seka yra bet

kuri intervalu� (an, bn) seka, o antruoju - (0, bn) arba (an, 0), £ia atitinkamai bn − an →
+∞, bn → +∞ ir an → −∞, kai n → ∞. Tegul B(X) yra erdv
es X Borelio σ k	unas.
Tuomet turime toki¡ Jeseno - Vintnerio teorem¡.

C teorema. Jei σ > 1, tai neribotu atveju, o jei 1
2 < σ 6 1, tai ribotu atveju daºnis

meas{t ∈ An : ζ(σ + it) ∈ A}
measAn

, A ∈ B(C), (1)

kai n→∞, turi asimptotin¦ pasiskirstymo funkcij¡.

Pra
ejusio ²imtme£io viduryje buvo sukurta tikimybiniu� matu� silpnojo konvergavimo
teorija. Tegul P ir Pn, n ∈ N, yra tikimybiniai matai erdv
eje (X,B(X)), £ia X yra
metrin
e erdv
e. Primename, kad Pn, kai n→∞, silpnai konverguoja i� P , jei su kiekviena
realia, apr
eºta, tolydºia funkcija f erdv
eje X

lim
n→∞

∫
X

fdPn =

∫
X

fdP.

Taigi, ²ioje terminologijoje, C teorem¡ galima interpretuoti taip: (1) daºnis, kai n→∞,
silpnai konverguoja i� kuri� nors tikimybini� mat¡ Pσ erdv
eje (C,B(C)).

Jesenas ir Vintneris nagrin
ejo ir tikimybini� mat¡ Pσ. Pasirod
e, jog jis yra absoliu£iai
tolydus, t. y., egzistuoja tokia Lebego prasme integruojama funkcija pσ(x + iy), kad su
kiekviena aibe A ∈ B(C)

Pσ(A) =

∫∫
A

pσ(x+ iy)dxdy.

1948 m. Bor£senijus kartu su Jesenu funkcijai ζ(s) i�rod
e ribin¦ teorem¡, kuri yra
pana²i i� ²iuolaikines tikimybines teoremas. �iam tikslui jie pritaik
e beveik periodiniu�
funkciju� teorij¡. Yra teisinga tokia teorema

D teorema. Tarkime, kad σ > 1
2 yra �ksuotas. Tada su kiekvienu �ksuotu γ > 0,

meas{γ < t < δ : ζ(σ + it) ∈ A}
δ − γ

, A ∈ B(C),

7



kai δ →∞, silpnai konverguoja i� kuri� nors tikimybini� mat¡ Pσ erdv
eje (C,B(C)).

Patogiau yra naudoti toki� D teoremos analog¡ [7].

E teorema. Tarkime, kad σ > 1
2 yra �ksuotas. Tada erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja

toks tikimybinis matas Pσ, i� kuri�, kai T →∞, silpnai konverguoja

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C).

[7] monogra�joje E teorema yra i�rodyta charakteringu�ju� transformaciju� metodu.
Atvejis σ = 1

2 yra sud
etingesnis, funkcijai ζ(s) yra reikalingas normavimas. Pirmasis
rezultatas ²iuo atveju priklauso Selbergui (apie 1949 m., nepublikuotas).

F teorema. Tegul A yra bet kuri mati aib
e A ⊂ C, turinti teigiam¡ �ordano mat¡.
Tuomet

lim
T→∞

1

T
meas

{
t ∈ [0, T ] :

log ζ(1/2 + it)√
log log t

∈ A
}

=
1

π

∫∫
A

e−x
2−y2dxdy.

F teoremos i�rodymo kelias trumpai apra²ytas [5] monogra�joje.
A. Laurin£ikas [7] monogra�joje nagrin
ejo pa£i¡ funkcij¡ ζ

(
1
2 + it

)
, o ne jos logaritm¡.

Pirmiau formuluojame ribin¦ teorem¡ moduliui
∣∣ζ ( 12 + it

)∣∣. Tegul ψT > 0, ψT → ∞ ir
ψT = o(log log T ), kai T →∞. Be to,

G(x) =

{
Φ(log x), kai x > 0,

0, kai x 6 0,

£ia, kaip i�prasta,

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u

2/2du.

Funkcija G(x) yra logaritmi²kai normaliojo daºnio pasiskirstymo funkcija. Tuomet yra
teisingas toks tvirtinimas.

G teorema. Tegul σ ∈
[
1
2 ,

1
2 + ψT

√
log log T
log T

]
. Tuomet pasiskirstymo funkcija

1

T
meas

{
t ∈ [0, T ] : |ζ(σ + it)|(1/2 log log T )−1/2

< x
}
,

kai T →∞, konverguoja pata²kiui i� G(x).

Teorema, analogi²ka G teoremai, yra teisinga ir kompleksin
eje plok²tumoje. Papras-
tumo d
elei, j¡ formuluojame tik atveju σ = 1

2 [7].
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H teorema. Tegul P yra tikimybinis matas erdv
eje (C,B(C)) su charaktering¡ja
transformacija∫

C\{0}
|z|iteik arg zdP = exp

{
− t

2

2 −
k2

2

}
, t ∈ R, k ∈ Z.

Tuomet

1

T
meas

{
t ∈ [0, T ] :

(
ζ
(
1
2 + it

))(1/2 log log T )−1/2

∈ A
}
,

kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P .

Yra gerai ºinoma, kad Rymano dzeta funkcija pusplok²tum
eje σ > 1 turi Oilerio
sandaug¡

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1
pagal pirminius skai£ius p. Ta£iau ribin
es teoremos taip pat yra ºinomos ir dzeta funkci-
joms, kurios neturi Oilerio sandaugos. Papras£iausia i² tokiu� funkciju� yra Hurvico dzeta
funkcija. Tegul α, 0 < α 6 1, yra �ksuotas parametras. Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α)
pusplok²tum
eje σ > 1 yra apib
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s, α) =

∞∑
m=0

1

(m+ α)s

ir yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus paprast¡ji� poliu� ta²ke
s = 1 su reziduumu 1. Ai²ku, kad ζ(s, 1) = ζ(s) ir

ζ
(
s, 12
)

= (2s − 1) ζ(s).

I²skyrus ²iuos du parametro α atvejus, funkcija ζ(s, α) neturi Oilerio sandaugos pagal
pirminius skai£ius.

[10] monogra�joje, 5.1.1 teorema, randame toki� tvirtinim¡.

I teorema. Tarkime, kad σ > 1
2 yra �ksuotas. Tuomet erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja

toks tikimybinis matas Pσ, i� kuri�, kai T →∞, silpnai konverguoja

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it, α) ∈ A}, A ∈ B(C).

�i teorema duoda tik ribinio mato egzistavim¡, ta£iau ²io mato i²reik²tinis pavi-
dalas lieka neºinomas. Be to, ai²ku, kad ribinis matas turi priklausyti nuo parametro α.
Pastaroji problema funkcijai ζ(s, α) yra i²spr¦sta [10] monogra�joje analiziniu� funkciju�
erdv
eje.
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Rezultatas, analogi²kas I teoremai, [10] monogra�joje yra gautas sud
etingesnei Lercho
dzeta funkcijai L(λ, α, s), kuri pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama eilute

L(λ, α, s) =

∞∑
m=0

e2πiλm

(m+ α)s

ir yra meromor�²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡. �ia λ ∈ R yra kitas
�ksuotas parametras.

Ribin
es teoremos kompleksin
eje plok²tumoje yra nagrin
ejamos ir bendrosioms Dirich-
l
e eilut
ems

f(s) =

∞∑
m=1

a(m)e−λms, σ > σ0,

£ia {a(m) : m ∈ N} yra kompleksiniu� skai£iu� seka, o {λm : m ∈ N} yra did
ejanti realiu�ju�
skai£iu� seka,

lim
m→∞

λm = +∞.

Eil
eje A. Laurin£iko ir jo mokiniu� darbu� i�vairiose erdv
ese buvo i�rodytos ribin
es teoremos
funkcijai f(s). Pateikiame vien¡ [8] darbo teorem¡.

J teorema. Tarkime, kad funkcija f(s) yra meromor�²kai prat¦siama i� pusplok²tum¦
σ > σ1 su σ1 < σ0 ir visi poliai ²ioje pusplok²tum
eje priklauso kompaktinei aibei. Be to,
tegul srityje σ > σ1 galioja i�ver£iai

f(s) = O(|t|a), |t| ≥ t0, a ≥ 0,

ir ∫ T

−T
|f(σ + it)|2dt = O(T ), T →∞.

Tuomet erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas Pσ, i� kuri�, kai T → ∞,
silpnai konverguoja

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : f(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C).

Kai rodikliu� seka {λm} tenkina papildomas s¡lygas, galima nurodyti ir ribinio mato
Pσ i²reik²tini� pavidal¡.

J.-L. Mokleras taip pat nagrin
ejo [13] bendru�ju� Dirichl
e eilu£iu� reik²miu� pasiskirstym¡
ir joms i�rod
e daugiamates ribines teoremas analiziniu� bei periodiniu� funkciju� erdv
ese,
ta£iau ribiniu� matu� i²reik²tinis pavidalas tose teoremose n
era nurodomas. Kai rodikliu�
sekos tenkina papildomas s¡lygas, jis i�rod
e, kad ribiniai matai daugiamat
ese teoremose
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yra lyg	us atitinkamu� vienma£iu� ribiniu� teoremu� ribiniu� matu� sandaugai. Moklero nau-
dojamas metodas remiasi Besikovi£iaus beveik periodiniu� funkciju� teorija.

Disertacijos tyrimu� objektas, periodin
e Hurvico dzeta funkcija, yra klasikin
es Hurvico
dzeta funkcijos ζ(s, α) apibendrinimas. Tegul {am : m ∈ N0} yra periodin
e kompleksiniu�
skai£iu� seka su minimaliu periodu k ∈ N, o α, 0 < α 6 1, kaip ir funkcijos ζ(s, α)
apibr
eºime, yra �ksuotas parametras. Kaip jau min
ejome, periodin
e Hurvico dzeta
funkcija ζ(s, α; a) srityje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s, α; a) =

∞∑
m=0

am
(m+ α)s

.

I² sekos a periodi²kumo turime, kad

ζ(s, α; a) =
1

ks

k−1∑
l=0

alζ
(
s, α+lk

)
, σ > 1.

Taigi, funkcija ζ(s, α; a) yra Hurvico dzeta funkciju� tiesin
es kombinacijos ir daugiklio k−s

sandauga. Tod
el pastaroji lygyb
e ir funkcijos ζ(s, α) savyb
es duoda funkcijos ζ(s, α; a)
analizini� prat¦sim¡ i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus paprat¡ji� poliu� ta²ke s = 1 su
reziduumu

a
def
=

1

k

k−1∑
l=0

al.

Jei a = 0, tai tuomet periodin
e Hurvico dzeta funkcija yra sveikoji.

Disertacijoje yra nagrin
ejamos i�vairios ribin
es teoremos funkcijai ζ(s, α; a). Visose
ribin
ese teoremose yra nurodomos ribinio mato i²reik²tinis pavidalas. �is pavidalas pri-
klauso nuo parametro α aritmetin
es prigimties. Tod
el teoremu� formuluot
ems reikalingi
atitinkami apibr
eºimai. Tegul γ = {s ∈ C : |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kom-
pleksin
eje plok²tumoje. Apibr
eºiame aib¦

Ω1 =

∞∏
m=0

γm,

£ia γm = γ su visais m ∈ N0. Begaliniamatis toras Ω1 su sandaugos topologija ir
pata²kin
es daugybos operacija pagal Tichonovo klasikin¦ teorem¡ yra kompaktin
e topolo-
gin
e Abelio grup
e. Tod
el galime konstruoti tikimybin¦ erdv¦ (Ω1,B(Ω1),m1H), kurioje
m1H yra tikimybinis Haro matas ma£ioje erdv
eje (Ω1,B(Ω1)). Tegul ω1(m) yra ele-
mento ω1 ∈ Ω1 projekcija i� koordinatin¦ erdv¦ γm, m ∈ N0. Tikimybin
eje erdv
eje
(Ω1,B(Ω1),m1H) apibr
eºiame kompleksines reik²mes i�gyjanti� atsitiktini� dydi� ζ1(σ, α, ω1;
a)

ζ1(σ, α, ω1; a) =

∞∑
m=0

amω1(m)

(m+ α)σ
, σ >

1

2
.
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Tegul Pζ1 yra atsitiktinio dydºio ζ1(σ, α, ω1; a) pasiskirstymas, t.y.,

Pζ1(A) = m1H{ω1 ∈ Ω1 : ζ1(σ, α, ω1; a) ∈ A}, A ∈ B(C).

1 skyriaus pirmoji teorema nagrin
eja funkcij¡ ζ(s, α; a) su transcenden£iuoju parametru
α. Primename, kad α yra vadinamas transcenden£iuoju, jei jis n
era jokio polinomo p 6≡ 0
su racionaliais koe�cientais ²aknis.

1.1 teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius ir σ > 1
2 . Tuomet

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it, α; a) ∈ A}, A ∈ B(C),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ Pζ1 .

Pastebime, kad 1.1 teorema apibendrina ir sustiprina 5.1.1 teorem¡ i² [10], i�rodyt¡
Lercho dzeta funkcijai, tod
el ir I teorem¡, teising¡ Hurvico dzeta funkcijai, nes a yra
bet kuri periodin
e seka, be to, 1.1 teoremoje yra nurodomas ribinio mato i²reik²tinis
pavidalas.

Transcenden£iojo parametro α atvejis yra papras£iausias, kadangi ²iuo atveju aib
e

L(α) = {log(m+ α) : m ∈ N0}

yra tiesi²kai nepriklausoma vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno Q.
Antroje 1 skyriaus teoremoje yra nagrin
ejamas racionaliojo α = r

q , 0 < r 6 q,
(r, q) = 1, atvejis. Apibr
eºiame tor¡

Ω2 =
∏
p

γp,

£ia γp = γ su visais pirminiais p. �iuo atveju turime tikimybin¦ erdv¦ (Ω2,B(Ω2),m2H),
kurioje m2H yra tikimybinis Haro matas erdv
eje (Ω2,B(Ω2)). Tegul ω2(p) yra elemento
ω2 ∈ Ω2 projekcija i� koordinatin¦ erdv¦ γp. Prat¦siame funkcij¡ ω2(p) i� vis¡ aib¦ N
formul
es

ω2(m) =
∏
pl‖m

ωl2(p), m ∈ N,

pagalba, £ia pl‖m ºymi, kad pl | m, bet pl+1 6 |m. Dabar tikimybin
eje erdv
eje (Ω2,B(Ω2),
m2H) apibr
eºiame kompleksines reik²mes i�gyjanti� atsitiktini� dydi� ζ2(σ, α, ω2; a) formule

ζ2(σ, α, ω2; a) = ω2(q)qσ
∞∑
m=1

m≡r(mod q)

a(m−r)/qω2(m)

(m+ α)σ
, σ >

1

2
.

Tegul Pζ2 yra ²io elemento pasiskirstymas, t. y.,

Pζ2(A) = m2H{ω2 ∈ Ω2 : ζ2(σ, α, ω2; a) ∈ A}, A ∈ B(C).
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Tuomet antroji 1 skyriaus teorema yra tokia.

1.2 teorema. Tarkime, kad α = r
q yra racionalusis skai£ius ir σ > 1

2 . Tuomet

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it, α; a) ∈ A}, A ∈ B(C),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ Pζ2 .

Sud
etingiausias i² visu� yra algebrinio iracionaliojo α atvejis. Primename, kad α yra
algebrinis, jei egzistuoja toks polinomas p 6≡ 0 su racionaliaisiais koe�cientais, kad p(α) =
0. �iuo atveju n
era jokios grieºtos informacijos apie aib
es L(α) tiesini� nepriklausomum¡.
Yra ºinomas tik gilus Kaselso (Cassels) rezultatas [2], kad bent 51 procentas aib
es L(α)
elementu� tankio prasme yra tiesi²kai nepriklausomi vir² Q. Tegul I(α) yra maksimalus
tiesi²kai nepriklausomas aib
es L(α) poaibis. Tarkime, jog L(α) 6= I(α), kadangi lygyb
es
L(α) = I(α) atveju gauname, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, tod
el
turime toki¡ pat situacij¡ kaip ir transcenden£iojo α atveju. Apibr
eºiame aib¦ D(α) =
L(α) \ I(α) ir paºymime dm = log(m+ α) ∈ D(α). Jei dm ∈ D(α), tuomet i² aib
es I(α)
maksimalumo turime, kad aib
e I(α) ∪ {dm} jau yra tiesi²kai priklausoma vir² Q. Tod
el
atsiras tokie elementai im1

, . . . , imn
∈ I(α) ir k0, . . . , kn ∈ Z \ {0}, kad

dm = −k1
k0
im1
− . . .− kn

k0
imn

.

I² £ia i²plaukia, kad

m+ α = (m1 + α)−k1/k0 · · · (mn + α)−kn/k0 . (2)

�ia, ai²ku, kad mj , j = 1, . . . , n, ir kj , j = 0, 1, . . . , n, priklauso nuo m.
Apibr
eºiame du aib
es N0 poaibius

M(α) = {m ∈ N0 : log(m+ α) ∈ I(α)}

ir

N (α) = {m ∈ N0 : log(m+ α) ∈ D(α)}.

Be to, apibr
eºiame dar vien¡ tor¡

Ω3 =
∏

m∈M(α)

γm,

£ia γm = γ su visais m ∈ M(α). Gauname nauj¡ tikimybin¦ erdv¦ (Ω3,B(Ω3),m3H),
kurioje m3H yra tikimybinis Haro matas erdv
eje (Ω3,B(Ω3)). Tegul ω3(m) yra elemento
ω3 ∈ Ω3 projekcija i� koordinatin¦ erdv¦ γm, m ∈ M(α). Prat¦siame funkcij¡ ω3(m) i�
vis¡ aib¦ N0, kai m ∈ N (α) ir galioja (2), imdami

ω3(m) = ω3(m1)−k1/k0 · · ·ω3(mn)−kn/k0 .

13



�ia yra imamos pagrindin
es ²aknu� reik²m
es.
Apibr
eºiame pagalbini� tor¡

Ω̂ =
∏

m∈N (α)

γm,

£ia γm = γ su visaism ∈ N (α). Tegul ω̂(m) yra elemento ω̂ ∈ Ω̂ projekcija i� koordinatin¦
erdv¦ γm , m ∈ N (α). Apibr
eºiame funkcij¡ h : Ω3 → Ω̂ formule

ω̂(m) = ω3(m1)−k1/k0 · · ·ω3(mn)−kn/k0 , m ∈ N (α),

kai galioja (2) lygyb
e.

A hipotez
e. Funkcija h yra siurjektyvi, t.y., kiekvienas elementas ω̂ turi pirmvaizdi�.

Laikydami, kad A hipotez
e yra teisinga, tikimybin
eje erdv
eje (Ω3,B(Ω3),m3H) api-
br
eºiame kompleksines reik²mes i�gyjanti� atsitiktini� dydi�

ζ3(σ, α, ω3; a) =

∞∑
m=0

amω3(m)

(m+ α)σ
, σ >

1

2
, (3)

ir tegul Pζ3 yra jo pasiskirstymas, t.y.,

Pζ3(A) = m3H{ω3 ∈ Ω3 : ζ3(σ, α, ω3; a) ∈ A}, A ∈ B(C).

A hipotez
e yra reikalinga i�rodymui, kad (3) eilut
e konverguoja su beveik visais ω3 ∈ Ω3

mato m3H atºvilgiu. Disertacijos 2 skyrius yra skirtas algebrinio iracionaliojo parametro
α atveju. Gauta tokia teorema.

2.1 teorema. Tarkime, kad α yra algebrinis iracionalusis skai£ius, teisinga A hipo-
tez
e ir σ > 1

2 . Tuomet

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it, α; a) ∈ A}, A ∈ B(C),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ Pζ3 .

Pastebime, kad pirmoji ribin
e teorema Hurvico dzeta funkcijai su algebriniu iracio-
naliuoju parametru α pusplok²tum
eje σ > 1 buvo i�rodyta [9] darbe. Atvejis, kai σ > 1

2 ,
kol kas n
era i²nagrin
etas. Lercho dzeta funkcijai yra ºinomas 2.1 teoremos analogas, kai
k1
k0
, . . . , knk0 yra sveikieji skai£iai. Ai²ku, kad tai yra labai stiprus reikalavimas.
Antroji disertacijos pus
e yra skirta periodiniu� Hurvico dzeta funkciju� jungtin
ems

ribin
ems teoremoms kompleksin
eje plok²tumoje. Pirmoji tokio tipo teorema Lercho dzeta
funkcijoms buvo gauta [11] darbe. Tegul L(λ1, α1, s), . . . , L(λr, αr, s) yra Lercho dzeta
funkciju� rinkinys ir Cr = C× · · · × C︸ ︷︷ ︸

r

.
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2.2 teorema. Tarkime, kad min
16j6r

σj >
1
2 . Tada erdv
eje (Cr,B(Cr)) egzistuoja toks

tikimybinis matas P , i� kuri�, kai T →∞, silpnai konverguoja

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : L(λ1, α1, σ1 + it), . . . , L(λr, αr, σr + it) ∈ A}, A ∈ B(Cr).

Matome, kad ²ioje teoremoje yra i�rodytas tik ribinio mato P egzistavimas, ta£iau
i²reik²tinis pavidalas n
era nurodytas. Ai²ku, kad P priklauso nuo σ1, . . . , σr ir Lercho
dzeta funkciju� parametru�.

V
eliau i�vair	us autoriai i�rod
e vis¡ eil¦ jungtiniu� ribiniu� teoremu� dzeta funkcijoms
analiziniu� funkciju�, apibr
eºtu� de²in
ese kritiniu� juostu� pus
ese, erdv
eje. �ios teoremos
buvo naudojamos nagrin
ejamu� dzeta funkciju� universalumui i�rodyti.

Pirmoji disertacijos jungtin
e ribin
e teorema yra skirta periodin
ems Hurvico dzeta
funkcijoms su algebri²kai nepriklausomais parametrais vir² Q. Primename, kad skai£iai
α1, . . . , αr yra algebri²kai nepriklausomi vir² Q, jei n
era jokio polinomo p 6≡ 0 su raciona-
liaisiais koe�cientais, kad p(α1, . . . , αr) = 0. Tegul r ∈ N\{1}, o ζ(s, αj ; aj) yra periodin
e
Hurvico dzeta funkcija su parametru αj , 0 < αj 6 1, ir periodine kompleksiniu� skai£iu�
seka aj = {amj : m ∈ N0} su minimaliuoju periodu kj ∈ N, j = 1, . . . , r. Trumpumo
d
elei, naudojame ºymenis α = (α1, . . . , αr), a = (a1, . . . , ar), σ = (σ1, . . . , σr), s =
(s1, . . . , sr), σ + it = (σ1 + it, . . . , σr + it) ir

ζ(s, α; a) = (ζ(s1, α1; a1), . . . , ζ(sr, αr; ar)).

Apibr
eºiame

Ω1 =

r∏
j=1

Ω1j ,

£ia Ω1j = Ω1, su visais j = 1, . . . , r. Ω1, kaip kompaktiniu� topologiniu� grupiu� Dekarto
sandauga, yra taip pat kompaktin
e topologin
e grup
e. Tod
el erdv
eje (Ω1,B(Ω1)) gali-
ma apibr
eºti tikimybini� Haro mat¡ m1H ir gauname tikimybin¦ erdv¦ (Ω1,B(Ω1),m1H).
Grup
es Ω1 elementus ºymime simboliu ω = (ω1, . . . , ωr) ir tikimybin
eje erdv
eje (Ω1,
B(Ω1),m1H) apibr
eºiame Cr reik²mi� atsitiktini� element¡

ζ(σ, α, ω; a) = (ζ(σ1, α1, ω1; a1), . . . , ζ(σr, αr, ωr; ar)),

£ia σj > 1
2 ir

ζ(σj , αj , ωj ; aj) =

∞∑
m=0

amjωj(m)

(m+ αj)σj
, j = 1, . . . , r.

Tegul P1ζ yra atsitiktinio elemento ζ(σ, α, ω; a) pasiskirstymas, t.y.,

P1ζ(A) = m1H

{
ω ∈ Ω1 : ζ(σ, α, ω; a) ∈ A

}
, A ∈ B(Cr).
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Tuomet pirmoji 3 skyriaus teorema turi toki� pavidal¡.

3.1 teorema. Tarkime, kad min
16j6r

σj > 1
2 , o skai£iai α1, . . . , αr yra algebri²kai

nepriklausomi vir² Q. Tuomet

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it, α; a) ∈ A}, A ∈ B(Cr),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P1ζ .

Antroje 3 skyriaus teoremoje yra nagrin
ejamas racionaliu�ju� parametru� α1, . . . , αr
atvejis. Tarkime, kad αj =

aj
qj
, aj , qj ∈ N, 0 < aj < qj , (aj , qj) = 1, j = 1, . . . , r.

Naudodami 1.2 teoremos ºymenis, tikimybin
eje erdv
eje (Ω2,B(Ω2),m2H) apibr
eºiame
Cr reik²mi� atsitiktini� element¡

ζ(σ, α, ω2; a) = (ζ(σ1, α1, ω2; a1), . . . , ζ(σr, αr, ω2; ar)),

£ia σj > 1
2 ,

ζ(σj , αj , ω2; aj) = ω2(qj)q
σj

∞∑
m=1

m≡aj(mod qj)

a(m−aj)/qjω2(m)

mσj
, j = 1, . . . , r,

ir ω2(qj) ºymi ω2(qj) jungtini�. Tegul P2ζ yra atsitiktinio elemento ζ(σ, α, ω; a) pa-
siskirstymas, t.y.,

P2ζ(A) = m2H{ω2 ∈ Ω2 : ζ(σ, α, ω2; a) ∈ A}, A ∈ B(Cr).

Tuomet turime toki� 3.1 teoremos analog¡.

3.2 teorema. Tarkime, kad min
16j6r

σj >
1
2 ir αj =

aj
qj
, aj , qj ∈ N, 0 < aj < qj,

(aj , qj) = 1, j = 1, . . . , r. Tuomet

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it, α; a) ∈ A}, A ∈ B(Cr),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P2ζ .

Disertacijos 4 skyriuje yra gauta jungtin
e ribin
e teorema kompleksin
eje plok²tumoje
periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms su algebriniais iracionaliaisiais parametrais. Kaip
ir vienma£iu atveju, ²i teorema remiasi viena hipoteze.

Tegul j = 1, . . . , r, o I(αj) yra maksimalus tiesi²kai nepriklausomas vir² Q aib
es L(αj)
poaibis. Laikome, kad L(αj) 6= I(αj) ir apibr
eºiame aib¦ D(αj) = L(αj) \ I(αj). Jei
dmj = log(m+αj) ∈ D(αj), tai tuomet aib
e I(αj)∪ {dmj} jau yra tiesi²kai priklausoma
vir² Q. Tod
el egzistuoja tokie elementai im1j , . . . , imnj ∈ I(αj) ir k0j , . . . , knj ∈ Z \ {0},
kad

dmj = −k1j
k0j

im1j
− . . .− knj

k0j
imnj

.
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I² £ia randame, kad su visais j = 1, . . . , r

m+ αj = (m1 + αj)
−k1j/k0j · · · (mn + αj)

−knj/k0j . (4)

Apibr
eºiame aibes

M(αj) = {m ∈ N0 : log(m+ αj) ∈ I(αj)}, j = 1, . . . , r,

ir

N (αj) = {m ∈ N0 : log(m+ αj) ∈ D(αj)}, j = 1, . . . , r.

Tegul

Ω3j =
∏

m∈M(αj)

γm,

£ia γm = γ su visais m ∈M(αj), j = 1, . . . , r, ir

Ω3 =

r∏
j=1

Ω3j .

Tuomet aib
e Ω3 v
el yra kompaktin
e topologin
e grup
e. Tod
el erdv
eje (Ω3,B(Ω3)) egzis-
tuoja tikimybinis Haro matas m3H , ir turime tikimybin¦ erdv¦ (Ω3,B(Ω3),m3H). Tegul
ω3j(m) yra elemento ω3j ∈ Ω3j projekcija i� koordinatin¦ erdv¦ γm, m ∈ M(αj). Kai
galioja (4) lygyb
e, prat¦siame funkcij¡ ω3j(m) i� vis¡ aib¦ N0 naudodami formul¦

ω3j(m) = ω3j(m1)−k1j/k0j · · ·ω3j(mn)−k1j/k0j , m ∈ N (αj), j = 1, . . . , r.

�ia imamos pagrindin
es ²aknu� reik²m
es.
Tegul

Ω̂j =
∏

m∈N (αj)

γm,

£ia γm = γ su visais m ∈ N (αj), j = 1, . . . , r. Tegul ω̂j(m) yra elemento ω̂j ∈ Ω̂j
projekcija i� koordinatin¦ erdv¦ γm , m ∈ N (αj), o funkcija hj : Ω3j → Ω̂j , kai galioja
(4) lygyb
e, yra apibr
eºiama formule

ω̂j(m) = ω3j(m1)−k1j/k0j · · ·ω3j(mn)−knj/k0j , m ∈ N (αj).

Ar hipotez
e. Su visais j = 1, . . . , r, funkcija hj yra siurjektyvi.

Grup
es Ω3 elementus ºymime ω3 = (ω31, . . . , ω3r) ir tardami, kad Ar hipotez
e yra
teisinga, tikimybin
eje erdv
eje (Ω3,B(Ω3),m3H) apibr
eºiame Cr reik²mi� atsitiktini� ele-
ment¡

ζ(σ, α, ω3; a) = (ζ(σ1, α1, ω31; a1), . . . , ζ(σr, αr, ω3r; ar)),
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£ia σj > 1
2 ir

ζ(σj , αj , ω3j ; aj) =

∞∑
m=0

amjω3j(m)

(m+ αj)σ
j , j = 1, . . . , r.

Tegul P3ζ yra atsitiktinio elemento ζ(σ, α, ω3; a) pasiskirstymas, t. y.,

P3ζ(A) = m3H{ω3 ∈ Ω3 : ζ(σ, α, ω3; a) ∈ A}, A ∈ B(Cr).

Pagrindinis 4 skyriaus rezultatas yra tokia teorema.

4.1 teorema. Tarkime, kad α1, . . . , αr yra algebriniai iracionalieji skai£iai, Ar hi-
potez
e yra teisinga, ir aib
e

L(α1, . . . , αr) = {(log(m+ α1) : m ∈M(α1)), . . . , (log(m+ αr) : m ∈M(αr))}

yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q ir min16j6r σj >
1
2 . Tada

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it, α; a) ∈ A}, A ∈ B(Cr),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P3ζ .

Disertacijos 5 skyriuje yra i�rodoma �mi²ri� jungtin
e ribin
e teorema periodin
ems Hur-
vico dzeta funkcijoms. �iame skyriuje nagrin
ejamas periodiniu� Hurvico dzeta funkciju�
rinkinys, sudarytas i² dzeta funkciju� su algebri²kai nepriklausomais parametrais ir dzeta
funkciju� su racionaliaisiais parametrais.

Tegul σ = (σ1, . . . , σr, σ̂1, . . . , σ̂r1), α = (α1, . . . , αr, α̂1, . . . , α̂r1), a = (a1, . . . , ar,
â1, . . . , âr1), o

ζ(s, α, a) = (ζ(s, α1, a1), . . . , ζ(s, αr, ar), ζ(s, α̂1, â1), . . . , ζ(s, α̂r1 , âr1)).

�ia parametrai α1, . . . , αr yra algebri²kai nepriklausomi vir² Q, o parametrai α̂1, . . . , α̂r1
yra racionalieji. Sekos a1, . . . , ar yra tokios pat, kaip ir 3.1, 3.2 ir 4.1 teoremose, o seka
âj = {âmj : m ∈ N0} su visais j = 1, . . . , r1 yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu� seka su
minimaliuoju periodu k̂j ∈ N.

Apibr
eºiame Ω = Ω1 × Ω2, £ia Ω1 yra apibr»tas 3.1 teoremoje, o Ω2 yra naudo-
jamas 1.2 teoremoje. Tuomet Ω v
el yra kompaktin
e topologin
e Abelio grup
e, ir mes
turime tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH), kurioje mH yra tikimybinis Haro matas. Tegul
ω = (ω11, . . . , ω1r;ω2) yra grup
es Ω elementai, ir tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH),
apibr
eºiame Cr+r1 reik²mi� atsitiktini� element¡

ζ(σ, α, ω; a) = (ζ(σ1, α1, ω11; a1), . . . , ζ(σr, αr, ω1r; ar), ζ(σ̂1, α̂1, ω2; â1), . . . ,

ζ(σ̂r1 , α̂r1 , ω2; âr1)),
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£ia σj > 1
2 ,

ζ(σj , αj , ω1j ; aj) =

∞∑
m=0

amjω1j(m)

(m+ αj)σj
, j = 1, . . . , r,

ir σ̂j > 1
2 ,

ζ(σ̂j , α̂j , ω2; âj) = ω2(qj)qj
σ̂j

∞∑
m=1

m≡aj(mod qj)

â(m−aj)/(qj)ω2(m)

mσ̂j
,

su α̂j =
aj
qj
, 0 < aj < qj , (aj , qj) = 1, j = 1, . . . , r1.

Tegul Pζ yra atsitiktinio elemento ζ(σ, α, ω; a) pasiskirstymas, t.y.,

Pζ(A) = mH{ω ∈ Ω : ζ(σ, α, ω; a) ∈ A}, A ∈ B(Cr+r1).

Be to, trumpumo d
elei, tegul

ζ(σ, α; a) = (ζ(σ1, α1; a1), . . . , ζ(σr, αr; ar), ζ(σ̂1, α̂1; â1), . . . , ζ(σ̂r1, α̂r1 ; âr1)).

Tuomet 5 skyriuje gauta tokia �mi²ri� jungtin
e ribin
e teorema.

5.1 teorema. Tarkime, kad skai£iai α1, . . . , αr yra algebri²kai nepriklausomi vir² Q,
α̂j =

aj
qj
, 0 < aj < qj, aj , qj ∈ N, (aj , qj) = 1, j = 1, . . . , r1, ir

min( min
16j6r

σj , min
16j6r1

σ̂j) >
1

2
.

Tuomet

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it, α; a) ∈ A}, A ∈ (B(Cr+r1)),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ Pζ .

Visu� i�rodytu� teoremu� formulavimai rodo, kad ribiniu� matu� forma priklauso nuo
parametro α aritmetin
es prigimties. Visos anks£iau pateiktos teoremos yra tolydaus tipo,
nes menamoji dalis t jose gali i�gyti bet kurias realias reik²mes. Ta£iau galime nagrin
eti ir
diskre£i¡sias ribines teoremas, kuriose t i�gyja reik²mes i² kurios nors diskre£iosios aib
es,
tarkime, aritmetin
es progresijos {hk : k ∈ N0} su duotu skirtumu h > 0. Diskre£i¡sias
ribines teoremas dzeta ir L funkcijoms savo disertacijoje [1] nagrin
ejo B. Bag£is. Jis i�rod
e
diskre£i¡sias ribines teoremas Rymano dzeta funkcijai ir Dirichl
e L funkcijoms analiziniu�
funkciju� erdv
eje, ir pritaik
e jas ²iu� funkciju� universalumo tyrimui. R. Ka£inskait
e i�rod
e
[6] diskre£i¡sias ribines teoremas Macumoto dzeta funkcijai, J. Ignatavi£i	ut
e nagrin
ejo [3]
diskre£i¡sias ribines teoremas Lercho dzeta funkcijai, o R. Macaitien
e [12]- bendrosioms
Dirichl
e eilut
ems. Visuose pamin
etuose darbuose progresijos skirtumas h buvo specialios
formos.
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Disertacijos 6 skyriuje gauti tokie rezultatai. Tegul

L(α, h, π) =
{

(log(m+ α) : m ∈ N0), πh
}
,

o #A yra aib
es A elementu� skai£ius. Atsitiktinis dydis ζ1(σ, α, ω1; a) ir jo pasiskirstymas
yra tie patys kaip ir 1.1 teoremoje.

6.1 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α, h, π) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q ir
σ > 1

2 . Tada

1

N + 1
#{0 6 k 6 N : ζ(σ + ikh, α; a) ∈ A

}
, A ∈ B(C)),

kai N →∞, silpnai konverguoja i� Pζ1 .

Antroje 6 skyriaus teoremoje nagrin
ejama bendresn
e diskre£ioji aib
e negu aritmetin
e
progresija. Primename, kad L(α) = {log(m+ α) : m ∈ N0}.

6.2 teorema. Tarkime, kad σ > 1
2 , 0 < β < 1 ir h > 0 yra �ksuoti skai£iai, o aib
e

L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q. Tada
1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : ζ(σ + ikβh, α; a) ∈ A
}
, A ∈ B(C)),

kai N →∞, silpnai konverguoja i� Pζ1 .

6.2 teoremos i�rodymas remiasi tuo, kad seka {kβ : k ∈ N0} yra tolygiai pasiskirs£iusi
moduliu 1. Tai rei²kia, kad su kiekvienu intervalu [a, b) ⊂ [0, 1)

lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
k=0

χ[a,b)({kβ}) = b− a.

�ia {kβ} yra trupmenin
e skai£iaus kβ dalis, o χ[a,b) yra aib
es [a, b) indikatorius.

I²vados. Disertacijoje gauta, kad periodiniu� Hurvico dzeta funkciju� reik²miu� pa-
siskirstymas pusplok²tum
eje σ > 1

2 vertikaliose ties
ese pakl	usta tikimybiniams d
esniams.
Teisingos tokios teoremos:

1. Ribin
es teoremos su i²reik²tiniu ribiniu� matu� pavidalu apie silpn¡ji� tikimybiniu�
matu� kompleksin
eje plok²tumoje konvergavim¡ periodin
ems Hurvico dzeta funkci-
joms su racionaliuoju arba transcenden£iuoju parametru. Algebrinio iracionaliojo
parametro atveju tokia teorema teisinga su viena atvaizdºiu� hipoteze.

2. Jungtin
es ribin
es teoremos i� i²reik²tiniu ribiniu� matu� pavidalu apie silpn¡ji� tiki-
mybiniu� matu� daugiamat
eje kompleksin
eje plok²tumoje konvergavim¡ periodiniu�
Hurvico dzeta funkciju� rinkiniui su algebri²kai nepriklausomais arba racionaliaisiais
parametrais. Analogi²ka teorema algebriniu� iracionaliu�ju� parametru� atveju galioja
su viena atvaizdºiu� hipoteze.

3. Mi²ri jungtin
e ribin
e teorema periodiniu� Hurvico dzeta funkciju� su algebri²kai
nepriklausomais ir racionaliaisiais parametrais rinkiniui.

4. Diskre£iosios ribin
es teoremos periodinei Hurvico dzeta funkcijai.
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Aprobacija. Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Lietuvos matematiku� draugijos
konferencijose (2010-2017) ir tarptautin
ese MMA (Mathematical Modelling and Anal-
ysis) konferencijose (MMA 2010: Geguº
es 26-29, 2010, Druskininkai), (MMA 2011:
Geguº
es 25-28, 2011, Sigulda, Latvija), (MMA 2012: Birºelio 6-9, 2012, Talinas, Estija),
(MMA 2013: Geguº
es 27-30, 2013, Tartu, Estija), (MMA 2014: Geguº
es 26-29, 2014,
Druskininkai), (MMA 2015: Geguº
es 26-29, 2015, Sigulda, Latvija), (MMA 2016: Birºe-
lio 1-4, 2016, Tartu, Estija), (MMA 2017: Geguº
es 30-birºelio 2, 2017, Druskininkai)).
Be to, jie buvo pristatyti Vilniaus universiteto skai£iu� teorijos seminaruose bei �iauliu�
universiteto matematikos seminaruose.
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Summary
In the thesis, limit theorems on the weak convergence of probability measures on the

complex plane for periodic Hurwitz zeta-functions are obtained.
Let s = σ + it be a complex variable, 0 < α 6 1 be a �xed parameter, and let

a =
{
am : m ∈ N0 = N ∈ N ∪ {0}

}
be a periodic sequence of complex numbers with

minimal period k ∈ N. The periodic Hurwitz zeta-function ζ(s, α; a) is de�ned, for σ > 1,
by the Dirichlet series

ζ(s, α; a) =

∞∑
m=0

am
(m+ α)s

,

and is meromorphically continued to the whole complex plane with the unique possible
simple pole at the point s = 1.

In the thesis, various cases of the parameter α are considered. If α is transcendental
or rational, then it is proved that

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it, α; a) ∈ A}, A ∈ B(C),

with σ > 1
2 converges weakly to explicitly given probability measure on (C,B(C)) (B(C)

denotes the Borel σ �eld of C) as T →∞. For algebraic rational α, a certain hypothesis
is used.

Also, joint limit theorems for a collection of periodic Hurwitz zeta-functions

ζ(s, α1; a1), . . . , ζ(s, αr; ar)

are obtained, i. e., the weak convergence, as T →∞, for

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ1 + it, α1; a1), . . . , ζ(σr + it, αr; ar) ∈ A}, A ∈ B(Cr),

with min
16j6r

σj >
1
2 is proved. The cases of algebraically independent over the �eld of ratio-

nal numbers Q parameters α1, . . . , αr, rational, algebraically independent and rational,
and, under a certain hypothesis, of algebraic irrational are considered.

The thesis ends by two discrete limit theorems for the function ζ(s, α; a). In this case,
the weak convergence for

1

N + 1
#{0 6 k 6 N : ζ(σ + ikh, α; a) ∈ A

}
, A ∈ B(C)),

with σ > 1
2 and h > 0 is investigated as N → ∞. Here # A denotes the cardinality

of the set A. It is required that the set {(log(m + α) : m ∈ N0), πh} would be linearly
independent over Q. Also, the weak convergence for

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : ζ
(
σ + ikβh, α; a

)
∈ A

}
, A ∈ B(C)),

with �xed β, 0 < β < 1, and σ > 1
2 is obtained.
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