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Tarkime, kad s = o + it yra kompleksinis kintamasis, o , 0 < « < 1, yra fiksuo-
tas parametras, o a = {a,, : m € Ng = NU {0}} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy
seka su minimaliu periodu k£ € N. Periodiné Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcija (s, a;a)
pusplokstumeéje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

((s,a50) = Y (miima)s

0

ir yra meromorfiskai pratesiama j visa kompleksine plok§tuma.

Disertacijoje gaunamos ribinés teoremos periodinei Hurvico dzeta funkcijai apie ti-
kimybiniy maty kompleksinéje plokStumoje silpnajj konvergavima. Yra nagrinéjami visi
galimi parametry « atvejai.

Tikslas ir uZdaviniai. Disertacijos tikslas yra tikimybiniy ribiniy teoremy jrodymas
kompleksinéje plok§tumoje periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms. Uzdaviniai yra Sie:

1. Irodyti vienmates ribines teoremas periodinei Hurvico dzeta funkcijai su jvairios
aritmetinés prigimties paramatru.

2. Irodyti jungtines ribines teoremas periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms su jvairiais
parametrais.

3. Identifikuoti ribinius matus ribinése teoremose periodinéms dzeta funkcijoms.

4. Trodyti diskrecigsias ribines teoremas periodinei dzeta funkcijai.

Aktualumas. Dzeta funkcijy reik§miy pasiskirstymas yra labai sudétingas, todél jo
tyrimui yra taikomi jvairus metodai. Antrame praéjusio amZiaus deS§imtmetyje H. Bo-
ras (Bohr) pasiulé Rymano dzeta funkcijos asimptotinio elgesio charakterizavimui taikyti
statistinj metoda. gi@ savo idéja jis sekmingai jgyvendino bendruose darbuose su B. Je-
senu (Jessen). 1930 ir 1932 m. jie jrodé Siuolaikiniy ribiniy teoremy apie tikimybiniy
maty kompleksinéje plok§tumoje silpnaji konvergavimag pirmtakus Rymano dzeta funkci-
jai. Jy tyrimus tesé Jesenas bei garsusis A. Selbergas (Selberg). Gautieji rezultatai buvo
jidomus ir atskleidé Rymano dzeta funkcijos statistines savybes. Todél véliau sukurus ben-
draja tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo teorija, tikimybiniai metodai tapo vienu
i§ galingy tyrimo jrankiy dzeta funkcijy teorijoje. Daugelis skaiciy teorijos specialisty to-
liau vysté Boro idéjas. Tarp jy B. Baggis (Bagchi), R. Garunkstis, D. DZoineris (Jogner),
A. Laurincikas, K. Macumotas (Matsumoto), J.-L. Mokleras (Mauclaire), J. Stoidingas
(Steuding), A. Gosas (Ghosh). Sioje srityje sékmingai dirba grupé jauny Japonijos,
Lietuvos ir Vokietijos matematiky. Apie 1980 m. tapo aiSku, jog tikimybinés ribinés
teoremos gali buti taikomos nagrinéjant dzeta funkcijy svarbig savybe - universalumg.
Tai dar labiau padidino démesj tikimybiniams metodams dzeta funkcijy teorijoje. Visos
Sios pastabos rodo tikimybiniy ribiniy teoremy dzeta funkcijoms tyrimy aktualuma.



Metodai. Ribiniy teoremy periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms jrodymui yra
taikomas Furjé transformacijy metodas bei silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo
teorijos elementai, jskaitant Prochorovo teoremas. Ribiniy maty identifikavimas remi-
asi kai kuriy transformacijy grupiy ergodiskumu.

Naujumas. Visos ribinés teoremos apie silpnai konverguojanéius tikimybinius ma-
tus kompleksinéje plok§tumoje yra naujos. Ribiné teorema funkcijy, analiziniy deSinéje
kritinés juostos puséje, erdvéje periodinei Hurvico dzeta funkcijai su transcendenciuoju
parametru « buvo nagrinéjama A. Javtoko ir A. Laurin¢iko straipsnyje [4] ry$ium su $ios
funkcijos universalumo tyrimu.

Problemos istorija ir rezultatai. Jau minéjome, kad pirmasias tikimybinio pobu-
dzio ribines teoremas Rymano dzeta funkcijai

1
C(S) = Z %, g > 1,
m=0
gavo Boras kartu su Jesenu. Tegul JA yra macios aibés A C R Zordano matas, o R
yra uzdaras staciakampis su krastinémis, lygiagre¢iomis kompleksinés plokstumos asims.
1930 m. jie jrodé, jog pusplokstuméje o > 1 egzistuoja riba

lim J{t €[0,T]:log¢(c +it) € R},

T—o0 T

kuri priklauso tik nuo o ir R. Po dviejy mety, jie iSpléteé ka tik paminéta teorema j srit
o> % Sis atvejis yra sudétingesnis, kadangi funkcija ((s) pusplokstuméje o > % gali
turéti nuliy. Tegul

G={seC:0>1}\ U {s=0+itj: 1 <o <o;},
Sj:0j+itj

¢ia s; perbéga visus galimus funkcijos ¢(s) nulius juostoje {s € C: 2 < ¢ < 1}. Tuomet
Boras ir Jesenas jrodé tokia teorema.

A teorema. Turkime, kad o > % Tuomet egzistuoja riba

lim J{t €]0,T]): 0+ it € G,log((c +it) € R} def,

T—o0 T (0-, R)
kuri priklauso tik nuo o ir R.

Minéty teoremy jrodymui buvo naudojama gana sudétinga Boro sukurta iskily kreiviy
sumy teorija.
K. Macumotas (1989 m) jvertino konvergavimo greitj A teoremoje.

B teorema. Su visais o € (%, 1) i e > 0 yra teisingas jvertis
J{t €10,T]: 0+ it € G,log((c +it) € R}
—V(o,R)T + 0 ((JR + )T (log log T)—<20—1>/<1—0>+6) .



Véliau K. Macumotas apibendrino Boro - Jeseno rezultatus bendresnéms dzeta funkci-
joms.

Praéjus trims metams po Boro - Jeseno darby, Jesenas ir Vintneris pasiulé nauja
tikimybiniy maty begaliniy sasuky metoda funkcijos ((s) ribiniy teoremy jrodymui.
Tegul measA yra macios aibés A C R Lebego matas. Lebego prasme maciy aibiy seka
{4, : A, C R,n € N} yra vadinama priimtina, jei measA, > 0 ir

lim measA,, = +oo.
n— oo

Yra du priimtiny seky tipai: neribotas ir ribotas. Pirmuoju atveju priimtina seka yra bet

kuri intervaly (a,,by,) seka, o antruoju - (0,b,) arba (a,,0), ¢ia atitinkamai b,, — a,, —
+00, b, = 400 ir a,, = —00, kai n — oo. Tegul B(X) yra erdvés X Borelio o kunas.
Tuomet turime tokia Jeseno - Vintnerio teorema.

C teorema. Jei 0 > 1, tai neribotu atveju, o jei % < o <1, tai ribotu atveju daznis

meas{t € A, : {(o +it) € A}
measA,,

. AcB(C), (1)

kai n — oo, turi asimptotine pasiskirstymo funkcijq.

Praéjusio Simtmecio viduryje buvo sukurta tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo
teorija. Tegul P ir P,, n € N, yra tikimybiniai matai erdvéje (X, B(X)), ¢ia X yra
metriné erdvé. Primename, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i P, jei su kiekviena
realia, apréZta, tolydzia funkcija f erdvéje X

lim fdpP, = / fdP.
Taigi, $ioje terminologijoje, C teorema galima interpretuoti taip: (1) daznis, kai n — oo,
silpnai konverguoja j kurj nors tikimybinj mata P, erdvéje (C, B(C)).

Jesenas ir Vintneris nagrinéjo ir tikimybinj mata P,. Pasirodé, jog jis yra absoliuciai
tolydus, t. y., egzistuoja tokia Lebego prasme integruojama funkcija p,(z + iy), kad su
kiekviena aibe A € B(C)

Py(A) = / /A po(z + iy)dzdy.

1948 m. Borcsenijus kartu su Jesenu funkcijai ¢ (s) jrodé ribine teorema, kuri yra
panagi j Siuolaikines tikimybines teoremas. Siam tikslui jie pritaiké beveik periodiniy
funkcijy teorija. Yra teisinga tokia teorema

D teorema. Tarkime, kad o > % yra fiksuotas. Tada su kiekvienu fiksuotu v > 0,

meas{y <t <4 :((o+it) € A}
0=

, AeB(0),



kai § — oo, silpnai konverguoja j kurj nors tikimybing matg P, erdvéje (C,B(C)).
Patogiau yra naudoti tokj D teoremos analoga [7].
E teorema. Tarkime, kad o > % yra fiksuotas. Tada erdvéje (C,B(C)) egzistuoja

toks tikimybinis matas P,, j kurj, kai T — oo, silpnai konverguoja

%meas{t €1[0,7]:¢(c +1it) € A}, A e B(C).

[7] monografijoje E teorema yra jrodyta charakteringyjy transformacijy metodu.
Atvejis 0 = % yra sudétingesnis, funkcijai ((s) yra reikalingas normavimas. Pirmasis
rezultatas §iuo atveju priklauso Selbergui (apie 1949 m., nepublikuotas).

F teorema. Tegul A yra bet kuri mati aibé A C C, turinti teigiamg Zordano matq.
Tuomet

1 log C(1/2 + it) 1// s
lim — t T: ————"cA)=— 7Y dady.
Jim Tmeas{ € (0,77 Toglogi € - Ae xdy

F teoremos jrodymo kelias trumpai apraSytas [5] monografijoje.

A. Laurin¢ikas [7] monografijoje nagrinéjo padia funkcija ¢ (3 + it), o ne jos logaritma.
Pirmiau formuluojame ribine teorema moduliui ‘C (% + it) ’ Tegul Y > 0, v — o0 ir
Y1 = o(loglogT), kai T — co. Be to,

Glo) = P (log x), ka? x>0,
0, kai x <0,

Gia, kaip jprasta,

1 xT
P(z) = E/ e " 2du.

Funkcija G(z) yra logaritmiskai normaliojo daznio pasiskirstymo funkcija. Tuomet yra
teisingas toks tvirtinimas.

G teorema. Tegul o € [%, % 4 ¥ryog ogd “li)ogngogT} . Tuomet pasiskirstymo funkcija

1 _
ieas {t € [0,7] : [¢(o + it)|(1/2loelos ) < x},

kai T — oo, konverquoja pataskiui j G(x).

Teorema, analogiSska G teoremai, yra teisinga ir kompleksinéje plok§tumoje. Papras-
tumo délei, ja formuluojame tik atveju o = 3 [7].



H teorema. Tegul P yra tikimybinis matas erdvéje (C,B(C)) su charakteringgja
transformacija

/ |Z|iteikargzdP:exp{7%7%}, tER, keZ.
Cc\{0}
Tuomet

1 —1/2

Tmeas {t €10,7]: (( (% + it))(l/zloglogT) c A} ’

kai T — oo, silpnai konverguoja § matqg P.

Yra gerai zinoma, kad Rymano dzeta funkcija pusplok§tuméje o > 1 turi Oilerio
sandauga

ML)

p

pagal pirminius skaicius p. Taciau ribinés teoremos taip pat yra zinomos ir dzeta funkci-
joms, kurios neturi Oilerio sandaugos. Paprasciausia i§ tokiy funkcijy yra Hurvico dzeta
funkcija. Tegul a, 0 < a < 1, yra fiksuotas parametras. Hurvico dzeta funkcija (s, )
pusplokstumeéje o > 1 yra apibéziama Dirichlé eilute

. 1
= 2 ey

0
ir yra analiziSkai pratesiama j visg kompleksine plokS§tuma, i§skyrus paprastajj poliy taske
s =1 su reziduumu 1. Aigku, kad ((s,1) = ((s) ir
C(s,3) = (2°=1)C(s).

Isskyrus 8iuos du parametro « atvejus, funkcija (s, @) neturi Oilerio sandaugos pagal
pirminius skai¢ius.

[10] monografijoje, 5.1.1 teorema, randame tokj tvirtinima.

I teorema. Tarkime, kad o > 5 yra fiksuotas. Tuomet erdvéje (C,B(C)) egzistuoja

toks tikimybinis matas P, j kurj, kai T — oo, silpnai konvergquoja

%meas{t €0,T]):¢(o +it,a) € A}, A e B(C).

Si teorema duoda tik ribinio mato egzistavima, taciau Sio mato iSreikstinis pavi-
dalas lieka nezinomas. Be to, aisku, kad ribinis matas turi priklausyti nuo parametro .
Pastaroji problema funkcijai (s, «) yra i8spresta [10] monografijoje analiziniy funkcijy
erdvéje.



Rezultatas, analogiskas I teoremai, [10] monografijoje yra gautas sudétingesnei Lercho
dzeta funkcijai L(\, a, s), kuri pusplok§tuméje o > 1 yra apibréZiama eilute

2miAm

L\ a,8) = i B

— (m+ )

ir yra meromorfiskai pratesiama i visa kompleksine plok§tuma. Cia A € R yra kitas
fiksuotas parametras.

Ribinés teoremos kompleksinéje plok§tumoje yra nagrinéjamos ir bendrosioms Dirich-
lé eilutéms

f(s) = Z a(m)e % ¢ > oy,
m=1
¢ia {a(m) : m € N} yra kompleksiniy skaiiy seka, o {\,, : m € N} yra didéjanti realiyjy
skaiciy seka,

lim A, = +o0.
m—r o0

Eilgje A. Laurinciko ir jo mokiniy darby jvairiose erdvése buvo jrodytos ribinés teoremos
funkcijai f(s). Pateikiame viena [8] darbo teorema.

J teorema. Tarkime, kad funkcija f(s) yra meromorfiskai pratesiama j pusplokstume
o > 01 su o1 < og ir visi poliai Sioje pusplokstumeéje priklauso kompaktinei aibei. Be to,
tegul srityje o > o1 galioja jverciai

f(s)=0(t|*), [t|>te, a=>0,
ir
T
/ |f(o +it)?dt = O(T), T — .
-T

Tuomet erdvéje (C,B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas Py, j kuri, kai T — oo,
silpnai konverguoja

%meas{t €[0,17]: f(oc +it) € A}, A e B(C).

Kai rodikliy seka {\,,} tenkina papildomas salygas, galima nurodyti ir ribinio mato
P, isreikstinj pavidala.

J.-L. Mokleras taip pat nagrinéjo [13] bendryjy Dirichlé eiluéiy reiksmiy pasiskirstyma
ir joms jrodé daugiamates ribines teoremas analiziniy bei periodiniy funkcijy erdvése,
taciau ribiniy maty iSreikstinis pavidalas tose teoremose néra nurodomas. Kai rodikliy
sekos tenkina papildomas salygas, jis jrodé, kad ribiniai matai daugiamatése teoremose

10



yra lygus atitinkamy vienmaciy ribiniy teoremy ribiniy maty sandaugai. Moklero nau-
dojamas metodas remiasi Besikoviciaus beveik periodiniy funkcijy teorija.

Disertacijos tyrimy objektas, periodiné Hurvico dzeta funkcija, yra klasikinés Hurvico
dzeta funkcijos ((s, o) apibendrinimas. Tegul {a,, : m € Ny} yra periodiné kompleksiniy
skai¢iy seka su minimaliu periodu k¥ € N, 0 a, 0 < a < 1, kaip ir funkcijos ((s,a)
apibrézime, yra fiksuotas parametras. Kaip jau minéjome, periodiné Hurvico dzeta
funkcija (s, a; a) srityje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

C(s,a50) =y ﬁ~

m=0

I8 sekos a periodiskumo turime, kad

k—1
1
((s,a;a) = EZalg (s,O‘TH) , o>1.
1=0

Taigi, funkcija (s, v; a) yra Hurvico dzeta funkcijy tiesinés kombinacijos ir daugiklio £~
sandauga. Todél pastaroji lygybeé ir funkcijos ((s, ) savybés duoda funkcijos ((s, o; a)
analizinj pratesima i visa kompleksine plokstuma, i§skyrus papratajj poliy taske s = 1 su
reziduumu

e
|
—

def

a = aj.

| =
—
I
o

Jei a = 0, tai tuomet periodiné Hurvico dzeta funkcija yra sveikoji.

Disertacijoje yra nagrinéjamos jvairios ribinés teoremos funkcijai ((s,a;a). Visose
ribinése teoremose yra nurodomos ribinio mato iSreikstinis pavidalas. Sis pavidalas pri-
klauso nuo parametro « aritmetinés prigimties. Todél teoremy formuluotéms reikalingi

atitinkami apibrézimai. Tegul v = {s € C : |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kom-
pleksinéje plok§tumoje. Apibréziame aibe
oo
Ql = H Yms
m=0

¢ia v, = v su visais m € Nj. Begaliniamatis toras €; su sandaugos topologija ir
pataskinés daugybos operacija pagal Tichonovo klasikine teoremga yra kompaktiné topolo-
giné Abelio grupé. Todél galime konstruoti tikimybine erdve (21, 8(Q1), m1g), kurioje
mqp yra tikimybinis Haro matas macioje erdvéje (€q,B(21)). Tegul wi(m) yra ele-
mento w; € € projekcija j koordinatine erdve v,,,, m € Ny. Tikimybinéje erdvéje
(1, B(Q1), m1r) apibréziame kompleksines reik§mes jgyjantj atsitiktinj dydj (1 (o, o, wy;

a)



Tegul P, yra atsitiktinio dydzio (i (o, o, ws; a) pasiskirstymas, t.y.,
Pgl(A):mlH{wl e M :Cl(cr,a,wl;a) GA}, AEB(C)

1 skyriaus pirmoji teorema nagrinéja funkcija (s, «; a) su transcenden¢iuoju parametru
«. Primename, kad « yra vadinamas transcendenciuoju, jei jis néra jokio polinomo p # 0
su racionaliais koeficientais Saknis.

1.1 teorema. Turkime, kad o yra transcendentusis skaicius ir o > % Tuomet
1
Tmeas{t €10,7):¢(oc +it,a;a) € A}, A€ B(C),

kat T' — oo, silpnai konverguoja § matq P, .

Pastebime, kad 1.1 teorema apibendrina ir sustiprina 5.1.1 teorema i§ [10], jrodyta
Lercho dzeta funkcijai, todél ir I teorema, teisinga Hurvico dzeta funkcijai, nes a yra
bet kuri periodiné seka, be to, 1.1 teoremoje yra nurodomas ribinio mato ireikstinis
pavidalas.

Transcendencéiojo parametro « atvejis yra paprasciausias, kadangi siuo atveju aibe

L(a) = {log(m + «) : m € No}

yra tiesis§kai nepriklausoma vir§ racionaliyjy skaic¢iy kuno Q.
Antroje 1 skyriaus teoremoje yra nagrinéjamas racionaliojo @ = g, 0 < r < q,
(r,q) = 1, atvejis. Apibréziame tora

QZ - H’)/p,
p

¢ia v, =y su visais pirminiais p. Siuo atveju turime tikimybine erdve (Q2,B(22), mag),
kurioje map yra tikimybinis Haro matas erdvéje (Qo, B(Q3)). Tegul wa(p) yra elemento
wy € Qg projekcija i koordinating erdve ,. Pratesiame funkcija wq(p) i visa aibe N
formulés

wa(m) = H wé(p), m € N,

ptllm

pagalba, ¢ia p'||m Zymi, kad p' | m, bet p'*! fm. Dabar tikimybinéje erdvéje (Q2, B(Qs),
map) apibréziame kompleksines reikSmes jgyjantj atsitiktini dydj ¢(2(o, o, wo; a) formule

1
, o> .

o0
o A(rm—r)/qW2 (M)
Glo,a,wia) =w(g)g Y, e :
1

— (m+a)°
m=r(mod q)

Tegul P, yra §io elemento pasiskirstymas, t. y.,

P, (A) = mop{ws € Q2 : (2(0,a,we;a) € A}, A € B(C).

12



Tuomet antroji 1 skyriaus teorema yra tokia.

1.2 teorema. Tarkime, kad o = g yra racionalusis skaicius ir o > % Tuomet

%meas{t €1[0,7]: (o +it,o;a) € A}, A e B(C),

kai T — oo, silpnai konverguoja 3 matg P, .

Sudétingiausias i§ visy yra algebrinio iracionaliojo « atvejis. Primename, kad a yra
algebrinis, jei egzistuoja toks polinomas p # 0 su racionaliaisiais koeficientais, kad p(«) =
0. Siuo atveju néra jokios grieztos informacijos apie aibés L(«) tiesinj nepriklausomuma.
Yra zinomas tik gilus Kaselso (Cassels) rezultatas [2], kad bent 51 procentas aibés L(«)
elementy tankio prasme yra tiesiSkai nepriklausomi vir§ Q. Tegul I(«) yra maksimalus
tiesiSkai nepriklausomas aibés L(«) poaibis. Tarkime, jog L(«) # I(«), kadangi lygybeés
L(a) = I(a) atveju gauname, kad aibé L(«) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, todél
turime tokia pat situacija kaip ir transcendenciojo « atveju. ApibréZiame aibe D(«) =
L(a) \ I(«) ir pazymime d,,, = log(m + «) € D(a). Jei dy,, € D(ax), tuomet i§ aibés ()
maksimalumo turime, kad aibé I(«) U {d,,} jau yra tiesiskai priklausoma vir§ Q. Todél
atsiras tokie elementai i, , ..., 4m, € I(a) ir ko,...,k, € Z\ {0}, kad

k kn .
dm = —k—;zml — k—ozmn
I3 cia iSplaukia, kad
m+a=(m —l—oz)_kl/ko---(mn—&—a)_k"/ko. (2)
Cia, aiSku, kad m;, 7 =1,...,n,ir k;, j = 0,1,...,n, priklauso nuo m.

Apibréziame du aibés Ny poaibius
M(a) ={m e Ny : log(m+ a) € I(a)}
ir
N(a) ={m e Ny :log(m + «a) € D(a)}.

Be to, apibréziame dar vieng tora

QS = H Tm

meM(a)

¢ia 7y, = v su visais m € M(«). Gauname nauja tikimybine erdve (Qs, B(23), msm),
kurioje msy yra tikimybinis Haro matas erdvéje (Q3, B(23)). Tegul ws(m) yra elemento
ws € 3 projekcija j koordinatine erdve 7,,, m € M(«a). Pratesiame funkcija ws(m) i
visg aibe No, kai m € N («) ir galioja (2), imdami

yka/ko ~kn ko

w3 (m) = W3(m1 " W3 (mn)
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Cia yra imamos pagrindinés Sakny reikSmeés.
Apibréziame pagalbinj tora

ﬁ: H Tm s

meN (a)

¢ia v, = v su visais m € N'(a). Tegul &(m) yra elemento & € ) projekcija j koordinatine
erdve v, , m € N(«a). Apibréziame funkcija h : Q3 — Q formule

G(m) = ws(my) "R/ %o g (my,) R R m e N(a),

kai galioja (2) lygybe.
A hipotezé. Funkcija h yra siurjektyvi, t.y., kiekvienas elementas & turi pirmuvaizds.

Laikydami, kad A hipotezé yra teisinga, tikimybinéje erdvéje (Q3, B(Q3), msn) api-
bréziame kompleksines reiksmes jgyjantj atsitiktinj dydj

LR apws(m) 1
43(0',0[,&)3,&) - mzzomy o> 53 (3)

ir tegul P, yra jo pasiskirstymas, t.y.,
PC3(A) = mgH{wg SV (3(a,a,w3; Cl) S A}, Ae B(C)

A hipotezé yra reikalinga jrodymui, kad (3) eiluté konverguoja su beveik visais w3 € Q3
mato mzy atzvilgiu. Disertacijos 2 skyrius yra skirtas algebrinio iracionaliojo parametro
« atveju. Gauta tokia teorema.

2.1 teorema. Tarkime, kad o yra algebrinis iracionalusis skaicius, teisinga A hipo-
teze ir o > % Tuomet

%meas{t €[0,7]: C(o+it,aza) € A}, A€ B(C),

kai T — oo, silpnai konverguoja j matg P, .

Pastebime, kad pirmoji ribiné teorema Hurvico dzeta funkcijai su algebriniu iracio-
naliuoju parametru « pusplokStuméje o > 1 buvo jrodyta [9] darbe. Atvejis, kai o > %,
kol kas néra iSnagrinétas. Lercho dzeta funkcijai yra zinomas 2.1 teoremos analogas, kai
%, ceey % yra sveikieji skaic¢iai. Aisku, kad tai yra labai stiprus reikalavimas.

Antroji disertacijos pusé yra skirta periodiniy Hurvico dzeta funkcijy jungtinéms
ribinéms teoremoms kompleksinéje plokstumoje. Pirmoji tokio tipo teorema Lercho dzeta
funkcijoms buvo gauta [11] darbe. Tegul L(\1,a1,5),..., L(A, oy, s) yra Lercho dzeta
funkcijy rinkinys ir C"=C x --- x C.

—_——

T
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2.2 teorema. Tarkime, kad 1I<nl£1 oj > 3. Tada erdvéje (C",B(C")) egzistuoja toks
IIKT
tikimybinis matas P, j kurj, kai T — oo, silpnai konverguoja

1
?meas{t €0, T): L(A\,a1,01 +it), ..., L\, 00 +it) € A}, A€ B(C).

Matome, kad Sioje teoremoje yra jrodytas tik ribinio mato P egzistavimas, taciau
iSreikstinis pavidalas néra nurodytas. Aisku, kad P priklauso nuo o4,..., 0, ir Lercho
dzeta funkcijy parametry.

Véliau jvairus autoriai jrodé visg eile jungtiniy ribiniy teoremy dzeta funkcijoms
analiziniy funkcijy, apibrézty deSinése kritiniy juosty puseése, erdvéje. Sios teoremos
buvo naudojamos nagrinéjamy dzeta funkcijy universalumui jrodyti.

Pirmoji disertacijos jungtiné ribiné teorema yra skirta periodinéms Hurvico dzeta
funkcijoms su algebriskai nepriklausomais parametrais vir§ Q. Primename, kad skai¢iai
a1,...,q. yra algebriSkai nepriklausomi vir§ Q, jei néra jokio polinomo p # 0 su raciona-
liaisiais koeficientais, kad p(as, ..., a,) = 0. Tegul » € N\{1}, o ((s, oj; a;) yra periodiné
Hurvico dzeta funkcija su parametru a;, 0 < o; < 1, ir periodine kompleksiniy skaiciy
seka a; = {am; : m € Ny} su minimaliuoju periodu k; € N, j = 1,...,r. Trumpumo
délei, naudojame Zymenis o = (aq,...,q.), a = (a1,...,04,.), 0 = (01,...,0.), S =
(s1,-.-,8r), o+ it = (o1 +it,... 0, +it) ir

C(s,a;a) = (C(s1,a13a1), ..., ((5r, s 1))

Apibréziame
,
Q, =[],
j=1

¢ia y; = O, su visais j = 1,...,7. €, kaip kompaktiniy topologiniy grupiy Dekarto
sandauga, yra taip pat kompaktiné topologiné grupé. Todél erdvéje (©,,B(£,)) gali-
ma apibrézti tikimybinj Haro mata m, ; ir gauname tikimybine erdve (Q,, B(Q;),mq ).
Grupés 0, elementus Zymime simboliu w = (wy,...,w,) ir tikimybinéje erdvéje (£,
B(£;),m, ) apibréziame C" reik8mj atsitiktinj elementa

C(ga o, W; g) = (C(Ulaahwl; al)a R C(O-T7 Qyy Wy aT‘)>7

da o> Li
c1a0j>21r

- QAm;Wj (m)
Z _mi I

C(0j,05,wjsa;5) = (mt ) j=1,...,m
m

=0

Tegul Pi¢ yra atsitiktinio elemento ((o, a, w;a) pasiskirstymas, t.y.,

Pi(A) =mg{we :{(o,0,wia) € A}, AeB(C).
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Tuomet pirmoji 3 skyriaus teorema turi tokj pavidala.

3.1 teorema. Tarkime, kad min o; > %, o skai¢iai aq,...,q. yra algebriskai

1<j<r

nepriklausomi vir§ Q. Tuomet
1
Tmeas{t €[0,T]:{(ac+it,a;a) € A}, AecB(C"),

kat T — oo, silpnai konverguoja j matq Py .
Antroje 3 skyriaus teoremoje yra nagrinéjamas racionaliyjy parametry ag,..., o,
atvejis. Tarkime, kad o = %, aj;q; € N, 0 < a; < gqj, (aj,q;) = 1,75 =1,...,7.
J
Naudodami 1.2 teoremos Zymenis, tikimybinéje erdvéje (Qq, B(Qs2), map) apibréziame
C" reik8mj atsitiktinj elementa

C(g7 (&) OJQ,Q) = (C(lealaWQ; a1)7 AR C(O—T’v Ay W23 aT))?

& s L
dao; > 3,

o i A(m—a,)/q;W2(110)

mUj ) ]:17...7/,4,

(o, a5, was ;) = wal(g;)g
m=1
m=a;(mod gq;)

ir wa(g;) Zymi wo(q;) jungtinj. Tegul Py yra atsitiktinio elemento ((o,a,w;a) pa-
siskirstymas, t.y.,

ng(A):mQH{WQEQQ ZQ(Q,Q,WQ;Q) EA}, AEB(CT)

Tuomet turime tokj 3.1 teoremos analoga.

; ; ) 1 . L 4 . s .
3.2 teorema. Tarkime, kad min o; > 5 ir a; = o 44 € N, 0 < a; < gy,
1<isr 7

(aj,q;)=1,j=1,...,r. Tuomet
1
pueas{t € [0,T]: ((e +it,as0) € A}, A€ B(C"),

kai T' — oo, silpnai konverguoja j matq Pac.

Disertacijos 4 skyriuje yra gauta jungtiné ribiné teorema kompleksinéje plokstumoje
periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms su algebriniais iracionaliaisiais parametrais. Kaip
ir vienmagciu atveju, §i teorema remiasi viena hipoteze.

Tegul j =1,...,7, 0 I(a;) yra maksimalus tiesiskai nepriklausomas virs Q aibés L(c;)
poaibis. Laikome, kad L(c;) # I(«;) ir apibréziame aibe D(«a;) = L(aj) \ I(ey). Jei
dm; = log(m + o) € D(c;), tai tuomet aibé I(c;) U{d,,} jau yra tiesiskai priklausoma

vir§ Q. Todél egzistuoja tokie elementai iy, ;. .-, im,; € I(ay) ir koj, ..., knj € Z\ {0},
kad
ki; knj
Amj = ——Limy, — oo — — L, .
J kOj 1j kOj nj
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I8 ¢ia randame, kad su visais j =1,...,r
m+ o = (m1+aj>—k1j/koj -~-(mn+04j)_k”j/k°7. (4)
Apibréziame aibes

M(a;) ={m e Ny :log(m + ;) € I(aj)}, j=1,...,m

ir
N(aj) ={m € Ng :log(m + ;) € D(aj)}, j=1,...,m
Tegul
Q= [[ m
meM(aj)
¢ia ym =y su visais m € M(w;), j=1,...,r, ir
,
Q=[] 9,
j=1

Tuomet aibé Q, vél yra kompaktiné topologiné grupé. Todél erdvéje (Q5, B(25)) egzis-
tuoja tikimybinis Haro matas mgy, ir turime tikimybine erdve (Qs, B(Q3), mgy). Tegul
ws;(m) yra elemento ws; € {3; projekcija i koordinating erdve v,,, m € M(«;). Kai
galioja (4) lygybé, pratesiame funkcija ws;(m) i visa aibe Ny naudodami formule

—k1j/koj ..

ng(m) :w;gj(ml) 'Cdgj(mn)_klj/koj, mGN(aj), ]: 1,...,7".

Cia imamos pagrindinés Sakny reik§mes.

Tegul
Qj = H Ym>
meN (ay)
Ga ym = 7 su visais m € N(ay), j = 1,...,7. Tegul &;(m) yra elemento &; € €

projekcija j koordinating erdve 7, , m € N(«;), o funkcija h; : Q3; — Qj, kai galioja
(4) lygybeé, yra apibréziama formule

W;i(m) = ng(ml)_k”/k“f . ~w3j(mn)_k”f/k°j, m e N (o).

A" hipotezé. Su visais j =1,...,r, funkcija h; yra siurjektyvi.

Grupés 2, elementus zymime w; = (w3, ...,ws,) ir tardami, kad A™ hipotezé yra
teisinga, tikimybinéje erdvéje (Qs, B(Q3), mqy) apibréziame C” reikSmj atsitiktinj ele-
menta

C(ga a, Q?)ag) = (C(Uly a1,Wsy, al); DRI C(O'Ta Qp, W3r; a’r))v
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1

Cla 0 > 5 1r

oo

(o), a,wsj;a4) E Gt () J=1 r
7y Qj, W35 Ay 0<m+a y y

Tegul P3¢ yra atsitiktinio elemento (o, a,ws; a) pasiskirstymas, t. y.,

P3c(A) = mag{ws € Q3 : ((o, 0, wg;a) € A}, A e B(C).

Pagrindinis 4 skyriaus rezultatas yra tokia teorema.

4.1 teorema. Tarkime, kad o,...,«, yra algebriniai iracionalieji skaiciai, A" hi-
potezé yra teisinga, ir aibé

L(o,...,ap) = {(og(m+ ai) : m € M()),...,(log(m+a,) : m e M(a,))}

. .o . . .o . . 1
yra tiesiskai nepriklausoma virs Q ir miny¢j<, 05 > 5. Tada

z.
1
Tmeas{t €[0,T]):{(ac+it,a;a) € A}, AecB(C"),

kai T' — oo, silpnai konverguoja j matq Psc.

Disertacijos 5 skyriuje yra jrodoma ,misri” jungtiné ribiné teorema periodinéms Hur-
vico dzeta funkcijoms. Siame skyriuje nagrinéjamas periodiniy Hurvico dzeta funkcijy
rinkinys, sudarytas i§ dzeta funkcijy su algebrigkai nepriklausomais parametrais ir dzeta
funkcijy su racionaliaisiais parametrais.

Tegul 0 = (01,.-.,00,01,...,00,), @ = (Q1,...,Qp, &1, .., G ), & = (a1,...,0,,
(11,. . .,dﬁ), O

((s,a,a) = (¢(s,a1,0a1),...,¢(s,0p,0.),((s,41,0a1),...,((8,Gpp, 0r))).
Cia parametrai o, . .., ay yra algebriskai nepriklausomi vir§ Q, o parametrai &y, ..., G,
yra racionalieji. Sekos ay,...,a, yra tokios pat, kaip ir 3.1, 3.2 ir 4.1 teoremose, o seka
a; = {am; : m € No} su visais j = 1,...,7 yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka su
minimaliuoju periodu /%j eN.

Apibréziame Q = Q; x {2, ¢ia ; yra apibrztas 3.1 teoremoje, o §)3 yra naudo-
jamas 1.2 teoremoje. Tuomet € vél yra kompaktiné topologiné Abelio grupé, ir mes
turime tikimybine erdve (2, B(Q2), my), kurioje my yra tikimybinis Haro matas. Tegul
w = (wi1,...,w1r;we) yra grupés Q elementai, ir tikimybinéje erdvéje (Q, B(Q), my),
apibréziame C™™ reikdmj atsitiktinj elementa

g(g7g7£7g) = (C(Jlaalvwll; al)v .. .,C(G’T,Oér7CU1T; ar)7<(617d17w2; al)a sy

C(&Tl ’ @Tl 9 (JJQ; a’l‘1 ))?
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¢ia 0 > %,

o
Cloj 05,0550, = 3 ?gfz](’;) =1,

m=0

ir 6; > %,

o .
((6, g, wa; 85) = walg;)q; ™ Z aUn_aji?/;gj)WQ(m)a
m=ay(mod 4;)
sudj = ;—j, 0<a; <gj, (a;,q5)=1,7=1,...,r.

Tegul P yra atsitiktinio elemento (¢, a, w; a) pasiskirstymas, t.y.,

PC(A) = mH{g €N g(g,g,g; a) c A}, Ac B((CT+T1),

Be to, trumpumo délei, tegul

C(Q7Q§Q) = (C(Jlaal; al)a .- ~7C(0r7ar§ ar)vC(é—ladl;al)v cee ,C(&rlv&m; arl))'

Tuomet 5 skyriuje gauta tokia ,misri” jungtiné ribiné teorema.

5.1 teorema. Tarkime, kad skaiciai oy, ..., o, yra algebriskai nepriklausomi virs Q,
dj = ‘;—j, 0<a; <gj, aj,q; €N, (aj,q;) =1,j=1,...,rq, ir

min( min o;, min J;) > —.
(1<j<r T 1gi<nm 3) 2

Tuomet
%meas{t €10,7):¢{(c+it,a;a) € A}, A€ (B(Ct)),

kai T' — oo, silpnai konverguoja § matq P¢.

Visy jrodyty teoremy formulavimai rodo, kad ribiniy maty forma priklauso nuo
parametro « aritmetinés prigimties. Visos anks¢iau pateiktos teoremos yra tolydaus tipo,
nes menamoji dalis ¢ jose gali jgyti bet kurias realias reik§mes. Taciau galime nagrinéti ir
diskreciasias ribines teoremas, kuriose ¢ igyja reikSmes i§ kurios nors diskrec¢iosios aibés,
tarkime, aritmetinés progresijos {hk : k € Ny} su duotu skirtumu h > 0. Diskrecigsias
ribines teoremas dzeta ir L funkcijoms savo disertacijoje [1] nagrinéjo B. Bagcis. Jis jrodé
diskrecigsias ribines teoremas Rymano dzeta funkcijai ir Dirichlé L funkcijoms analiziniy
funkcijy erdvéje, ir pritaiké jas §iy funkcijy universalumo tyrimui. R. Kacinskaité jrodé
[6] diskreCiasias ribines teoremas Macumoto dzeta funkcijai, J. Ignatavi¢iuté nagrinéjo [3]
diskreciasias ribines teoremas Lercho dzeta funkcijai, o R. Macaitiené [12]- bendrosioms
Dirichlé eilutéms. Visuose paminétuose darbuose progresijos skirtumas h buvo specialios
formos.
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Disertacijos 6 skyriuje gauti tokie rezultatai. Tegul
L(a, h,m) = {(log(m + «) : m € Ng), F },
0 #A yra aibés A elementy skai¢ius. Atsitiktinis dydis ¢; (o, a, w1; @) ir jo pasiskirstymas
yra tie patys kaip ir 1.1 teoremoje.

6.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(a, h,7) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q ir
o> L. Tada

2
1
N+1
kat N — oo, silpnai konverguoja § P, .

#{0 <k < N:((o+ikh,a;a) € A}, A€ B(C)),

Antroje 6 skyriaus teoremoje nagrinéjama bendresné diskrecioji aibé negu aritmetiné
progresija. Primename, kad L(a) = {log(m + «) : m € Np}.
6.2 teorema. Tarkime, kad o > %, 0 < B <1irh>0 yra fiksuoti skaiciai, o aibé
L(«) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tada
1
N+1
kat N — oo, silpnai konverguoja § P, .

#{0<k<N:((o+ik’h,a;a) € A}, AeB(C)),

6.2 teoremos jrodymas remiasi tuo, kad seka {k” : k € Ny} yra tolygiai pasiskirséiusi
moduliu 1. Tai reigkia, kad su kiekvienu intervalu [a, b) C [0, 1)

N
lim D Xan{F}) =b—a.
k=0

Cia {k”} yra trupmeniné skaiciaus k° dalis, 0 x[4p) yra aibés [a,b) indikatorius.

Isvados. Disertacijoje gauta, kad periodiniy Hurvico dzeta funkcijy reik§miy pa-
siskirstymas pusplok§tuméje o > % vertikaliose tiesése paklusta tikimybiniams désniams.
Teisingos tokios teoremos:

1. Ribinés teoremos su isreikstiniu ribiniy maty pavidalu apie silpnajj tikimybiniy
maty kompleksinéje plok§tumoje konvergavima periodinéms Hurvico dzeta funkci-
joms su racionaliuoju arba transcendenciuoju parametru. Algebrinio iracionaliojo
parametro atveju tokia teorema teisinga su viena atvaizdziy hipoteze.

2. Jungtinés ribinés teoremos i iSreik§tiniu ribiniy maty pavidalu apie silpnaji tiki-
mybiniy maty daugiamateéje kompleksingje plokstumoje konvergavima periodiniy
Hurvico dzeta funkcijy rinkiniui su algebriskai nepriklausomais arba racionaliaisiais
parametrais. Analogiska teorema algebriniy iracionaliyjy parametry atveju galioja
su viena atvaizdziy hipoteze.

3. Misri jungtiné ribiné teorema periodiniy Hurvico dzeta funkcijy su algebriskai
nepriklausomais ir racionaliaisiais parametrais rinkiniui.

4. Diskreciosios ribinés teoremos periodinei Hurvico dzeta funkcijai.
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Aprobacija. Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Lietuvos matematiky draugijos
konferencijose (2010-2017) ir tarptautinése MMA (Mathematical Modelling and Anal-
ysis) konferencijose (MMA 2010: GeguZés 26-29, 2010, Druskininkai), (MMA 2011:
Geguzés 25-28, 2011, Sigulda, Latvija), (MMA 2012: BirZelio 6-9, 2012, Talinas, Estija),
(MMA 2013: Geguzés 27-30, 2013, Tartu, Estija), (MMA 2014: Geguzés 26-29, 2014,
Druskininkai), (MMA 2015: Geguzés 26-29, 2015, Sigulda, Latvija), (MMA 2016: Birze-
lio 1-4, 2016, Tartu, Estija), (MMA 2017: Geguzés 30-birzelio 2, 2017, Druskininkai)).
Be to, jie buvo pristatyti Vilniaus universiteto skaiciy teorijos seminaruose bei Siauliy
universiteto matematikos seminaruose.
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Summary

In the thesis, limit theorems on the weak convergence of probability measures on the
complex plane for periodic Hurwitz zeta-functions are obtained.

Let s = o + it be a complex variable, 0 < a < 1 be a fixed parameter, and let
a= {am :meNy=NeNU {0}} be a periodic sequence of complex numbers with
minimal period k € N. The periodic Hurwitz zeta-function ((s, «; a) is defined, for o > 1,
by the Dirichlet series

C(S,O&;Cl) = a7m57
2 ta)

and is meromorphically continued to the whole complex plane with the unique possible
simple pole at the point s = 1.

In the thesis, various cases of the parameter « are considered. If « is transcendental
or rational, then it is proved that

%meas{t €[0,T] : {(oc +it,osa) € A}, A€ B(C),

with o > § converges weakly to explicitly given probability measure on (C,8(C)) (B(C)
denotes the Borel o field of C) as T'— co. For algebraic rational «, a certain hypothesis
is used.

Also, joint limit theorems for a collection of periodic Hurwitz zeta-functions

C(Sv 1, Cll), ey C(S?ar; aT)

are obtained, i. e., the weak convergence, as T' — oo, for
1
fmeas{t € [0,T): (o1 +it,a1;0a1),...,C(0r +it,ap;a,.) € A}, A€ B(C),

with 1r<1f11£1 o; > % is proved. The cases of algebraically independent over the field of ratio-
IIT

nal numbers Q parameters aq, ..., a,, rational, algebraically independent and rational,
and, under a certain hypothesis, of algebraic irrational are considered.
The thesis ends by two discrete limit theorems for the function ((s, «; a). In this case,

the weak convergence for
1
m#{o <k <N :((o+ikh,a;a) € A}, Ae B(C)),

with o > % and h > 0 is investigated as N — oco. Here # A denotes the cardinality

of the set A. It is required that the set {(log(m + a) : m € Ny), 7} would be linearly
independent over Q. Also, the weak convergence for
1

. 1.8 .
N+1#{O<k<N.C(J+Zk h,a,u) GA}, A€ B(C)),

with fixed 8,0 < f < 1, and o > % is obtained.
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