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Santrauka

Siame darbe tiriami konkordacijos matai - Kendall 7, Spearman p ir Blomqvist /3 bei jy rysys
su kopuly teorija, taikant juos finansy rinky priklausomybés modeliavimui. Konkordacijos matai
suteikia neparametrinj budg vertinti atsitiktiniy dydZiy priklausomybe, nepriklausomai nuo margi-
naliyjy pasiskirstymy, todél jie yra itin tinkami finansy duomenims, kurie daznai pasiZymi netiesine
struktura. Darbo teoriné dalis remiasi Sklar teorema, kuri leidZia bendrg pasiskirstymo funkcijg is-
skaidyti j marginalias pasiskirstymo funkcijas ir kopulg, bei Scarsini aksiomomis, apibréZian¢iomis
konkordacijos maty klase.

Praktinéje darbo dalyje analizuojami penkeriy mety (dieniniy uzdarymo kainy) duomenys, ap-
imantys deSimt pasirinkty bendroviy ir indeksy: Microsoft (MSFT), S&P 500 (SP500), SAP (SAP),
Nasdaqg (NDAQ), Apple (AAPL), SAPGF (SAPGF), Nestlée (NSRGY), Vokietijos DAX indeksas
(DAX), iShares MSCI France ETF (EWQ) ir AstraZeneca (AZN). Sie duomenys buvo gauti i§ vie-
Sai prieinamos finansinés platformos stocknear.com. Duomenys transformuojami j logaritmines
grazas, apskaiciuojami konkordacijos matai ir modeliuojama priklausomybé Gauso, Stjudent’o t,
Clayton ir Gumbel kopulomis. Monte Carlo simuliacijos parodo, kad Kendall 7 stabiliai atkuria
teoring priklausomybe jvairiy Seimy kopulose, o Gauso ir Stjudent’o ¢ tiksliausiai atitinka empi-
rines finansy rinky strukturas. Stjudent’o ¢ pasiZymi stipria uodegy priklausomybe ir generuoja
didesn¢ portfelio rizika esant toms pacioms Kendall 7 reikSméms.

Gauti rezultatai rodo, kad Kendall 7 yra stabiliausias ir informatyviausias empirinis priklauso-
mybés matas, Spearman p reikSmés dazniausiai didesnés, o Blomqvist § — maZiausios. Portfelio
rizikos analiz¢ atskleidZia, jog did¢jant Kendall 7, portfelio standartinis nuokrypis auga monoto-
niSkai, o Stjudent’o ¢ atveju, sparCiau, dél uodegy priklausomybés efekto. Darbe daroma iSvada,
kad konkordacijos matai ir kopulos sudaro tvirta matematinj pagrinda paZangiam finansy rizikos
modeliavimui ir gali buti taikomi portfeliy optimizavimui bei streso testams.

Raktiniai ZodzZiai — konkordacijos matai, Kendall 7, Spearman p, Blomqvist 3, kopuly teorija,
Sklar teorema, Scarsini aksiomos, Gauso kopula, Stjudent’o ¢ kopula, Clayton kopula, Gumbel

kopula, Monte Carlo simuliacijos.
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Abstract

This thesis investigates measures of concordance, namely Kendall’s 7, Spearman’s p, and Blo-
mgqvist’s 3, and their relationship with copula theory, with applications to dependence modeling in
financial markets. Measures of concordance provide a nonparametric framework for assessing the
dependence between random variables independently of their marginal distributions, which makes
them particularly suitable for financial data that often exhibit nonlinear dependence structures. The
theoretical part of the thesis is based on Sklar’s theorem, which allows a joint distribution func-
tion to be decomposed into marginal distribution functions and a copula, as well as on Scarsini’s
axioms, which characterize the class of concordance measures.

The empirical part of the study analyzes five years of daily closing price data for ten selected
companies and indices: Microsoft (MSFT), S&P 500 (SP500), SAP (SAP), Nasdagq (NDAQ), Apple
(AAPL), SAPGF (SAPGF), Nestlé (NSRGY), the German DAX index (DAX), the iShares MSCI
France ETF (EWQ), and AstraZeneca (AZN). The data were obtained from the publicly available
financial platform stocknear.com. The price series are transformed into logarithmic returns, concor-
dance measures are computed, and dependence structures are modeled using Gaussian, Student’s
t, Clayton, and Gumbel copulas. Monte Carlo simulations show that Kendall’s 7 reliably reprodu-
ces the theoretical dependence structure across different copula families, while the Gaussian and
Student’s ¢ copulas provide the best fit to empirical financial market data. The Student’s ¢ copula
exhibits strong tail dependence and generates higher portfolio risk for the same values of Kendall’s
T.

The results indicate that Kendall’s 7 is the most stable and informative empirical measure of
dependence, while Spearman’s p typically attains larger values and Blomqvist’s 3 the smallest
ones. Portfolio risk analysis reveals that the portfolio standard deviation increases monotonically
with Kendall’s 7, with a more pronounced growth in the case of the Student’s ¢ copula due to tail
dependence effects. The thesis concludes that measures of concordance and copula models provide
a solid mathematical foundation for advanced financial risk modeling and can be effectively applied
to portfolio optimization and stress testing.

Keywords — measures of concordance, Kendall’s 7, Spearman’s p, Blomqvist’s 3, copula theory,
Sklar’s theorem, Scarsini’s axioms, Gaussian copula, Student’s ¢ copula, Clayton copula, Gumbel

copula, Monte Carlo simulations.
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Ivadas

Finansy rinky priklausomybés modeliavimas sudaro esmine¢ Siy laiky riziky valdymo, portfe-
lio teorijos ir draudimo matematikos dalj. Tradiciniai koreliacijos matavimo jrankiai, tokie kaip
Pearson koreliacijos koeficientas, vertina tik tiesing priklausomybe ir yra nejautriis netiesinei, asi-
metrinei ar uodeginei grazy strukturai. Toks ribotumas yra kritinis finansams, kur logaritminés
grazos daznai turi sunkias uodegas, ekstremalius bendrus nuostolius ir nestabilias koreliacijas bei
pasizymi staigiais Suoliais.

Dél Siy prieZasciy, pastaraisiais deSimtmeciais vis daugiau démesio sulaukia konkordacijos
matai ir kopuly teorija, kurios leidZia modeliuoti bendra priklausomybés struktiirg nepriklauso-
mai nuo marginaliyjy pasiskirstymy. Konkordacijos matai, tokie kaip Kendall 7, Spearman p bei
Blomgvist 3, suteikia neparametring priemone priklausomybei matuoti, remiantis rangais ir yra
atsparus ekstremalioms reikSméms ar netiesiniems rySiams. Tuo tarpu kopulos, remiantis Sklar
teorema [|11]], leidZia tiksliai modeliuoti atsitiktiniy dydZiy tarpusavio priklausomybe, atskiriant ja
nuo marginaliyjy skirstiniy savybiy. Sis poZiiiris yra ypa¢ aktualus finansy, draudimo ir rizikos
valdymo srityse, kur butina tiksliai jvertinti bendry nuostoliy rizika, uodegy priklausomybes bei

priklausomybés strukturos asimetrija [4, [7].



Darbo tikslas — iSanalizuoti konkordacijos maty (Kendall 7, Spearman p, Blomqvist () teo-
rines savybes, jy rySj su kopuly modeliais ir jvertinti Siy maty praktinj taikyma finansy rinky pri-
klausomybés bei portfelio rizikos analizei, naudojant 5 mety dieniniy akcijy indeksy duomenis.

Darbo uzdaviniai:

1. ISanalizuoti koreliacijos ir konkordacijos teorinius aspektus, jy skirtumus ir taikymo ribotu-

mus finansy rinkose.

2. Aptarti Scarsini konkordacijos maty aksiomas, Sklar teorema ir kopuly vaidmenj priklauso-

mybés modeliavime.

3. MatematiSkai suformuluoti pagrindinius konkordacijos matus: Kendall 7, Spearman p ir Blo-

mqvist 3, pateikiant jy savybes ir rySius su kopulomis.

4. Surinkti ir apdoroti 5 mety 10 finansiniy aktyvy dieniniy uZdarymo kainy duomenis, apskai-

¢iuojant logaritmines graZas ir porinius priklausomybés maty jvercius.

5. Ivertinti empirines priklausomybes tarp aktyvy, naudojant konkordacijos matus ir vizualiza-

cijas (scatter grafikus, Silumos Zemélapius).

6. Parametrizuoti Gauso ir Stjudent’o ¢ pagal konkordacijos maty reikSmes ir palyginti jy gebé-

jima atkurti realiy duomeny priklausomybés struktiirg.

7. Atlikti Monte Carlo simuliacijas skirtingy kopuly Seimoms, analizuojant Kendall 7 stabilumg

ir teoriniy — empiriniy jverciy sutapima.

8. ]vertinti portfelio rizikos pokycius priklausomai nuo Kendall 7 reik§més ir palyginti rezulta-

tus tarp Gauso bei Stjudent’o ¢ modeliy.

9. Suformuluoti iSvadas dél konkordacijos maty tinkamumo priklausomybés modeliavimui bei

juy taikymo finansy rizikos analizéje.



1. Koreliacijos ir konkordacijos teoriniai aspektai

Koreliacijos ir konkordacijos matai yra pagrindiniai jrankiai atsitiktiniy dydZziy priklausomybés
strukturai apibudinti. Klasikiné koreliacijos teorija orientuota j tiesinj rysj, o Siuolaikiné konkorda-
cijos ir kopuly teorija leidZia nagrinéti bendresnes, netiesinés priklausomybes, atskiriant priklau-

somybés struktura nuo marginaliyjy skirstiniy [6, 7].

1.1. Kovariacija ir Pearson koreliacijos koeficientas

Pearson koreliacijos koeficientas yra bene daZniausiai taikomas priklausomybés matas ekono-
mikoje ir finansuose. Jis remiasi kovariacijos sagvoka ir matuoja, kiek X ir Y nukrypimai nuo jy
vidurkiy linke sutapti.

Apibrézimas 1. Tarkime X ir Y yra atsitiktiniai dydZiai su baigtinémis dispersijomis
Var(X) < oo ir Var(Y) < oc.

Kovariacija tarp X ir Y apibréziama kaip:

Cov(X,Y) =E[(X — EX)(Y — EY)] = E[XY] — EX - EY.

Pearson koreliacijos koeficientas (kai ox > 0 ir oy > 0) apibréZiamas taip:

kur ox = \/W(X), oy = \/W(Y). Tokiu atveju px y € [—1,1].

Apibrézimas 2. Atsitiktiniai dydziai X ir Y vadinami nekoreliuotais, jei Cov(X,)Y) = 0 (ar-
ba ekvivalentiskai pxy = 0). Pastaba: Nekoreliuotumas paprastai nereiskia nepriklausomumo,
iSskyrus specialius atvejus, pavyzdZiui, kai vektorius (X,Y") turi bendrai normaly skirstinj. Yra pa-
vyzdZiy, kai net ir nekoreliuoti dydZiai yra stipriai priklausomi, pavyzdZiui: Tarkime X ~ N(0,1)
irY = X2. Tuomet

Cov(X,Y) = Cov(X, X?) = E[X?] — E[X]E[X?].

Kadangi X turi simetriSka normalyjj skirstinj,

todél
Cov(X,)Y) =0.

Taciau atsitiktiniai dydZiai X ir X2 néra nepriklausomi, nes X? yra deterministiné¢ X funkcija.
Pavyzdziui,
PX?<1]|X>0=P0<X<1)#P(X?*<1),



vadinasi, X ir X? yra priklausomi [7].

Koreliacijos koeficientas yra simetriSkas (pxy = py,x), invariantiSkas afininéms transforma-
cijoms su teigiamais koeficientais (t.y. pox+bcv+a = Px,v, Kai a,c > 0), tacCiau jis priklauso nuo
marginaliyjy skirstiniy. Esant netiesinei, bet monotoniSkai priklausomybei, Pearson koreliacija ga-
li buti artima nuliui, nors rySys yra stiprus. Tokios situacijos daznos finansy rinkose, kur grazos
pasiZymi asimetriSkais ir ,,sunkiomis uodegomis* pasiZyminciais skirstiniais [[7].

Dél Siy priezasciy, vien koreliacijos analizé gali buti klaidinanti, ir atsiranda poreikis rangi-
niams priklausomybés matams, kurie nekinta taikant monotonines transformacijas ir geriau atspin-

di bendrg elgseng.

1.2. Sklar teorema ir kopuly vaidmuo

Sklar teorema [|11]] yra kopuly teorijos kertinis akmuo. Tarkime / — dvimaté pasiskirstymo
funkcija su marginaliosiomis pasiskirstymo funkcijomis F'x ir Fy. Tuomet egzistuoja kopula C
tokia, kad

H(zy) = C(Fx (), Fy(y)) V.

Jei Fx ir Fy yra tolydZios, C' yra vienintelé.

Atvirksciai, duota bet kokia kopula C' ir marginaliosios pasiskirstymo funkcijos F'x,Fy, funkci-
ja H apibrézta auksciau yra korektiSka jungtiné skirstinio funkcija. Taigi, priklausomybés struktura
ir marginaliosios pasiskirstymo funkcijos gali buti modeliuojamos atskirai, o konkordacijos matai
i§ esmés yra kopuly erdvés funkcionalai. Kopuly teorija ir jos taikymas priklausomybei modeliuoti

placiai aprasyti [6, [7].

1.2.1. Kopulos tankis

Tarkime (X,Y) yra dvimatis atsitiktinis vektorius su tolydZiomis marginaliosiomis pasiskirsty-
mo funkcijomis Fx ir Fy, o H —jy bendra pasiskirstymo funkcija. Pagal Sklaro teoremg egzistuoja
kopula C, tokia kad

H(zy) = C(Fx(z),Fy(y)),  (zy) € R
ir, esant tolydZiomis marginaliosiomis pasiskirstymo funkcijomis, Si kopula yra vienareik§Smiskai
apibréZta. Sklaro teorema leidZia grieztai atskirti marginaliyjy skirstiniy poveikj nuo priklausomy-

bés strukturos, kuri pilnai apraSoma kopula [11].

ApibréZimas 5. Jeigu kopula C' yra absoliuciai tolydi Lebesgue mato \? atZvilgiu vienetiniame

kvadrate [0,1]?, tai egzistuoja funkcija

vadinama kopulos tankiu [2, 6].



Tokiu atveju, kopula gali buti iSreikSta integraline forma

C(u,w) = /Ou /OU c(s,t)dsdt,

o su kopula susietas Borelio tikimybinis matas ;.- tenkina

duc(u,v) = c(u,w) dudv.

Kopulos tankis ¢ nusako lokalig priklausomybés struktiirg vienetiniame kvadrate [0,1)? ir ne-
priklauso nuo marginaliyjy pasiskirstymo funkcijy. Jis pilnai apraSo monotoniska (rangin¢) pri-
klausomybe tarp atsitiktiniy dydziy [10].

Svarbu pabréZti, kad ne kiekviena kopula turi tankj. Egzistuoja singuliarios kopulos, pavyz-
dZiui, komonotoniskumo kopula

M (u,v) = min{u,v},
kurios atitinkamas tikimybinis matas néra absoliuciai tolydus Lebesgue mato atzvilgiu. Tokiais
atvejais kopula interpretuojama, kaip integralas staciakampio [0, u] x [0, v] dvimacio tikimybinio
mato atZvilgiu, o ne per tankio funkcija [6].

RysSys su bendra tankio funkcija. Jeigu atsitiktinis vektorius (X,Y) turi bendrg tankj fx y, o

marginaliosios pasiskirstymo funkcijos turi tankius fx ir fy, tai galioja faktorizacija

fxy(xy) = c(Fx(x),Fy(y)) fx(x) fr(y),

kuri parodo, kad kopulos tankis veikia kaip priklausomybés korekcinis daugiklis, modifikuojantis

nepriklausomy marginaliyjy pasiskirstymo funkcijy sandauga [[7].

1.3. Konkordacija ir konkordacijos maty aksiomos

Konkordacija intuityviai nusako tendencija dviejy atsitiktiniy dydZiy buti ,,dideliais kartu‘ arba
,mazais kartu®. Vietoj konkreciy skaitiniy reikSmiy lyginimo, analizuojamas jy rangy suderina-
mumas.

Tarkime, kad (X,Y7) ir (X5,Y5) yra nepriklausomos poros (X,Y") kopijos. Sakoma, kad:

* Poros yra suderintos, jei (X1 — X5)(Y; —Y3) > 0 (t.y. didesniam X paprastai tenka didesnis

Y, o mazesniam X mazesnis Y);
* Poros yra nesuderintos, jei (X; — X3)(Y1 — Y3) < 0 (didesniam X tenka maZesnis Y).

Homogenizuojant $ia idéja kopuly erdvéje, konkordacijos matai interpretuojami kaip funkciniai
Kk : C — [—1,1], kur C — visy dvimaciy kopuly aibé. Remiantis [2, [10], konkordacijos matas turi
tenkinti Sias savybes:



. Normalizacija:

kur M (u,v) = min{u,v} ir W(u,v) = max{u+v—1,0} yra standartinés kopulos, apibréztos
srityje (u,v) € [0,1]%

* M(u,v) atitinka didZiausiq teigiamq priklausomybe (komonotoniskuma),

* W (u,v) atitinka didZiausiq neigiamq priklausomybe (kontramonotoniskuma).

Si savybé uztikrina, kad mato  reikimé biity intervale [—1,1], lyginant su Siais krastiniais

atvejais.
. Simetrija:

k(C) = k(CT), CT(up) = C(v,u).

. Monotoniskumas: Jei C; < (5 konkordacijos tvarkos prasme, tai yra C;(u,v) < Cy(u,v)
visiems (u,v) € [0,1]%, tuomet:
k(C1) < K(Cy).

Tai reiSkia, kad jei kopula C5 atspindi stipresn¢ teigiamg priklausomybe nei ', tai ir jos

konkordacijos matas turi biiti ne mazesnis.

. ApréZtumas:
k(C) € [-1,1], visoms C' € C,

t.y. konkordacijos matas visada priklauso intervalui nuo —1 iki 1, nepriklausomai nuo pasi-

rinktos kopulos C'.

. InvariantiSkumas rangy transformacijoms: jei (X,Y") ir (X’)Y”) turi tg pacia kopula, bet

skirtingas marginaligsias pasiskirstymo funkcijas, jy konkordacijos matas sutampa.

Dolati ir Ubeda-Flores [2] parodo, kad §ios aksiomos suderinamos ir su daugiamate (d > 2)

konkordacijos teorija: galima apibréZti daugiamacius maty Seimos narius, kurie sutampa su klasi-

kiniais Kendall 7, Spearman pg ir Blomqvist 5 dvimaciu atveju.

1.4. Kendall 7 ir jo apibendrinimai

Kendall 7 yra vienas seniausiy ir labiausiai paplitusiy konkordacijos maty. Jis naturaliai siejasi

su pory suderinamumo ir nesuderinamumo tikimybiy skirtumu.

Apibrézimas 3. Tarkime X ir Y yra du realts atsitiktiniai dydZiai su bendra dvimate skirstinio

funkcija H(x,y).

Kendall konkordacijos koeficientas 7 apibréZiamas taip:

T=P((X1 — X2)(Y1 = Y2) > 0) = P((X1 — X2)(Y1 — Y2) < 0),
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kur (X7,Y)) ir (X3, Ys) yra dvi nepriklausomos (X, Y') kopijos.
Sis koeficientas matuoja tikimybés skirtuma tarp suderinty ir nesuderinty pory:

* pora laikoma suderinta, jei (X; — X3) (Y1 — Ys) > 0,
* pora laikoma nesuderinta, jei (X; — X5)(Y1 — Ys) < 0.

Alternatyvi forma, iSreiSkianti 7 kaip matemating viltj:
7 =E [sign((X; — X2)(V1 — Y2))] .

Kopuliné forma. Tarkime atsitiktiniai dydZiai X ir Y turi bendrg pasiskirstymo funkcija
H (z,y) bei marginaliasias funkcijas F'y (x) ir Fy (y). Pagal Sklar teorema [[1 1], jei Fix (x) ir Fy (y)
yra tolydZios, egzistuoja unikali kopula C': [0,1]* — [0,1], tokia kad:

H(y) = C(Fx (), Fy(y)), visiems z,y € R.

Kopula C' visiskai apibudina priklausomybés tarp X ir Y struktiirg, nepriklausomai nuo jy margi-
naliyjy skirstiniy.

Kendall konkordacijos koeficientas kopuly teorijoje gali biti iSreikstas vien per kopula C":

7(C) = 4 /O 1 /0 1 C(u,w) dC(uv) — 1,

kur integruojama pagal patj C', t.y. naudojama kopulos indukuotas tikimybinis matas. Diferen-
cialiné kopula dC' sta¢iakampéms aibéms iSreiskiama kaip skirtumas tarp krastiniy reik§miy pagal
dviejy kintamyjy pasiskirstymo funkcijos augimg. Tokiu budu, kopulos indukuotas matas dC rea-

lizuojamas kaip Borelio matas i vienetiniame kvadrate [0,1]%, t. y.
pe(A x[0,1]) = pe([0,1] x A) = A(A) visoms Borelio aibéms A C [0,1],

kur A\ Zymi vienmatj Lebego mata. Si konstrukcija leidZia formaliai taikyti integravima pagal ko-

pula, iSreiSkiant jj kaip integralg pagal atitinkamg mata:

S (u,0) dC(u,v) = f(u0) dpc(u,v),
[0,1)2 [0,1)2

kas yra esminis pagrindas tiek teorinei kopuly analizei, tiek praktiniam jy jverciui bei taikymams
priklausomybés modeliavime. Si formulé rodo, kad 7 priklauso tik nuo priklausomybés struktiiros
tarp X ir Y, o ne nuo jy marginalyjy pasiskirstymo funkcijy [[7].

Tokiu budu Kendall 7 yra vienas iS klasikiniy konkordacijos maty, ypa¢ tinkamy netiesinei ar
negausiai parametrizuotai priklausomybei modeliuoti.

Manstaviciaus darbe [J] nagrinéjami keliy tipy Kendall mato apibendrinimai. Juose sitlomi ne

tik alternatyvus integraliniai pavidalai, bet ir svertiniai Kendall tipo matai, kurie gali buti jautresni
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uodegoms ar centrinei priklausomybei. Tai svarbu finansy rizikos analizéje, kur ypatingg vaidmenj
vaidina bendras ,.ekstremaliy“ pokyc¢iy pasireiSkimas.
StatistiSkai, Kendall 7 naturaliai pasireiSkia kaip U-statistika, o jo jverciai turi gerai iStirtas

asimptotines savybes, nagrinétas, pavyzdZiui, [3].

1.5. Spearman ranginé koreliacija

Tarkime X ir Y yra atsitiktiniai dydZiai su nenutriikstamomis skirstinio funkcijomis F'y ir Fy-.

Spearmano pg apibréZiamas kaip Pearsono koreliacija tarp jy rangy:
ps = corr( Ry, Ry),

kur Ry ir Ry Zymi X ir Y rangus imtyje.

Teorijoje laikoma, kad atsitiktiniai dydziai U = Fx(X) ir V = Fy(Y) yra standartizuoti
rangai, jy tolygy pasiskirstymg intervale [0, 1] Zymi U (0,1). Tokiu atveju Spearmano pg yra tiesiog
Pearsono koreliacija tarp U ir V:

ps = corr(U, V).

Pagal Sklar teorema, poros (U, V') priklausomybé apraSoma kopula C'(u,v), kuri atitinka:
PU <u,V <v)=C(uw), (uw)el0,1)

Tokiu budu Spearman pg galima iSreiksti vien per kopulg:

ps(C) =12 /01/01 [C(u,w) — wv] dudv.

Si formulé parodo, kad pg(C) priklauso tik nuo priklausomybés struktiiros tarp X ir Y, t.y.
nuo kopulos C, ir yra nepriklausoma nuo marginaliyjy skirstiniy.

Spearman pg yra klasikinis pavyzdys koreliacijos tipo konkordacijos maty, kai priklausomybé
vertinama transformavus atsitiktinius dydzius monotoniskai j vienodus pasiskirstymus. Tokie matai
yra placiai taikomi statistikoje ir finansy teorijoje dél jy neparametrinio pobudZio ir atsparumo
kraStinéms reikSméms.

Sie maty tipai bei jy savybés — tokios kaip asimptotiné dispersija ir statistinis efektyvumas — i$-
samiai analizuojami [5, 8]. Koike ir Hofert [8] lygina skirtingus transformuoty koreliacijy jvercius,

identifikuodami, kurie jy pasiZymi maZesniu dispersijos nuokrypiu tam tikromis sglygomis.

1.6. Blomgqyvist [ ir Koreliacijos tipo konkordacijos matai

Blomgvist S matuoja centring priklausomybe, t.y. tendencijg atsitiktiniams dydZiams biiti vie-

noje medianos pus€je.
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Apibrézimas 4. Tarkime X ir Y yra atsitiktiniai dydZiai su tolydZiomis pasiskirstymo funkci-
jomis Fx ir Fy, ir tarkime, kad jy bendrg priklausomybés strukttirg nusako kopula C, t. y.

]P)(X <z,Y < y) = O(FX(x>’FY(y))'

Transformavus X ir Y |
U:Fx(X), V:Fy(Y),

gauname, kad (U, V) yra atsitiktinis vektorius su vienodu pasiskirstymu vienetiniame kvadrate
[0,1)% ir priklausomybés struktiira apraSoma kopula C.

Tokiu atveju Blomqvist 3 koeficientas gali buti tiesiogiai iSreikstas per kopula:

B(C) = 4C (5’5) ~1.

Sis apibréZimas rodo, kad /3 priklauso tik nuo kopulos reikimés taske (1/2,1/2), t.y. nuo
tikimybes, kad abu standartizuoti kintamieji U ir V' vienu metu yra didesni uz 0.5 arba maZesni uz
0.5:

g =4P(U > 0.5,V >0.5) -1 =4P(U < 0.5,V < 0.5) — 1.

Kadangi /3 remiasi tik viena tasko reik§me, jis yra skai¢iavimo poZiiiriu labai paprastas. Si
savybé ypac naudinga, taikant dideliems duomeny rinkiniams ar modeliavimo uZdaviniuose.

Hofert ir Koike [5] parodé¢, kad Blomqvist 5 gali biiti interpretuojamas kaip Pearson korelia-
cija tarp dviejy transformuoty atsitiktiniy dydziy, gauty priskiriant verte 1, jei X ir Y virSija savo
mediang, ir 0 — kitu atveju. Tokiu biidu 3 priklauso vadinamajai transformuoty rangy koreliacijy
klasei.

Koike ir Hofert [8] parodé, kad Blomqvist 3, kaip ir kiti koreliacijos tipo konkordacijos ma-
tai, gali buti palyginamas pagal jy jverCiy asimptotine dispersija, ir kai kuriais atvejais pasizymi

iSskirtiniu stabilumu.

1.7. Kopuly parametrizavimas pagal Kendall 7

Praktikoje daZnai siekiama, kad kopulos parametras turéty intuityvig interpretacija, pavyzdZiui,
buty tiesiogiai susietas su Zinomu priklausomybés matu, tokiu kaip Kendall 7. Daugumai popu-
liariy vienparametriniy kopuly egzistuoja aiSkios analitinés iSraiSkos, siejancios jy parametra su
T.

Toliau pateikiami keli daZniausiai taikomi atvejai:

* Gauso (normalioji) kopula: Gauso kopula modeliuoja priklausomybe tarp X ir Y per jy
bendrai normaly pasiskirstyma. Ji apibréZiama kaip:

Cp(u,v) =2, (CI)_I(u)? CI)_I(U)) )
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kur ® — vienmaté standartinio normalaus skirstinio pasiskirstymo funkcija, o ®, — dvimaté

normali skirstinio funkcija su koreliacija p € (—1,1).

Kendall 7 susijes su p taip:

2 )
= — arcsin .
T= ()

* Clayton kopula: Tai asimetriné Archimedo kopula, tinkama modeliuoti apatinés uodegos
priklausomybe (Zr. ). Ji apibréZiama:

Co(uw) = (u?+v? — 1)_1/9, 6 > 0.

Kendall 7 rySys su parametru 6 yra:

* Gumbel kopula: Tai kita Archimedo kopula, daznai taikoma virsutinés uodegos priklauso-

mybei modeliuoti. ApibréZiama:
Co(u,v) = exp {— [(—logu)e + (—logv)e} 1/9} , 0>1.

Kendall 7 iSreiSkiamas taip:

T=1——-.

Sie rys$iai leidZia tiesiogiai i§ empiriniy Kendall 7 jver¢iy apskai¢iuoti atitinkamy kopuly pa-
rametrus. Tai itin naudinga kalibravimo (fitting) uZdaviniuose, kai remiantis duomenimis, norima

parinkti tinkama priklausomybés modelj [6, |7, 8].

1.8. Priklausomybés stiprumas, stop-loss tvarka ir portfelio rizika

Vertinant bendra portfelio rizika, svarbu ne tik Zinoti pavieniy riziky pasiskirstymus (margi-
nalias), bet ir kaip Sios rizikos tarpusavyje sgveikauja — tai vadinama priklausomybeés struktira.
Net jei visy pavieniy komponenty skirstiniai iSlieka nepakite, bendras rizikos lygis portfelyje gali
zenkliai skirtis priklausomai nuo jy priklausomybés pobudzio.

Vienas svarbiausiy priklausomybés vertinimo budy rizikos teorijoje yra stop - loss tvarka.
Tarkime S yra bendra nuostoliy suma (pvz., viso portfelio nuostolis). Tada, stop-loss premija ties
tasku d > 0 apibréZiama kaip:

m(d) = E[(S - d)"],
kur ()" = max{x, 0} — tai atspindi draudiko ar investuotojo laukiamg nuostolj, kai taikoma fran-
¢izeé d.

Tchen [13] parodé, kad tarp dviejy bendry skirstiniy su tomis pa¢iomis marginalijomis, bet
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skirtingomis priklausomybés struktiiromis, galima nustatyti nelygybes, kurios riboja galimus rizi-
kos funkcionaly (pvz., stop-loss premijy) intervalus.
Remdamiesi Sia idéja, Dhaene ir Goovaerts []1]] analizuoja, kaip konkordacijos laipsnis (t.y.

priklausomybés ,,teigiamumas‘‘) daro jtaka portfelio rizikai. Jy pagrindinis rezultatas teigia:

Esant toms pacioms marginalijoms, jei priklausomybé tarp riziky yra labiau teigiama
(t.y. didesné konkordacija), tuomet bendra portfelio rizika (ir stop-loss premija) taip

pat yra didesné.

Sis faktas labai svarbus taikant kopuly metodus rizikos teorijoje. Jis parodo, kad vien tradicinés
koreliacijos, tokios kaip Pearson koeficientas, nepakanka — dvi priklausomybés struktiiros gali turéti
ta pacia koreliacija, bet reikSmingai skirtis pagal konkordacijos tvarka, o kartu ir pagal rizikos dydj.

Todél, lyginant skirtingus priklausomybés scenarijus portfelyje, ypac kai siekiama valdyti kras-
tutiniy nuostoliy rizika, butina naudoti konkordacijos maty ir kopuly pagrindu sukurtas priemones.

Finansy kontekste portfeliu vadinamas keliy aktyvy (pvz., akcijy, obligacijy, indeksy) rinkinys,
kuriame kiekvienas aktyvas turi tam tikra svorj. Tarkime, turime portfelj, sudaryta iS dviejy aktyvy,
kuriy logaritminés grazos yra X; ir X5, o atitinkami portfelio svoriai — w, ir ws.

Bendro portfelio graza tuomet yra:
R, = w1 X1 + we Xy, kurw; +wy =1
Portfelio rizika daZniausiai matuojama per jo grazos dispersija:
Var(R,) = wio] + w303 + 2w wy0109p,

kur o, ir o9 — atitinkamy aktyvy standartiniai nuokrypiai, o p — Pearson koreliacijos koeficientas
tarp X, ir Xo.

Nors §i formulé placiai naudojama klasikiniame portfelio teorijos modeliavime, ji remiasi prie-
laida apie tiesing priklausomybe tarp aktyvy graZzy. Norint jvertinti bendresnes, netiesinés priklau-

somybés strukturas, pasitelkiama kopuly teorija.

Naudojant Gauso kopulg, rySys tarp koreliacijos p ir Kendall konkordacijos koeficiento 7 yra:
= sin (W )
= 57 )
Tai leidZia perraSyti portfelio dispersijos formule iSreiSkiant ja per Kendall 7:
Var(R,; 7) = w?o? + wios + 2w wyo10y sin <g7> )

Funkcija sin (gT) yra grieztai didéjanti intervale 7 € [—1, 1], todél augant 7 — t.y. didéjant
teigiamai priklausomybei tarp aktyvy — didéja ir salyginé kovariacijos jtaka bendrai portfelio dis-

persijai.
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Mazesnis 7 (ypa€ 7 < 0) reiSkia labiau neigiamg priklausomybe tarp aktyvy, todél jy rizikos
labiau kompensuoja viena kitg. PrieSingai, esant dideliam 7 (t. y. kai aktyvy graZos stipriai kore-
livojair ,,juda kartu*), jy nuostoliai daznai pasitaiko vienu metu, ir diversifikacijos nauda sumazéja.

Taigi Kendall 7 tiesiogiai valdo, kiek rizikos galima sumazinti diversifikuojant.

1.9. Konkordacijos maty jverciai

Statistinéje analizéje daznai domimasi ne tik teoriniais priklausomybés maty apibrézimais, bet
ir jy empiriniais jverciais, apskai¢iuojamais i3 stebéty duomeny. Sie jverciai leidZia jvertinti rea-
lig priklausomybés strukturg tarp kintamyjy, todél jie yra itin svarbus taikomojoje statistikoje ir
duomeny analizéje.

Tarkime, turime n stebéjimy pory (z;,v;), 7 = 1,...,n. Tuomet:

Kendall 7 jvertis apskaiciuojamas kaip:
. 2 .
iy > sign((zi — ;) (i — ;).

kur sign(-) funkcija grazina 1, —1 arba 0 priklausomai nuo Zenklo. [ver¢io reik§mé priklauso nuo
to, kiek pory yra suderinty ir kiek — nesuderinty.

Spearman pg jvertis apskaiiuojamas kaip Pearson koreliacija tarp rangy. Tarkime R; Zymi
x; rangg tarp visy xi,...,x,, 0 S; — atitinkamai y; rangg tarp visy v, ..., y,. Tuomet Spearman

ps jvercio formulé yra:

oo (B -R(Si—5)
\/Z?:l(Ri - R)z ’ \/Z?:l(si - S)Z’

kur R = % S Riir S = % v . S; yra atitinkamai X ir Y rangy aritmetiniai vidurkiai.

Sis jvertis parodo, kiek panaSios yra X ir Y vertés pagal jy vietg (rangg) tarp kity stebé&jimy —
nepriklausomai nuo tikryjy reikSmiy dydziy.

Blomgqyvist [ jvertis:

R 1<
6} - ZZI {z; > median(X), y; > median(Y")}

Sie empiriniai matai yra invariantiski monotoninéms transformacijoms ir priklauso tik nuo ko-
pulos [8, [12, [13].
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1.10. Empiriné kopula ir pseudo-stebéjimai

Norint dirbti su priklausomybés struktira, nepriklausomai nuo marginaliyjy, kiekvienam ste-

bejimui apskai¢iuojami vadinamieji pseudo-stebéjimai:

R; Si
z:n+17 z:n+17 Z:L y 1y
kur R; ir S; yra atitinkamai x; ir y; rangai tarp visy 1, ..., z, ir y1, ..., y,. Kadangi rangai pri-
klauso aibei {1, ..., n}, pseudo-stebéjimai U;, V; priklauso atviram vienetiniam kvadratui:

(U, Vi) € (0,1).
Remiantis Siais pseudo-steb¢jimais, apibréZiama empiriné kopula:
. 1 —
Co(u) = ~ z; L{U; <u, V; <v}, (uw)€[0,12%
Tai yra neparametrinis priklausomybés struktiiros jvertis, nepriklausantis nuo kintamyjy mar-
ginaliyjy pasiskirstymy. Empiriné kopula véliau naudojama [3, 11]]:
» Konkordacijos maty jverciams;

* Kopuly parametry kalibravimui pagal didZiausig tikétinumo metoda (MLE) ar pseudo-MLE;

* Monte Carlo simuliacijoms, kai norima iSsaugoti realig priklausomybeés struktura.

1.11. Kopuly parametry jvertinimas pagal Kendall 7

Vienparametrinéms kopuloms daZnai egzistuoja analitiniai rySiai tarp kopulos parametro 6 ir

Kendall 7 konkordacijos koeficiento:

2 arcsin(p), Gauso, Cia p =0,
i
s Clayton
0427 ’
7(0) =
1-— %, Gumbel,
\1 — %, Frank (aproks.).

Pastaba: Skirtingai nei Archimedo kopulose, Gauso kopula neturi atskiro kopulos parametro
0, jos priklausomybés struktiira apraSoma koreliacijos koeficientu p. D¢l Sios priezasties Kendall 7
Gauso kopulos atveju yra iSreiSkiamas kaip funkcija nuo p:
2

T = —arcsin(p).
s
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IS Siy lygybiy galima iSreik$ti ir parametro jvercius, kai Zinomas empiriskai apskaiciuotas 7:

(Gumbel),

—_
|
>

p = sin (g%) (Gauso).

Pavyzdys. Tarkime, kad i§ duomeny gautas Kendall konkordacijos jvertis yra 7 = 0.5.

* Clayton kopulai parametras apskai¢iuojamas:

- 2-0.5 1
9Clayt0n = 1-05 = ﬁ = 2.
* Gumbel kopulai:
Boumpes = ——— =2
Gumbel — 1—05 — &

* Gauso kopulai:

PGauss = Sin (g . 0.5) = sin <%) ~ (0.707.

Sie skai¢iavimai rodo, kaip empiriniai konkordacijos maty jver¢iai gali biiti tiesiogiai nau-
dojami kopulos parametrui jvertinti praktikoje. Tai leidZia kalibruoti priklausomybés modelius,
remiantis duomenimis [[7, 9].

1 lentelé. Populiariy vienparametriniy kopuly parametrizavimas pagal Kendall 7

Kopulos pavadinimas | Priklausomybés tipas 7(0) 0(7)
N 2 (T
Gauso Simetriné — arcsin(p) p = sin 57’)
s
0 27
Clayt Apatiné uod —
ayton patiné uodega 9+% IIT

Gumbel VirSutiné uodega 1—--

5 0 1 E T
Frank Simetriné 1 —— (aproks.)

0 1—1

1.12. Didziausio tikétinumo metodas (MLE)

Tarkime fc(u,v;0) — kopulos tankis. Tada log-tikétinumo funkcija yra:
((0) = log fo(U;,Vi; 0).
i=1

Parametras f gaunamas maksimizuojant ¢(6).

Metodas naudojamas [[7, 8]:

o JSskirtims;
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» Uodegy priklausomybei;

* Mazam imties dydZiui.

1.13. Pseudo-didziausio tikétinumo metodas
Naudojama empiriné kopula:
gPL(e) = Z log C (U’Lv‘/;7 0) )
i=1

kur C' — kopulos tankis, o U; = Fx(z;), V; = Fy(y;) yra pseudo-stebéjimai.

Sis metodas vadinamas pseudo-didZiausio tikétinumo metodu, nes apskai¢iuojamas tik kopulos
dalies logaritminis tikétinumas, o marginaliosios pasiskirstymo funkcijos ignoruojamos. Metodas
yra skaiCiavimo poziuriu efektyvus ir stabilus — t. y. nedidelés variacijos pseudo-stebéjimuose

nesukelia dideliy jverciy svyravimy [3, [7].

1.14. Monte Carlo simuliacijos

Simuliacijos atlickamos norint — palyginti teorin¢ ir empiring Kendall 7, jvertinti kopuly tin-

kamuma, modeliuoti portfelio rizikg. Algoritmas:
1. Parenkama teoriné 7 reikSme.
2. Pagal ja apskai¢iuojamas parametras 6.

3. Generuojama N pory (U;,V;) i§ Cy, simuluojant dvimatj normalyjj vektoriy su koreliacija,
atitinkancia Kendall 7 ir taikant rangine transformacija, kuri uztikrina tolygias priklausomy-

bes ir marginaliasias pasiskirstymo funkcijas.
4. ApskaiCiuojamas empirinés 7 vidurkis ir dispersija.
5. Kartojama 100 - 500 karty.

Pagal [3], Gauso ir ¢ - kopulos geriausiai atkuria teorines 7 reikSmes.[3, 8, 12]

1.15. Uodegy priklausomybé

Tarkime X ir Y — du realus atsitiktiniai dydZiai su tolydZiomis marginaliosiomis pasiskirstymo

funkcijomis F'y ir Fy. Apibrézkime transformuotus kintamuosius:
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Tuomet U ir V' yra atsitiktiniai dydZiai, pasiskirste vienodai tolygiai intervale [0,1], t.y. U,V ~
U(0,1). Taciau jie néra nepriklausomi — jy tarpusavio priklausomybé visiskai apibuidinama ko-
pula C'(u,v), kuri tenkina:

PU <u,V <v)=C(uw), (uv)€l0,1]>

Kopuly teorijoje itin svarbu jvertinti, ar tarp kintamyjy egzistuoja stipri priklausomybé krastu-
tinése reiksmése, t.y. uodegose. Tai apraSoma uodegy priklausomybés koeficientais, jei pastarieji

egzistuoja, apibréztais taip:

)\Uzlir?IP’(V>u|U>u) (1)

u—1-

A= lim P(V <u|U <) )
u—0t+

kur Ay Zymi virsutinés (1), o A\, — apatinés (2) uvodegos priklausomybe.
Dél to, kad U ir V' turi vienodus skirstinius, bet gali buti priklausomi, Sie koeficientai vertina,

kiek tikétina, kad vienas kintamasis perZengs krastine riba, kai ta patj padaro kitas.
Kai kuriy Zinomy kopuly uodegy priklausomybés koeficientai:

(

0 Gauso,
1)(1—
2t,11 (—\/ w) t-kopula,
Ay = IL+p
2 —21/0 Gumbel,
0 Clayton (bet A\;, > 0).

\

Uodegy priklausomybe turi tiesioging jtaka kraStutiniy nuostoliy vertinimui (pvz., VaR ir
CVaR), nes butent bendri kraStutiniai pokyciai tarp aktyvy labiausiai veikia sistemine rizikg. Dél
Sios priezasties, kopuly pasirinkimas — ypac jy uodegy elgsena — yra svarbus aspektas rizikos

modeliavimo kontekste [[7, 8].

1.16. VaR ir CVaR teorinis pagrindas

Portfelio 12, nuostolis: Tarkime, kad portfelio graza yra Zymima R, — tai atsitiktinis dydis,
nusakantis bendrg investicinio portfelio pelng arba nuostolj per tam tikrg laikotarpj.
Tuomet portfelio nuostolis apibréZiamas kaip:

L=-R,

Sis Zyméjimas ypac svarbus rizikos matavimui, nes didelés neigiamos grazos (12, < 0) reiSkia

teigiamus nuostolius (L > 0), o tai tiesiogiai susije¢ su tokiy rizikos rodikliy kaip Value-at-Risk
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(VaR) ar Conditional Value-at-Risk (CVaR) skaiCiavimu.

Alfa reikSmingumo lygmens vertés pokycio rizika lygyje «: Tarkime, kad L yra atsitiktinis
portfelio nuostolio dydis (pvz., L = —RR,).

Tuomet reikSmingumo lygmens « Value-at-Risk (VaR) — tai maZziausia reikSmé ¢, kurios

nuostolis L nevirsija su tikimybe o
VaR, (L) =inf{{ e R:P(L < /() > a}.

Kitaip tariant, VaR, (L) Zymi a-ojo kvantilio reik§me atsitiktiniam dyd#iui L. Sis rodiklis daz-
nai taikomas finansy praktikoje, vertinant blogiausig galimg nuostolj tam tikru pasitikéjimo lygiu.
Salyginé vertés pokycio rizika — tai vidutiné nuostolio verte, esant blogiausiems a proporcijos

atvejams, t.y. kai nuostolis vir§ija VaR,,. Ji apibréZiama taip:

CVaR,(L) =E[L | L > VaR,(L)],

kur L — atsitiktinis portfelio nuostolis. Sis rodiklis matuoja tikéting nuostolj blogiausio scena-
rijaus atveju ir daZznai laikomas konservatyvesniu rizikos matu nei VaR,, nes atsiZvelgia j nuostoliy
pasiskirstyma uZ kvantilio ribos.

Kadangi Stjudent’o ¢ turi teigiamg virSutinés uodegos priklausomybés koeficientg Ay > 0, ji
leidZia modeliuoti didesn¢ tikimybe, kad abu aktyvai patirs ekstremalius nuostolius vienu metu.

Dél to, lyginant su Gauso kopula, kuri neturi uodeginés priklausomybés (A = 0), Stjudent’o

t lemia didesnj sglyginj nuostolj — t.y. didesn¢ CVaR,, (L) reik§mg¢:
CVaR(aStjudent’o t) (L) > CVaR(aGauss)<L) )

Tai reiSkia, kad naudojant Stjudent’o ¢ su stipresne uodegy priklausomybe, prognozuojami ekst-
remalils bendri nuostoliai yra didesni. Si j#valga atitinka rizikos teorijoje nustatytas konkordacijos

tvarkos ir stop-loss nelygybiy rezultatus []1], 13].

1.17. Modeliy tinkamumo vertinimas

Vertinama pagal grafinius palyginimus (sklaidos), teorinés vs empirinés 7 skirtumg, AIC/BIC

(MLE metodui), uodegy priklausomybeés elgseng [3, §].
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2. Duomeny struktura ir stadartizavimas

Pradinis duomeny formatas — atskiri CSV failai kiekvienam aktyvui su bent Siais stulpeliais:
* Date — prekybos datos,
* Close (arba Adj.Close) — uzdarymo kainos.
Kad skirtingy Saltiniy failai buty suderinami, atliekami tokie Zingsniai:
1. Datas Zymintis stulpelis konvertuojamas j vienoda daty formata;
2. Nustatomas uzdarymo kainy stulpelis (jei yra keli, pasirenkamas Adj.Close);
3. Eilutés iSrikiuojamos pagal data didéjimo tvarka;

Tokiu budu gaunama standartizuota lentelé kiekvienam aktyvui:
Date, Close,
kuri véliau jungiama su kity aktyvy lentelémis pagal bendras datas.
2.1. Aktyvy kainy dinamika ir preliminari vizualizacija
Pirmasis Zingsnis — vizualiai jvertinti kainy elgesj laikui bégant. Kainy grafikai leidZia:
* Nustatyti bendras augimo ar kritimo tendencijas;

e Pastebéti strukturinius luZius;

* Palyginti indeksy ir pavieniy akcijy dinamika.

SP500 indekso uzdarymo kainos

125004

100001

Kaina

7500

5000 4

20‘15 20‘20 20‘25
Data

1 pav. SP500 akcijos kainos
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Kity akeijy uzdarymo kainos (be SP500)

4004

Kaina

2004

2015 2020 2025
Data

AAPL DAX MSFT NSRGY SAPGF
Asset
AZN — EWQ NDAQ SAP

2 pav. Visy likusiy akcijy kainos

Indeksai (SP500, DAX) paprastai rodo lygesnes trajektorijas, o pavieniy bendroviy akcijy kai-
nos pasiZzymi didesniu tiesioginiu kainy kintamumu. Tai svarbu interpretuojant vélesnius konkor-
dacijos ir kopuly jvercius, nes skirtinga kintamumo struktura gali lemti skirtingg elgesj ekstremaliy

pokyciy metu.

2.2. Logaritminiy grazy skaic¢iavimas

Kadangi kopuly struktura daZniausiai taikoma graZoms, o ne kainoms, kiekvienam aktyvui

apskaiciuojamos dieninés logaritminés grazos:

1 By
Ty = 10
t g Pt—l )

Logaritminés grazos turi keletg privalumy:

kur P, — uZdarymo kaina dieng ¢.

* Jos yra adityvios - ilgalaiké graza lygi trumpalaikiy grazy sumai;

¢ Daznai artimesnés simetriSkiems skirstiniams;

 LeidZia palyginti skirtingus aktyvus nepriklausomai nuo kainy lygio.
Sios grazos sudaro pagrinda [6, [7]:

 Konkordacijos maty (Kendall 7, Spearman pg, Blomqyvist 3) jver¢iams;
* Pseudo-stebéjimy u; = Fx(x;) ir v; = Fy(y;) konstravimui;

* Parametriniy kopuly, Gauso, Archimedo ir kt., kalibravimui.
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2.3. Trukstamy reikSmiy ir daty suderinimas

Kadangi jvairios birzos veikia pagal skirtingus prekybos tvarkaraScius, tam tikromis dienomis

gali buti prieinama tik dalies aktyvy kainy informacija. Norint uztikrinti teisingg konkordacijos

maty apskaic¢iavima, butina tarpusavyje suderinti duomeny datas:

1. Atliekamas inner join pagal Date: paliekamos tik tos dienos, kai stebimos abiejy aktyvy

kainos;

2. PaSalinamos visos eilutés, kuriose bent vieno aktyvo graza yra trikstama;

3. Jei tam tikros poros turi labai mazai bendry stebéjimy, jos gali buti eliminuojamos iS tolesnés

analizés.

Esant n = 10 aktyvy, sudaromos visos poros:

2 lentelé. Aktyvy poros i§ n = 10 indeksy (viso (%)) = 45 pory)

MSFT — AAPL
MSFT — NDAQ
MSFT - AZN
AAPL — SAP
AAPL — SP500
AAPL — NSRGY
SAP — NDAQ
SAP — AZN
DAX — NDAQ
DAX — AZN
NDAQ — SP500
NDAQ - NSRGY
SP500 — AZN
EWQ — AZN
AZN — NSRGY

MSFT — SAP
MSFT — SP500
MSFT — NSRGY
AAPL — DAX
AAPL - EWQ
AAPL — SAPGF
SAP — SP500
SAP - NSRGY
DAX — SP500
DAX — NSRGY
NDAQ - EWQ
NDAQ — SAPGF
SP500 — NSRGY
EWQ — NSRGY
AZN — SAPGF

MSFT - DAX
MSFT - EWQ
MSFT — SAPGF
AAPL — NDAQ
AAPL — AZN
SAP - DAX
SAP - EWQ
SAP — SAPGF
DAX - EWQ
DAX — SAPGF
NDAQ — AZN
SP500 - EWQ
SP500 — SAPGF
EWQ — SAPGF
NSRGY - SAPGF

Kiekvienai porai atskirai suderinamos laiko eilutés ir apskai¢iuojami konkordacijos maty jver-

¢iai. Fuchs ir Schmidt [3] pabréZzia, kad ranginiy ir kopuliniy jver¢iy kokybé yra labai jautri duome-

ny kokybei ir suderinimui: nekorektiskas trukstamy reikSmiy tvarkymas gali reikSmingai iSkraipyti

jvercius.

2.4. Pseudo-stebéjimai ir kopuly kalibravimas

Kopuliné¢je analizéje iS empirinés grazy sekos daznai pereinama prie pseudo-stebéjimy

Ui:

FX(xi)v

A

V; = Fy(yl)v
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kur Fy ir Fy — empirinés pasiskirstymo funkcijos. Tokiu budu gaunama seka (U;,V;), kuri apytik-
riai pasiskirs¢iusi U([0,1]?) su neZinoma kopula.

Tolesni Zingsniai:
» Apskaiciuojami Kendall 7, Spearman pg, Blomqvist B ;

* Naudojant Zinomus rySius tarp 7 ir parametry, nustatomi kopuly parametrai (pvz., p Gauso

atveju, 0 Clayton ar Gumbel atveju);

* Pagal pasirinktg kriterijy, jvertinamas modelio tinkamumas [6, [7].

Koreliacijos tipo konkordacijos matai ir jy jverciai, jskaitant Blomqvist 8 ir Spearman pg) de-
taliai analizuojami [3, 5, 8], kur nagriné¢jamas ir maty suderinamumas bei galimy konkordacijos

maty matricy pasiekiamumas.
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Rezultaty analizé

Siame skyriuje pateikiama i§sami gauty empiriniy rezultaty analizé. Analizé suskaidyta j kelias

dalis:

1.

2.

5.

6.

Konkordacijos maty elgsena;
Priklausomybés struktiiros vizualizacija sklaidos (scatter) grafikais;

Kendall 7 ir Spearman p Silumos Zemélapiai;

. Gauso kopuly simuliacijos ir jy atitikimas realiems duomenims;

Monte Carlo metodo rezultatai;

Portfelio rizikos priklausomybé nuo Kendall 7;

Analizé remiasi 5 mety dieniniy uZdarymo kainy log-graZomis deSimciai pasirinkty akcijy in-

deksy.

3.1.

3.1.1.

Konkordacijos maty jverciai

Kendall 7

Kendall 7 matuoja monotoniska rysj, remiantis suderinty ir nesuderinty pory tikimybémis. Ka-

dangi Sis matas nepriklauso nuo kopulos formos, jis priklauso tik nuo priklausomybés strukturos,

0 ne nuo marginaliyjy.

Empiriniuose duomenyse didZiausios Kendall 7 reikSmés gautos poroms:

* SP500 - EWQ: 7 =~ 0.52;

» SP500 - AAPL: 7 =~ 0.51;

e SP500 - DAX: 7 ~ 0.48.

Sios poros apima:

* JAV akcijy rinkos indeksa (SP500),

* didelés JAV technologijy jmonés akcija (AAPL),

* Europos rinkos indeksus (DAX, EWQ).

Kadangi,

147

P(concordant) = 5

kur P — tai tikimybé pagal bendra dviejy atsitiktiniy dydZiy skirstinj, kuri vertina, kiek tikétinas

tam tikras rangy santykis tarp dviejy pory, o concordant — jvyKkis, kai dvi atsitiktiniy dydZiy poros
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(X1,Y7) ir (X,Y5) yra vienodai orientuotos: abu komponentai didéja arba mazéja vienu metu. Tai
7 ~ 0.5 reiSkia, jog mazdaug 75% atsitiktinai pasirinkty dieny pory SP500 ir AAPL (ar EWQ,
DAX) grazos juda ta pacia kryptimi (abu didéja arba abu mazéja). Tai rodo stiprig sistemin¢ pri-
klausomybe, budingg globaliai integruotoms akcijy rinkoms.

Vidutinio stiprumo priklausomybés (pvz., SP500 - SAP, SP500 - NDAQ su 7 ~ 0.43 — 0.45)
atspindi tai, kad Sie aktyvai vis dar yra stipriai susij¢ su bendrais rinkos veiksniais, ta¢iau turi ir
reikSmingg idiosinkratinés rizikos komponenta.

Silpnesnés priklausomybés gautos porose:
» SP500 - NSRGY: 7 =~ 0.23;

» SP500 - SAPGF: 7 ~ 0.26;

* SP500 - AZN: 7 ~ 0.24.

Sie aktyvai priklauso kitoms pramonés $akoms (farmacija, vartojimo prekiy sektorius) ir pasizy-
mi kitokia rizikos profilio struktura. Todél jie turi didesnj diversifikacijos potencialg portfelyje,

kuriame dominuoja JAV akcijy indeksas.

3.1.2. Spearman p

Spearman p matuoja monotoniSka priklausomybe tarp atsitiktiniy dydziy, jvertindamas tiesinj
ry§j tarp jy rangy. Formuluojamas kaip Pearson koreliacijos koeficientas tarp rangy seky Ry ir Ry,
jis yra jautresnis globaliai priklausomybés strukturai visame pasiskirstyme, jskaitant ir nelyginius
rangy skirtumus.

Skirtingai nei Kendall 7, kuris remiasi tik suderinty ir nesuderinty pory proporcijomis (t.y.
Zenkly palyginimu), Spearman p vertina rangy atitikima visame pasiskirstyme, naudodamas jy tie-
sinj suderinamuma. D¢l Sios priezasties, esant sklandZiam, bet netiesiniam rySiui, Spearman p
daZnai jgauna didesnes reikSmes nei Kendall 7.

Abu matai yra neparametriniai ir nepriklauso nuo marginaliyjy formos, taciau jy skirtinga
konstrukcija lemia skirtingg jautruma priklausomybés pobudZiui.

Didziausios Spearman p reikSmés gautos poroms:
* SP500 - EWQ: pg ~ 0.701;

* SP500 - AAPL: pg ~ 0.686;

* SP500 - DAX: pg ~ 0.655.

Sios poros apima:

* JAV akcijy rinkos indeksa (SP500),

* didelés JAV technologijy bendrovés akcija (AAPL),
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 Europos rinkos indeksa (DAX) ir ETF (EWQ).

Kadangi Spearman p jvertina rangy suderinamuma, reikSmeé pg ~ 0.7 rodo, kad didel¢je duo-
meny dalyje pory rangai juda ta pacia kryptimi ir panaSiu intensyvumu. Toks priklausomybés lygis
atspindi aukSta globalios akcijy rinkos integracijos laipsnij, o rezultatai suderinami su Kendall 7
tendencijomis.

Vidutinio stiprumo priklausomybés gautos poroms, kuriy vertés svyruoja aplink 0.39 - 0.45,

aukstesné vidutiné priklausomybé - 0.614:
* SAP - AAPL: pg ~ 0.455;
* SAP - NDAQ: ps ~ 0.392;
* SP500 - SAP: ps ~ 0.614.

Sios reik§més rodo, kad aktyvai vis dar veikiami bendry rinkos veiksniy, taciau turi ir savity,
tik jiems budingy pokyciy, todél jy rangy koreliacija maZesné nei tarp globaliy indeksy.

Silpnesnés priklausomybés gautos porose:

* SP500 - NSRGY: ps ~ 0.332;
* SP500 - SAPGF: pg ~ 0.378;

* SP500 - AZN: pg ~ 0.348.

Sie aktyvai priklauso kitoms pramonés $akoms, pavyzdZiui vartojimo prekiy sektoriui ar farma-
cijos industrijai, todél pasiZymi Zemesne sinchronizacija su JAV rinkos dinamika. Tai atskleidZia
didesnj diversifikacijos potencialg.

Bendras rezultatas: Spearman p struktura patvirtina, kad tarptautiniai akcijy indeksai ir JAV
technologijy sektorius sudaro glaudZiai susijusj klasterj, o kiti sektoriai suteikia reikSmingy diver-
sifikacijos galimybiy.

Konkordacijos maty klasteriai

Klasteris

Kendall
[ ]
~

3 pav. Kendall 7 ir Spearman p klasteriai [—1; 1]* kvadrate
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Siame grafike identifikuoti trys klasteriai pagal ranginius priklausomybés maty (7, p) jvercius

ir jy vidine sklaida:

« Zalias klasteris apima poras, kurioms biidinga stipri monotoniska priklausomybé, t. y.
#,p > 0.4, ir maZa vidiné sklaida (pvz., standartinis nuokrypis < 0.05). Sios poros pasiZy-

mi nuoseklia, stabiligja priklausomybe, matoma per arti jstriZainés iSsidésciusius taskus.

* Oranzinis Kklasteris jungia poras su vidutinio stiprumo priklausomybe, kai 7,p €
[0.2;0.4), ir padidéjusia sklaida (pvz., sd € [0.05;0.1]). Tai daZnai misriy (ne visiSkai
monotonisky) priklausomybiy poros, kuriose bendras ranginis rySys yra silpnesnis dél struk-

turiniy ar sektoriaus skirtumy.

» Mélynas Kklasteris lokalizuotas ties koordinatés pradzia (7,p < 0.2), apima poras, kuriy
ranginé priklausomybé silpna arba artima nepriklausomybei. TaSky iSsidéstymas cia
yra heterogeniskas, daznai neturintis aiSkios krypties — tai rodo didelj idiosinkratiniy veiksniy
poveikj.

3 lentelé. Konkordacijos maty klasteriy interpretacija pagal 7, p ir sklaida

Klasteris T p Sklaida (pvz., SD) | Interpretacija

Zalias > 0.4 > 0.4 <0.05 Stipri, stabili priklausomybé
Oranzinis | [0.2; 0.4) | [0.2; 0.4) 0.05-0.1 Vidutiné, misri priklausomybeé
Meélynas <0.2 <0.2 > 0.1 Silpna ar beveik nepriklausoma

3.1.3. Blomgqpvist 3

Blomqvist # matuoja priklausomybe medianos kvadranty prasme — tai yra tikimybe, kad abu

atsitiktiniai dydziai vienu metu yra didesni arba mazZesni uz savo medianas:
B=4P(X >z,Y >7)—1,

kur 7 ir y yra atitinkamai X ir Y medianos.

Sis matas i§ esmés yra struktiiri$kai artimas Kendall 7: abu yra pagristi Zenkly palyginimu,
ta¢iau Blomgqvist [ fiksuoja vieng taska — mediany porg (, §) — ir vertina, ar stebéjimas yra tame
paciame kvadrante. Kitaip tariant, vietoje visy galimy steb&jimy pory lyginimo (kaip Kendall 7
atveju), Blomqvist 8 matuoja ,.konkordantiSkuma* tik vieno fiksuoto tasko atzvilgiu.

Empiriniai rezultatai rodo, kad Blomqvist  reikSmés daznai biina maZesnés nei Kendall 7 ar

Spearman pg:
¢ SP500 — AAPL: 3 ~ 0.19;

« SP500 - EWQ: 3 = 0.19;
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« SP500 — SAP: 3 ~ 0.14;
« SP500 — NSRGY, SP500 — AZN: 3 ~ 0.03-0.07.

Tai rodo, kad centriné, aplink mediana, priklausomybé tarp Siy aktyvy yra santykinai silpnesné
nei bendroji priklausomybé visame pasiskirstyme. Kitaip tariant, aktyvai labiau linke kartu patirti
didesnius nei vidutinius svyravimus — t.y. jy priklausomybé yra stipresné uodegose nei centre. Si

savybé itin svarbi atliekant stresinius testus ir kraStiniy nuostoliy analize.

Visi trys nagrinéti konkordacijos matai — Kendall 7, Spearman pg ir Blomqvist 5 — vertina mo-
notoniskq priklausomybe tarp atsitiktiniy dydziy. Tai reiSkia, kad jie jautrus kryptingam (didéjan-
¢iam arba maZéjanciam) rySiui tarp kintamyjy, taciau nebiitinai tiesiniam. Sie matai yra invarian-
tiSki monotonisky transformacijy atzvilgiu: jei abu kintamieji transformuojami bet kokiomis
didéjanciomis ar mazé¢janciomis funkcijomis, konkordacijos jverciai nesikeic¢ia. D¢l Sios savybés,
jie itin tinkami netiesiniams, bet strukturiSkai kryptingiems rySiams modeliuoti, kaip daZnai pasi-

taiko finansiniuose duomenyse.

3.2. Priklausomybés struktura sklaidos grafikais
Log-grazy sklaidos grafikai leidZia vizualiai jvertinti:
* Monotonisko rySio krypti;
» Koncentracija aplink kilimo kryptj;
* Uodegy tasky elgesi.

Porose su didelémis 7 reikSmémis - pvz.: SP500 - AAPL, SP500 - EWQ, SP500 - DAX, sklai-

dos grafikai rodo tanky debesj, gerokai nutolusj nuo nepriklausomy kintamyjy atvejo.

SP500 vs AAPL log graZos

0.05 010 015
| |

AAPL log graza
0.00
1

-0.05

-010

-010 -0.05 0.00 0.05

SP500 log graza

4 pav. SP500 ir AAPL akcijy indeksy sklaidos grafikas
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SP500 vs DAX log grazos

=
S
L
T T T T
-010 -0.05 0.00 0.05
SP500 log graza
5 pav. SP500 ir DAX akcijy indeksy sklaidos grafikas
SP500 vs EWQ log graZes
o
g g

T T T T
-010 -0.05 0.00 0.05

SP500 log graZa

6 pav. SP500 ir EWQ akcijy indeksy sklaidos grafikas

Porose su maZesnémis priklausomybémis, SPS00 - NSRGY, SP500 - AZN, debesis labiau is-
sklaidytas.
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SP500 vs NSRGY log graZos

MSRGY log graza

-0.05

-010 -0.05 0.00 0.05

SP500 log graza

7 pav. SP500 ir NSRGY akcijy indeksy sklaidos grafikas

SP500 vs AZN log graZos

AZM log graza

-010

015

T T T T
-010 -0.05 0.00 0.05

SP500 log graZa

8 pav. SP500 ir AZN akcijy indeksy sklaidos grafikas
Sklaidos grafikai aiSkiai patvirtina, kad tiesiné Pearson koreliacija nebuty pakankama priklau-
somybei apibudinti, kadangi:
* stebimas uodegy elgesys,
* variacijos intensyvumas didesnis ekstremaliose reikSmése,

e priklausomybé néra grynai elipsiné visame paramos ruoze.
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3.3. Kendall 7 ir Spearman p Silumos Zemélapiai

Silumos Zemélapiai su Kendall 7 ir Spearman p vizualizuoja priklausomybés matricas tarp visy

akcijy indeksy. Siuose Zemélapiuose aiSkiai matomos kelios grupés:

* JAV rinkos grupé: SP500, MSFT, AAPL, NDAQ - didelés tarpusavio konkordacijos (auks-

tos 7 ir p reikSmés), rodancios bendra reakcijg j makroekonominius Sokus ir rinkos ciklus.

* Europos rinkos grupé: DAX, EWQ, SAP - stipri tarpusavio priklausomybe, kuri tam tikru
mastu persidengia su JAV indeksu SP500.

* Defensyviy akciju indeksy grupé: NSRGY, AZN - santykinai maZzesnés priklausomybés

su indeksais ir technologijy akcijomis.

Kendall Tau $ilumos Zemélapis

SP500

SAPGF 0.19 0.17

NSRGY 0.17 0.17 0.24 0.17 0.23 Reiksmé

NDAQ

EwQ

0.32

0.27

- 0.29 0.33 0.3

DAX 0.31 0.28 0.27 0.34
AZN 0.16 0.24 0.28 0.18 0.27 0.24 0.16 0.24
AAPL 0.28 0.32 -
& & & & s° &‘éj & %‘gé e‘f’é}

9 pav. Kendall 7 Silumos Zemélapis

0.6
0.5
0.4

0.3
0.2
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Spearman $ilumos Zemélapis

SP500

NSRGY 0.25 0.24 0.35 0.24 0.33 Reiksme

0.8
NDAQ 0.39 0.8
04

EWQ 0.46 - 0.41 0.47 0.43

oAX | 044 0.4 0.39 0.48
AZN 024 0.35 04 0.26 0.38 0.34 0.23 0.35
AAPL 0.4 0.45 -
e & & &Q& e@"o @?c} s %§<§ af’&

10 pav. Spearman p Silumos zZemélapis

Sios grupés svarbios portfelio formavimui. Jos rodo, kur priklausomybé yra tokia stipri, kad
diversifikacijos efektas ribotas, ir kur galima tikétis tikros rizikos sklaidos.

Pastaba: dél pilky elementy Silumos Zemélapiuose: Kendall 7 ir Spearman p Silumos Zemé-
lapiuose pilka spalva pazymeéti tie pory elementai, kuriems konkordacijos maty jverciai nebuvo
apskaiciuoti. Tai jvyksta tais atvejais, kai po laiko eiluciy sujungimo pagal datas ir logaritminiy
grazy skaic¢iavimo lieka nepakankamas bendry stebéjimy skaic¢ius arba atsiranda netinkamy stebé-
jimy.

Formaliai, Tarkimel { (X t(i), X t(j ))}3;:1 Zymi dviejy aktyvy kainy log-grazy pora, gautg po duo-

meny suderinimo. Jeigu néra jvykdyta salyga
Var(X®¥) >0 ir Var(XY) >0,

arba jeigu bendras galiojanciy stebéjimy skaicius n yra per maZas, konkordacijos maty 7 ir pg
jverCiai néra apibrézti ir atitinkami Silumos Zemélapio elementai lieka nejvertinti.

Svarbu pabrézti, kad pilka spalva Siuose grafikuose nereiSkia silpnos ar nulinés priklausomybeés
tarp atitinkamy aktyvy. Ji tik Zymi techninj duomeny suderinamumo apribojimg ir nurodo, jog

empiriniai konkordacijos maty jverciai Sioms poroms negal€jo buti patikimai apskaiCiuoti.

3.4. Gauso kopulos simuliacijos ir atitikimas

Gauso kopula, kalibruota pagal empirinj Kendall 7, leidZia sugeneruoti duomeny poras, kuriy
priklausomybeé identiSka realiy log-graZy konkordacijai. Palyginus empirinés poros, pavyzdZiui
SP500 - AAPL, sklaidos grafika ir Gauso kopulos simuliacijos grafika, pastebéta:
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* Bendras debesies pasiskirstymas labai panaSus;
» TaSky koncentracija viduryje atitinka empirinius duomenis;

» Kopula seékmingai atkartoja vidutinés ir stiprios priklausomybés struktiirg.

SP500 vs AAPL Gaussian kopulos simuliacija
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11 pav. SP500 ir AAPL kopulos sklaidos grafikas

Akcijy poros buvo grupuojamos pagal Kendall 7 ir Spearman pg reikSmes, laikant kiekvie-
ng porg taSku dvimatéje erdvéje [—1,1]%. Klasterizavimui taikytas k-means algoritmas su fiksuotu
klasteriy skai¢iumi £ = 3, siekiant atskirti silpnos, vidutinés ir stiprios ranginés priklausomybés
rezimus. Gauti klasteriai rodo, kad empirinés poros nepatenka j vieng homogeniska priklauso-
mybés grupe, bet pasiZymi skirtingais konkordacijos lygiais, todél vieno klasterio modelis nebuty
pakankamai informatyvus.

Vis délto Gauso kopulos prielaidy ribotumas atsiskleidZia uodegose — ji neturi uodegy priklau-
somybés, todel ekstremaliy bendry nuostoliy daznis gali buti nuvertintas.

Tai véliau iStaisoma naudojant t-kopula.

3.5. Monte Carlo simuliacijy rezultatai

Monte Carlo eksperimentai buvo skirti iStirti, kaip gerai empiriSkas Kendall 7 atkuria teoring
priklausomybe skirtingy kopuly atveju. Buvo pasirinktos teorinés 7 reik§més intervale [—0.8, 0.8]
ir generuoti duomenys i§ Gauso kopulos, t-kopulos, Clayton kopulos, Gumbel kopulos, Frank ko-

pulos.
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Monte Carlo: Konkeordacijos maty stabilumas pagal Kopulos $eima
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12 pav. Monte Carlo simuliacijos grafikas

Gauso ir t-kopuly atveju gauta, kad empiriskos 7 reik§més beveik sutampa su teorinémis (skir-
tumas mazesnis nei 0.01), o taSkai grafike (teoriné 7 vs empiriné 7) iSsidéste beveik ant tiesés y = .
Tai patvirtina Kendall 7 stabilumg ir jo tinkamuma kopuly parametrizavimui.

Archimediniy kopuly (Clayton, Gumbel, Frank) atveju:

* 7 vidutiniSkai atspindi teorine¢ reikSme;

* Taciau dispersija didesné, ypac krastinése 7 reikSmése;

* Tai susije su asimetriSku uodegy elgesiu (pvz., Clayton — stipri apatiné uodegy priklausomy-

bé).

3.6. Portfelio rizikos priklausomybé nuo Kendall 7

Dviejy akcijy indeksy portfelyje, laikant w, = we = 0.5 ir 07 = 09 = o, portfelio dispersija

yra:
2

o
Var(fty; p) = o (1+p),

sin <7T )
= —7.
P 2

o Gauso kopulos atveju:
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13 pav. Portfelio rizikos priklausomybés nuo Kendall 7 grafikas

Empiriniai rezultatai $iai teorinei funkcijai visiSkai atitinka:

* Esant 7 = —0.8, gaunama maziausia o, (maksimali diversifikacija);

* Esant 7 = 0, portfelio rizika atitinka nepriklausomy akcijy indeksy atvejj;

* Esant 7 = 0.8, portfelio rizika artéja prie vieno aktyvo rizikos — diversifikacijos efektas

beveik dingsta.

Lyginant Gauso ir Stjudent’o ts, pastebéta, kad Stjudent’o ¢ sukuria Siek tiek didesn¢ portfelio

rizikg esant teigiamam 7, ypac kraStinése reikSmése. Tai suderinama su tuo, kad Stjudent’o ¢ turi

nenuling uodegy priklausomybe, todél bendri ekstremalus kritimai yra labiau tikétini.
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ISvados

. Konkordacijos matai (Kendall 7, Spearman p, Blomqvist /) pateikia nuosekly priklausomy-

bés vaizda, nepriklausoma nuo marginaliyjy.

. Kendall 7 pasirodé stabiliausias ir tinkamiausias kopuly parametrizavimui.

. Gauso kopula atkuria centrin¢ priklausomybe, taciau Stjudent’o ¢ biitina modeliuojant uode-

gy rizika.

. Empiriniai rezultatai parodé sistemin¢ priklausomybe tarp JAV ir Europos rinky.

. Aktyvai (NSRGY, AZN), kuriy veikla yra maZzai priklausoma nuo ekonominio ciklo, pasi-

Zymi maza konkordacija ir suteikia realy diversifikacijos efekta.

. Monte Carlo simuliacija patvirtino Kendall 7 stabilumag ir tinkamuma praktinei kalibracijai.

. VaR ir CVaR analizé rodo, kad Gauso kopula nuvertina ekstremaliy nuostoliy rizika, o Stju-

dent’o ? ja tiksliai atspindi.
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Priedas Nr. 1
R kodas

# 1. Pakety ikélimas

required_pkgs <- c("Hmisc", "PerformanceAnalytics", "copula", "readr", "dplyr",
"tidyr", "purrr", "lubridate", "combinat", "htmltools",
<~ "ggplot2")

new_pkgs <- required_pkgs[! (required_pkgs 7%in), installed.packages( [,

— "Package"])]

if (length(new_pkgs)) install.packages(new_pkgs)

invisible(lapply(required_pkgs, library, character.only = TRUE))

# 2. Duomeny importas
file list <- c(
MSFT = "C:/Users/bilin/Desktop/HistoricalData_1760615991264.csv",
SP500 = "C:/Users/bilin/Desktop/SP500.csv",
SAP = "C:/Users/bilin/Desktop/historical_price_SAP.csv",
NDAQ
AAPL = "C:/Users/bilin/Desktop/historical_price_AAPL.csv",
SAPGF = "C:/Users/bilin/Desktop/historical_price_SAPGF.csv",
NSRGY = "C:/Users/bilin/Desktop/historical_price_NSRGY.csv",
DAX = "C:/Users/bilin/Desktop/historical_price_DAX.csv",
EWQ
AZN
)
data_list <- lapply(file_list, read_csv)

"C:/Users/bilin/Desktop/historical_price_NDAQ.csv",

"C:/Users/bilin/Desktop/historical_price_EWQ.csv",

"C:/Users/bilin/Desktop/historical_price_AZN.csv"

# 3. Duomeny paruosimas
prepare_data <- function(df) {
close_candidates <- c("Close","close","AdjClose","adjClose","Adj Close","ad]j
— close",
"Adj.Close","adj.close","Close/Last")
close_col <- intersect(close_candidates, colnames(df))

if (length(close_col) == 0) stop("Nerastas uZdarymo stulpelis!")
date_candidates <- c("Date","date","time","Time")
date_col <- intersect(date_candidates, colnames(df))

if (length(date_col) == 0) stop("Nerastas datos stulpelis!")

df <- daf >%
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mutate (
Close = as.numeric(df[[close_col[1]1]),
Date = parse_date_time(df [[date_col[1]]], orders = c("ymd", "mdy"))
) %>
arrange (Date) %>Y
select(Date, Close)

return(df)

data_list <- lapply(data_list, prepare_data)

# 3.1 Bendras kainy grafikas
output_folder <- "C:/Users/bilin/Desktop/copula_plots/"
dir.create(output_folder, showWarnings = FALSE)

all_prices <- purrr::map2_df(data_list, names(data_list), ~ mutate(.x, Asset =
oY)
price_plot_file <- pasteO(output_folder, "all_assets_prices.png")
png(price_plot_file, width=1000, height=600)
ggplot(all_prices, aes(x=Date, y=Close, color=Asset)) +
geom_line(linewidth=0.8) +
labs(title="Visy akcijy uZdarymo kainos", x="Data", y="Kaina (Close)") +
theme_minimal() + theme(legend.position="bottom", legend.title=element_blank())
dev.off ()

sp500_plot <- ggplot(

filter(all_prices, Asset == "SP500"),
aes(x = Date, y = Close)
)+
geom_line(color = "black", linewidth = 0.9) +
labs (
title = "SP500 indekso uzdarymo kainos",
x = "Data",
y = "Kaina"
)+
theme _bw()
ggsave (

filename = file.path(output_folder, "sp500_prices.png"),
plot = sp500_plot,
width = 9, height = 5
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other_assets_plot <- ggplot(

filter(all_prices, Asset != "SP500"),
aes(x = Date, y = Close, color = Asset)
) +

geom_line(linewidth = 0.7, alpha = 0.85) +

labs(
title = "Kity akcijy uzdarymo kainos (be SP500)",
x = "Data",
y = "Kaina"

) +

theme bw() +
theme (legend.position = "bottom")

ggsave (
filename = file.path(output_folder, "other_assets_prices.png"),
plot = other_assets_plot,
width = 10, height = 6

# 4. Funkctja log grgZoms

compute_returns <- function(dfl, df2, namel, name2) {
merged_pair <- inner_join(dfl, df2, by="Date", suffix=c(paste0("",namel),
— paste0("",name2)))
if (nrow(merged_pair) < 2) return(NULL)

returns_pair <- data.frame(
diff (log(merged_pair[[paste0("Close_",namel)]])),
diff (log(merged_pair[[paste0("Close_",name2)]]1))
)

colnames (returns_pair) <- c(namel,name?2)
if (any(is.na(returns_pair[[1]])) | any(is.na(returns_pair[[2]]))) return(NULL)
if (sd(returns_pair[[1]], na.rm=TRUE)==0 | sd(returns_pair[[2]], na.rm=TRUE)==0)

— return(NULL)

return(returns_pair)

# 6. Pora po poros analizé
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pairs <- combn(names(data_list), 2, simplify=FALSE)
kendall list <- list()
spearman_list <- list()

blomgvist_list <- list()

for(p in pairs){
namel <- p[1]; name2 <- p[2]

key <- paste(namel,name2,sep="vs")

returns_pair <- compute_returns(data_list[[namel]], data_list[[name2]], namel,
< name2)
if (!is.null(returns_pair)) {

x <- returns_pair[[1]]; y <- returns_pair[[2]]

kendall list[[keyl] <- cor(x, y, method="kendall")
spearman_list[[keyl]] <- cor(x, y, method="spearman")
blomqvist_list[[key]] <- hoeffd(x, y)$D[1,2]

tau <- kendall_list[[key]]

# Tik tuomet generuojame grafikus jei yra galiojanciy duomeny
if (length(x)>3 && length(y)>3 && all(is.finite(x)) && all(is.finite(y))) {
# Scatter plot
scatter_file <- pasteO(output_folder, key,"_scatter.png")
png(scatter_file, width=700, height=500)
plot(x, y, pch=19, col=rgb(0,0,1,0.5),
main=paste(namel,"vs",name2,"log grazos"),
xlab=pasteO(namel," log graza"), ylab=pasteO(name2," log graza'"))
dev.off ()

# Gausstan copula
if(!'is.na(tau) & is.finite(tau)) {
cop_gauss <- normalCopula(param=iTau(normalCopula(dim=2), tau), dim=2)
copula_data <- rCopula(1000, cop_gauss)
copula_file <- pasteO(output_folder, key,"_copula.png")
png(copula_file, width=700, height=500)
plot(copula_datal,1], copula_datal,2], pch=19, col=rgb(1,0,0,0.5),
main=paste(namel,"vs",name2, "Gaussian kopulos simuliacija"),
xlab="U1", ylab="U2")
dev.off ()
}
} else {



message(" Pora ", key, " praleista: nepakanka galiojanciy grazy.")

# 5.1 Monte Carlo konkordacijos maty palyginimas

set.seed(123)

monte_carlo_results <- data.frame(family=character(), tau=numeric(),
< sim_tau=numeric(), stringsAsFactors=FALSE)

tau_values <- seq(-0.8,0.8,0.2)

families <- c("gaussian","t","clayton","gumbel","frank")

for(fam in families){
for(tval in tau_values)q{
if(fam %in’ c("clayton","gumbel") && tval<=0) next
cop <- tryCatch({
switch(fam,
"gaussian"=normalCopula(iTau(normalCopula(), tval)),
"t"=tCopula(iTau(tCopula(dim=2), tval)),
"clayton"=claytonCopula(iTau(claytonCopula(), tval)),
"gumbel"=gumbelCopula(iTau(gumbelCopula(), tval)),
"frank"=frankCopula(iTau(frankCopula(), tval)))
}, error=function(e) NULL)
if(is.null(cop)) next
u <- rCopula(5000, cop)
sim_tau <- cor(ul,1], ul,2], method="kendall")
monte_carlo_results <- rbind(monte_carlo_results, data.frame(family=fam,

< tau=tval, sim_tau=sim_tau))

png(pastelO(output_folder, "monte_carlo_concordance.png"), width=800, height=600)
plot(NA, x1im=c(-0.8,0.8), ylim=c(-0.8,0.8), xlab="Tikras ", ylab="Simuliuotas

n
s s

main="Monte Carlo: Konkordacijos maty stabilumas pagal kopulos Seimag")
cols <- rainbow(length(unique(monte_carlo_results$family)))
for(i in seq_along(unique(monte_carlo_results$family))){
fam <- unique(monte_carlo_results$family) [i]
subset_data <- subset(monte_carlo_results, family==fam)
points(subset_data$tau, subset_data$sim_tau, col=cols[i], pch=19)

lines(subset_data$tau, subset data$sim_tau, col=cols[i])
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legend("topleft", legend=unique(monte_carlo_results$family), col=cols, pch=19)
dev.off()

# 5.2 Portfelio rizikos simuliacija
simulate_portfolio_risk <- function(tau, family="gaussian", n=5000){
cop <- switch(family,
"gaussian"=normalCopula(iTau(normalCopula(), tau)),
"t"=tCopula(iTau(tCopula(), tau)))
u <- rCopula(n, cop)
x1 <- gnorm(ul[,1], mean=0.001, sd=0.02)
x2 <- gnorm(ul[,2], mean=0.001, sd=0.02)
w <- ¢(0.5,0.5)
port <- w[l]*x1l + w[2]*x2
sd (port)

taus <- seq(-0.8,0.8,0.2)
risk_results <- data.frame(
tau = taus,
sigma_gauss = sapply(taus, simulate_portfolio_risk, family="gaussian"),

sigma_t = sapply(taus, simulate_portfolio_risk, family="t")

png(paste0(output_folder,"portfolio_risk_vs_tau.png"), width=800, height=600)
plot(risk_results$tau, risk_results$sigma_gauss, type="b", col="blue",
main="Portfelio rizika priklausomai nuo Kendall tau",
xlab="Kendall tau", ylab="Portfelio ", ylim=range(risk_results[,-1]))
lines(risk_results$tau, risk_results$sigma_t, type="b", col="red")
legend("topleft", legend=c("Gaussian","t-copula"), col=c("blue","red"), pch=19)
dev.off ()

# 6. KENDALL IR SPEARMAN DUUOMENYS
dependence_df <- data.frame(
pair = names(kendall_list),

kendall_tau = unlist(kendall_list),

spearman_rho = unlist(spearman_list)

dependence_df <- na.omit(dependence_df)
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# 7. SPEARMAN VS KENDALL [-1,1]°2

tau_rho_plot <- ggplot(
dependence_df,
aes(x = spearman_rho, y = kendall_tau)
)+
geom_point(size = 3, color = "black", alpha = 0.85) +
geom_hline(yintercept = 0, linetype = "dashed", color = "grey40") +
geom_vline(xintercept = 0, linetype = "dashed", color = "grey40") +
coord_fixed(xlim = c(-1, 1), ylim = c(-1, 1)) +
labs (
title = expression("Spearman " * rho * " ir Kendall " * tau * " reikSmiy
< sklaida"),
x = expression("Spearman " * rho),
y = expression("Kendall " * tau)
)+
theme_bw ()

ggsave (
filename = file.path(output_folder, "kendall_vs_spearman.png"),
plot = tau_rho_plot,
width = 7, height = 7

# 8. Klasteriai

set.seed(123)

dependence_df$cluster <- kmeans(
dependence_df [, c("spearman_rho", "kendall_ tau")],
centers = 3

)$cluster

cluster_plot <- ggplot(

dependence_df,

aes(x = spearman_rho, y = kendall_tau, color = factor(cluster))
) +

geom_point(size = 3) +

coord_fixed(xlim = c(-1, 1), ylim = c(-1, 1)) +

labs (

title = "Konkordacijos maty klasteriai",

x = expression("Spearman " * rho),
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y = expression("Kendall " * tau),
color = "Klasteris"

)+

theme _bw()

ggsave (
filename = file.path(output_folder, "kendall_spearman_clusters.png"),
plot = cluster_plot,
width = 7, height = 7

# 9. Patikra

print (head(dependence_df))

message(" Visi grafikai sugeneruoti su baltu fonu (theme_bw()).")

# 10. HTML ataskatita

html_content <- list(
tags$h2("Bendras akcijy kainy grafikas"),
tags$img(src=basename(price_plot_file), width="907%")

for(p in pairs){
namel <- p[1]; name2 <- p[2]; key <- paste(namel,name2,sep="vs"
returns_pair <- compute_returns(data_list[[namel]], data_list[[name2]], namel,
< name2)
if (!is.null(returns_pair)){
scatter_file <- pasteO(output_folder, key,"_scatter.png")
copula_file <- pasteO(output_folder, key,"_copula.png")
if(file.exists(scatter_file) & file.exists(copula_file)){
html_content <- c(html_content,
tags$div(
style="display:flex; flex-direction:column;
— align-items:center; margin-bottom:30px;",
tags$h3(paste(namel, "vs",name2,"- log grazos ir
< Gaussian kopula")),
tags$div(
style="display:flex; flex-direction:row;
< Jjustify-content:center; gap:20px;",

tags$img(src=basename(scatter_file), width="45%",



style="border-radius:10px; box-shadow:2px
< 2px 6px rgba(0,0,0,0.2);"),
tags$img(src=basename(copula_file), width="45}",
style="border-radius:10px; box-shadow:2px
< 2px 6px rgba(0,0,0,0.2);")
)

),
tags$hr(style="border:1px solid #ccc; margin:20px 0;")

html_content <- c(html_content,
tags$h2("Monte Carlo konkordacijos maty palyginimas"),
tags$img(src="monte_carlo_concordance.png", width="80%"),
tags$h2("Portfelio rizika priklausomai nuo Kendall tau"),

tags$img(src="portfolio_risk_vs_tau.png", width="80%"))

html_page <- tags$html(
tags$head (
tags$title("Akcijy analizé su kopulomis"),
tags$style("body { font-family: Arial; margin: 20px; background-color:
— #£8f9fa; }
h1, h2, h3 { text-align:center; color:#333; }
img:hover { transform:scale(1.02); transition:all 0.2s
< ease-in-out; }")
),
tags$body (
tags$hl("Akcijy pory analizé, kopulos ir rizikos vertinimas"),

html_content

html_file <- pasteO(output_folder,"stock_pairs_analysis_full.html")
save_html (html_page, file=html_file)
message(" HTML puslapis sukurtas: ", html_file)

# 11. Rezultaty perzZiura
print (head(kendall_list,10))
print (head (spearman_list,10))
print (taus)
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print (head(blomqvist_list,10))
print (head (monte_carlo_results,10))

print (risk_results)
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Priedas Nr. 2
Grafikai

AAPL vs AZN Gaussian kopulos simuliacija
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AAPL-DAX sklaidos grafikas; AAPL-SAPGF kopulos ir sklaidos grafikai; AAPL-
NSRGY kopulos ir sklaidos grafikai; DAX—AZN kopulos grafikas
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17 pav. NDAQ-AAPL sklaidos grafikas; NDAQ-AZN kopulos ir sklaidos grafikai; NDAQ-DAX

kopulos ir sklaidos grafikai; NDAQ-EWQ kopulos grafikas
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18 pav. NDAQ-EWQ sklaidos grafikas; NDAQ-NSRGY kopulos ir sklaidos grafikai; NSRGY—-
DAX kopulos ir sklaidos grafikai; NSRGY—AZN kopulos grafikas
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NDAQ vs SAPGF Gaussian kopulos simuliacija

u1

19 pav. NSRGY-AZN sklaidos grafikas; NSRGY-SAPGEF kopulos ir sklaidos grafikai; NSRGY—
EWQ kopulos ir sklaidos grafikai; SAP-AAPL kopulos grafikas
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SAP vs AAPL log grazos SAP vs AZN Gaussian kopules simuliacija
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20 pav. SAP-AAPL sklaidos grafikas; SAP—AZN kopulos ir sklaidos grafikai; SAP-DAX kopulos
ir sklaidos grafikai; SAP-EWQ kopulos grafikas
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21 pav. SAP-EWQ sklaidos grafikas; SAP-NDAQ kopulos ir sklaidos grafikai; SAP-NSRGY

kopulos ir sklaidos grafikai; SAP-SAPGF kopulos grafikas
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SAPGF vs AZN Gaussian kopulos simuliacija
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22 pav. SAP-SAPGF sklaidos grafikas; SAPGF-AZN kopulos ir sklaidos grafikai; SAPGF-DAX
kopulos ir sklaidos grafikai; SAPGF-EWQ kopulos grafikas
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23 pav. SAPGF-EWQ sklaidos grafikas; SAPGF-NSRGY kopulos ir sklaidos grafikai; SP500-
AZN kopulos grafikas; SPS00-AZN sklaidos grafikas; SPS00-AAPL kopulos grafikas
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SP500 vs AAPL log grazos SP500 vs DAX Gaussian kopulos simuliacija
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24 pav. SP500-AAPL sklaidos grafikas; SP500-DAX kopulos ir sklaidos grafikai; SPSO0-EWQ
kopulos ir sklaidos grafikai; SPSO0-NDAQ kopulos grafikas
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SP500 vs NSRGY Gaussian kopulos simuliacija

u1

25 pav. SP500-NDAQ sklaidos grafikas; SPSOO-NSRGY kopulos ir sklaidos grafikai; SPS00-SAP
kopulos ir sklaidos grafikai; SPS00—-SAPGF kopulos grafikas
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