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Gyvybés draudimo vienkartiniy grynyjy premijy apskaic¢iavimo
formulés

Santrauka

Siame magistro darbe analizuojamos gyvybés draudimo vienkartiniy grynyjy premijy
apskaic¢iavimo formulés taikant ekvivalentumo principa. Darbe iSnagrinéjamos trys pagrin-
dinés mirtingumo prielaidos trupmeniniams amziams — tolygiai pasiskirs¢iusio mirtingumo,
Balducci ir pastovios mirtingumo galios — ir jrodomos grynyjy premijy israiskos jvairiems
draudimo produktams bei pateikiamas teorinis vidurkiy palyginimas. Taip pat darbe patei-
kiamas metodas, kaip i$ turimy vienkartiniy premijy apskaic¢iuoti periodines premijas, o visa
teoriné medziaga iliustruojama ir patvirtinama taikomaisiais pavyzdziais.

Raktiniai Zodziai: vienkartiné grynoji premija, periodiné grynoji premija, ekvivalentumo
principas, tolygiai pasiskirstes mirtingumas, pastovi mirtingumo galia, Balducci prielaida.

Expressions of Single Net Premiums in Life Insurance

Abstract

This Master’s thesis analyzes the expressions for calculating single net premiums in life
insurance based on the equivalence principle. The work thoroughly examines three main
mortality assumptions for fractional ages — uniform distribution of deaths, Balducci, and
constant force of mortality — and derives premium expressions for various insurance products
as well as provides theoretical comparison of expectations. Furthermore, the thesis presents
a method for calculating periodic premiums from the available single premiums, and all
theoretical material is illustrated and confirmed with practical examples.

Keywords: single net premium, periodic net premium, equivalence principle, uniform dist-
ribution of deaths, constant force of mortality, Balducci assumption.
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1. Ivadas

1.1 ISgyvenamumo teorijos elementai

Sakykime atsitiktinis dydis (a.d.) X Zymi Zmogaus gyvenimo trukme arba sulaukta amziy
metais. IS Sio apibrézimo naturalu laikyti, kad X > 0. Tikimybe, jog Zmogus iSgvens x mety,
Zymesime

s(x) =P(X >x), x> 0. (1)
Funkcija s(x) vadinama isgyvenamumo funkcija, kuri isgyvenamumo teorijoje yra svarbiausia
ir kuri i8samiai apraso populiacijos mirtinguma. Iprastai laikoma, kad a.d. X yra (abso-
liuciai) tolydus.

Toliau aprasysime dar kelias funkcijas, nusakancias a.d. X elgesj. Funkcija, apibrézta
lygybe

F(z)=P(X < 2)

vadinama a.d. X pasiskirstymo funkcija, kuriag taip pat galime isreiksti kaip
F(z) =1— s(x) visiems z > 0.

Kadangi X — tolydus a.d., galime nagrinéti jo tankj f(z), kuris apibréziamas kaip nenei-
giama integruojama funkcija, kuriai, su visais z > 0, teisinga

:/OIf(y)dy ir s(fc)zf;of(y)dy,
/ £y

Be isgyvenamumo funkcijos s(x) ne maziau svarbus yra dydis

o jprasta salyga tankiui

—dg(y
Mz = f(l') = & ( ) = —dihlS(l’), (2>

s(x) s(x) x

su salyga, jog asmuo sulauké amziaus z. Sis dydis vadinamas mirtingumo galia amziuje x
ir yra apibréztas tokiems z € [0;00), kuriems s(x) > 0. Lygybé (2) parodo, jog turima
mirtingumo galia 1, galime iSsireiksti per s(z), t.y.

s(z) = exp{ - /O uudu}, 3

tokiems z, kad s(z) > 0. Mirtingumo galia u, dar vadinama mirties ,intensyvumu®.
Dar vienas svarbus dydis yra a.d. X pirmasis momentas, kuris Zzymimas

~—

e = B[X] = /OOO of(z)de = /Ooo s(x)da (4)

ir yra vadinamas pilngja lauktingja naujagimio gyvenimo trukme.



Siame darbe didesnis démesys bus skiriamas zmogaus likutinei gyvenimo trukmei. Saky-
kime, kad salyginis a.d. T, Zymi Zmogaus, sulaukusio amziaus = € Ny, likutine gyvenimo
trukme, t.y. T, = X — x, su salyga, jog X > z, kur X Zymi Zmogaus sulaukta amziy.
Tuomet Sio a.d. T, uodegos pasiskirstymo funkcija yra

s(z +u)

ua:::PTm> :PX> X> =
pei= P> ) = P(X 3 o ulX 3 0) = 225

y T € NOa (> 07
o tankio iSraiska yra
fo(uw) == — (ups).,, u =0, jei iSvestiné egzistuoja.

Be to, (4) charakteristikg galime apibendrinti nusakydami x amziaus asmens laukting
gyvenimo trukme per artimiausius n mety, su salyga, jog sulauké x mety:

o 1 r+n n
o = Blmin(Tn)) =~ [ sty = [

1.2 Trupmeniniai amziai

Praktikoje mirtingumo statistiniai duomenys dazniausiai pateikiami tik sveikosioms x
reik§méms, t.y. s(z) yra zinoma tik taskams x = {0,1,2,...} =: No. Todél, jei fiksuojame
amziy x € Ny, i8gyvenimo funkcijos s(x) reikSmiy trupmeniniams amziams s(z+t),0 < ¢t < 1,
radimui yra reikalinga interpoliacija siekiant sujungti taskus s(x),s(z +1),....

Aktuarinéje matematikoje zZinomiausios yra Sios mirtingumo pasiskirstymo prielaidos:

PIRMOJI PRIELAIDA. Tolygiai pasiskirstes mirtingumas (UDD).

Tardami, kad i8gyvenamumo funkcija s(z +k+1t), k € Ng, yra tiesiné intervale [z, z 4 1],
kai x =0,1,..., turime, jog

sfe+k+t)=1—-t)s(x+k)+ts(r+k+1),te]0,1]. (5)

Tuomet mirtingumo galia ir tankio funkcija pagal [0, 44-46 psl.]

[ _ Qz+k
z+k+t 1—¢. q$+k’
/ d$+k
fx(k + t) = _(k+tpm)t = kPz — k4+1Pz = I = K14z, <6>

¢ia [, zymi tikéting asmeny, iSgyvenusiy iki x amziaus, skaiCiy i$ pradinés kohortos [y, t.y.
l.. =1o-s(x),ird, =, — l,+1 Zymi mir¢iy skai¢iy tarp amziy x ir = + 1.

Sis interpoliavimo metodas yra daznai naudojamas ir i visy yra pats paprasciausias,
kadangi tankio funkcija (6) nepriklauso nuo ¢, todél skaitiniy charakteristiky skaic¢iavimas
yra nesudétingas.



ANTROJI PRIELAIDA. Balducci prielaida (B).

Kita vertus, laikykime, kad funkcija 1/s(u),u > 0 (tik jeigu s(u) > 0) yra tiesiné inter-
valuose [0,1),[1,2),..., t.y.
1 1—-1 t
= k € Ny, t €10, 1|. 7
wrkhrD swrh Tsmrary vkeENotelo ] (7

Tada mirtingumo galia yra

qu+k

. = .o, k€eENy, 0<t <1, 8
Hoo4-k+t 1_(1_t)_qx+k$ 0 ()
o tankio funkcijos israiska yra
!
Pz k+1Pz * Qo+k
Fll ) = ~aapel == () = )
T Dotk +t Gein )y (1= (1—1) qur)’

kur z, k € No, t € [0, 1].

Si prielaida pavadinta italy aktuaro Gaetano Balducci (1887 — 1974) vardu, apie kurj
ypatingai daug néra zinoma ir kuris, i§ tikryjy, ne pats pirmas tokj s(z) interpoliavimo
metoda pasiulé, bet pabrézé jo vaidmenj mirtingumo lenteliy konstravime [I, 68 psl.|.

Idomu tai, kad priesingai nuo pirmosios prielaidos mirtingumo galia (8) vieny mety in-
tervale yra mazéjanti, kas gali kelti abejoniy dél realios interpretacijos Zmoniy populiacijai.
Taciau, anot Saltiniy [!, 105 p.| ir [1, 5 p.], tokia savybé gali buti aktuali naujagimiams ar
paaugliams, tik igijusiems teise vairuoti ar vartoti alkoholj, arba bendrai individams, kurie
periodiskai susiduria su padidintos rizikos situacijomis.

TRECIOJI PRIELAIDA. Pastovi mirtingumo galia (C).

Galiausiai, tarkime, kad mirtingumo galia p,, * > 0, yra pastovi, t.y.

——=A>0.
IS to isplaukia, kad kazkokiam ¢ > 0

s(x +1)
s(z)

Vadinasi, tikimybé x > 0 amziaus asmeniui iSgyventi bent ¢ > 0 mety nepriklauso nuo
amziaus x — tokia savybeé vadinama atminties neturéjimu. IS tiesy, tokia prielaida lemia
laiptuota mirtingumo galios funkcija, nors ir tikimasi, kad mirtingumas laikui bégant turéty
dideéti tolygiai. Taciau, jei tikrasis mirtingumas didéja nezymiai per vienerius metus, pasto-
vios mirtingumo galios prielaida yra pagrista [0, 48 p.|.

Galime pastebéti, jog pagal Sig prielaida iSgyvenamumo funkcijos pavidalas yra

tPz = = e_At = (pac)t

s(x+k+t)=s"Ho+k)s(x+Ek+1)=sx+Ek) (por), 2, kENo, t €0, 1],  (10)

tuo tarpu tankio funkcija yra



fx(k + t) = _(k—&—tpac); = e_kke_)\tA = kPz - (pac—i-k)t -In ) 0< Ptk < 1. (11)

Px+k
Darant pastovios mirtingumo galios prielaida laikoma, kad mirtingumo galia pi,4 4 iSlieka
pastovi kiekviename vieneriy mety amziaus intervale [x+k, z+k+1), t. V. flyskit = foik, k €
No, ¢t € [0, 1), taciau Sios konstantos reikmé priklauso nuo sveiko amziaus = + k, todél visoje
laiko skaléje $i funkcija jgyja laiptuota pavidala.

1 ir 2 pav. atitinkamai pavaizduotas iSgyvenamumo funkcijos tasky interpoliavimas ir
salyginiai tankiai f,(k + t) pagal visas tris paminétas prielaidas, kai s(0) = 1, s(1) =
0.8, s(2) = 0.7, s(3) = 0.5, s(4) = 0.2.

0.8

1.0+ — uDD

0.7 e B

0.8 4 064

0.5
0.6 4

s(x)

0.4 034

024 —SEel

0.2 4
014 e

0.0 T T T T T 0.0

1 pav.: s(z) reik8miy interpoliavimas pagal 2 pav.: Salyginiai tankiai f,(k + t) pagal
(UDD), (C) ir (B) prielaidas. (UDD), (C) ir (B) prielaidas.

1.3 Grynosios premijos

Grynoji vienkartiné premija aktuarinéje matematikoje — tai pagrindiné draudimo jmokos
savoka, apibudinanti suma, kurig draudéjas turi sumokéti draudikui (visa i karto arba da-
limis periodiskai laikui bégant), kad &is galéty padengti busimos draudimo iSmokos verte,
remiantis tikimybinémis gyvybés trukmeés prielaidomis ir palukany norma.

Ji vadinama gryngja, nes $ioje sumoje nejtraukiamos administracinés, komisinés ar rizikos
valdymo islaidos ir atspindi tik matematinj, teoriskai teisinga jmokos dydj pagal ekvivalen-
tumo principa [2, 75 psl.], kai tikimasi, jog draudiko busimos i8mokos dabartiné verté lygi
draudéjo jmokos dabartinei vertei.

Grynoji premija remiasi likutine gyvenimo trukme T, (atsitiktinis) bei diskonto daugikliu
L (deterministinis), kur 4 > —1 yra metiné palukany norma, ir yra apibréziama kaip

1+i
tiketino diskontuoto iSmokos dydzio vidurkis:

UV =

1 2

A, = B :/OO VL (1)t = /thx(t) dt+/utf$(t) dt+....
0
0 1



Dydis A, parodo, kokia turi buti vienkartiné jmoka dabar, kad padengty vieneto dydzio
iSmoka ateityje. Taip pat jis leidzia matematiskai subalansuoti draudimo sutartj — uzti-
krinti, kad esant tam tikram mirtingumo ir palukany lygiui draudiko jsipareigojimai buty
padengiami gautomis jmokomis.

Be to, grynosios vienkartinés premijos yra glaudziai susijusios su anuitetais ir periodinémis
premijomis, nes jos sudaro pagrinda jy israiskoms. Aktuarinéje praktikoje jos padeda vertinti
draudimo portfelius, sudaryti rezervus, prognozuoti jsipareigojimus ir uztikrinti finansinj
draudimo bendrovés stabiluma. Todél grynosios vienkartinés premijos — tai ne tik teorinis
matematinis rodiklis, bet ir esminis draudimo tarify bei rezervy skai¢iavimo instrumentas,
grindziamas tikimybiy teorija ir finansy matematika.

2. Pagrindineés formules

Siame skyriuje jrodysime formules pagrindinéms grynosioms premijoms apskai¢iuoti pri-
klausomai nuo pasirinkto interpoliacijos metodo. Tiksliau, i$sivesime atsitiktiniy dydziy vz,
Ty, Ty - v [T, + 1] - v*= bei [n — (T, — 1)] - v m-yjy momenty israiskas (&ia [-] Zymi svei-
kaja skaiCiaus dalj) vieny mety ilgio intervaluose | < T, < [+ 1, I+ 1 < T, <1+ 2, ...,
[+n—1< T, <l+n, kur n € N zymi gyvybes draudimo galiojimo trukme metais, o [ € Ny
- atidéjimo laikotarpj. Galime paminéti, jog a.d. T} - v7= ir [T, + 1] - vT* aprafo atitinkamai
tolygiai didéjantj ir kas metus didéjantj draudima iki gyvos galvos, kai iSmoka mokama i$
karto po draudéjo mirties, o [n — (T, —1)] - v*= yra n-mety mazéjantis su [ mety atidéjimo
laikotarpiu draudimas. Be to, dar apzvelgsime situacijas, kur metai padalinami j 7 € N lygiy
daliy, ir rasime momenty iSraiskas atsitiktiniams dydziams v/(Te+D/7 ir [T, - 54+ 1]- 0% kurie
atitinkamai apibudina draudima iki gyvos galvos, kai jmokos mokamos j karty per metus iki
laikotarpio pabaigos, ir 7 karty per metus didéjantj draudimg iki gyvos galvos.

Kadangi Balducci prielaida jau yra isnagrinéta didziajai daliai draudimo produkty (ziuréti
[5]), apsiribosime tik a.d. [n—(T,—1)]-v1* grynosios premijos formulés ivedimu interpoliacijai
pagal (7).

Teiginys 1. Tarkime, kad iSgyvenamumo funkcija s(x), x € No, tenkina pastovios mirtin-
gumo galios prielaidg (10), ir tegu T, Zymi asmens, kurio amzius x € No, likusio gyvenimo
trukme. Jeigu pyip > 0 visiems | < k< l+n—1, kurl € No, n € N, tada su m € N

m 71l L mT,
Il Aa;:m = Ev™ " Lucr, <itn)

_ n+zl_1 V™ py (L= V™ - pay) - logpx-i-k.
P log (V™ - prii)
Irodymas. Turime, kad
Ev" =1 = /l+” V() dt = ”il Dz 1o /k+1 VM (ppyr)t dt
(etestid =, ' o pen Pl



Galime pastebéti, kad integralas

k+1

wH t t wH t (v 'pz+k)t
v (pg dt:/ ot = T Pek)” P
/k esil'dt = [ @)t = |

_ (Vm : px+k>k+1 — (Vm : pr—i—k)k
log(v™ - poyi)
e (pﬂc—l-k)k (V™ Pagr — 1)

log(v™ - Po-)
Galiausiai, gauname, kad

n+l—1 mk k m
Dz 1 v : (px-‘rk’) : (U *Potk — 1)
Ev™ Ler, <iyny = d -log :
t = ' ; (px-l—k)k Pa+k log(vm ' px+k)
n+l—-1 m
_ Z ymk KDy 108 Dotk - (L — V™ - poyi)
k=1 10g<ym ' pm+k)

]

Teiginys 2. Tarkime, kad isgyvenamumo funkcija s(x), x € Ny, tenkina tolygiai pasiskirs-
¢iusio miartingumo prielaidg (5), ir teqgu T, Zymi asmens, kurio amZius x € N, likusio
gyvenimo trukme. Jeigu pyip > 0 wisiems [ < k < l+n—1, kurl € Ng, n € N, tada su
m €N

m Al o mT;
[ Az = Ev™ Laer, <ivny

n+l—1
< mG ) (Vm B 1) : (kp:v - k+1pac)

log v™ '

k=l

Irodymas. Remiantis ankstesniu teiginiu 1 nesunku pastebéti, kad

n+l—1 k41
Ev™ Lcr,<iiny = Y / V™ (kDo — kapa) dt
k=l 7K
n+i—1 k+1
)
- Z (kP2 — k+1Px) - (m
k=l & k
n+l—1 m m
B B (V )k+1 B (V )k
= Y (e — k1x) - oo
ogv
k=1
n+l—-1 ., m
_ Z v k'(” _]-)(kpx_k+1px)
— log v™
O
Apibrézkime virsutine nepilngjg Gama funkcijg
[(a, x) = / t*tetdt, x>0, a >0, (12)

kuri bus reikalinga sekantiems teiginiams.



Teiginys 3. Tarkime, kad iSgyvenamumo funkcija s(x), x € No, tenkina pastovios mirtin-
gumo galios prielaidg (10), ir tegu T, Zymi asmens, kurio amzius x € No, likusio gyvenimo
trukme. Jeigu pyyp > 0 visitems [ < k< [l+n—1, kurl € Ng, n € N, tada su m € N

n+l—1

m Pz - r ,
D) (Tz) ]1{Z<T$<n+l} = Z R = kl mo
k=1 (pm+k)k<10g )

Pax+k

kur Iy, p =T (m+1, klogl/pyrr) — ' (m+1, (k+1)log1/psik), o I'(a,z) - virSutiné ne-
pilnoji Gama funkcija, apibrézta (12).

Jrodymas. Turime, jog

l4+n n+i—1 LD 1 k+1
E (Taz)m 1 KTy <l4n} — / tmfx(t) dt = - ’ 10g / e (pl’ k)t dt.
HsTastin) ! ; (Petr)® Ptk Jk i

Skaic¢iuodami integrala gauname, kad

k+1 (e’ (e’
/ £ - (o) dt = / 0" (o) dt — / £ (pe )
k k k

+1

> —tlog —1 > —tlos —1
:/ e B dt—/ tm .k gt (13)
k k+1

Atlike kintamojo keitima u = t1og 1/pyik, du =log1/p..x dt, galime perrasyti (13) kaip

0 u o1 0 u |
T e T du — T e T du.
klog —— \l0g log (k+1)log —— \log log

Ptk Pax+k Pa+k Potk Pax+k Px+k

Tada pertvarke gauname, jog

k+1 1 m+1 00 oS
/ " (pogr)' dt = < T ) / u™e “du — / u"e “du
k log klog 1+ (k+1)log —*

Pz+k Prik Prtk

F<1—|—m,klogp+%) —r<1+m, (k+1)log]++k)

1 1+m
( log Pz+k )
. 1—‘m, k
- 1+m
1
( 1Og Pz+k >
Tuomet turime, kad
n+li—1
m kPx 1 Fm, k
E (Tﬂﬂ) 1{l<Tx<l+n} = L log ’ 1+m
k=l (p$+k> p(E-‘rk (10g 1 >
Pa+k
n+l—1
_ i: kPz - Fm,k
=t (Po+n)* ( log p:%>

10



Teiginys 4. Tarkime, kad isgyvenamumo funkcija s(z), v € Ny, tenkina tolygiai pasiskirs-
Giusio mirtingumo prielaidg (5), ir teqgu T, Zymi asmens, kurio amzius x € Ng, likusio
gyvenimo trukme. Jeigu pyyp > 0 vistems | < k <1 +n—1, kurl € No, n € N, tada su
m €N

nti—1 il
E(T:)"™ Lu<ry<ntiy = ; (kPz — kt1Px) 752]{:;1) =k )
Irodymas. Galime pamatyti, kad
nti—1 kb1
E(T2)"™ Lucri<ntty = Z (kP2 — k—i—lpx)/k " dt
= ; (kPe = kt1Pz) - <m+1 . )

B nifl (kD2 — ki1Da) - ((k + 1) — k1)
N m+1 '

]

Teiginys 5. Tarkime, kad iSgyvenamumo funkcija s(x), © € No, tenkina pastovios mirtin-
gumo galios prielaidg (10), ir tegu T, Zymi asmens, kurio amzZius x € No, likusio gyvenimo
trukme. Jeigu pyyp > 0 visiems | < k< l+n—1, kurl € Ng, n € N, tada su m € N

n+l—1 -1 1
m (71 m kP2 - 108 N
I (IA):(::n =E(Tw™) La<r,<ntiy = § : e m+1’
k=t (Datk)® - (log ym , )

‘Px+k

m, k

kur Ty = T <m+ 1, klog Vm; +k> - T (m—l— 1, (k+ 1)logm>, o I'(a,x) - virSutine

nepilnoji Gama funkcija, apibrézta (12).

Jrodymas. Galime pastebéti, jog

l+n n+l LD k+1
1D} (Txmi)m]l I<Ty<ntly = / tmy () dt = . log / t" ™ (ppyr)t dt.
L <t} 1 ; (prrk)k Pz+k Jk *

Kaip ir anksc¢iau, nagrinékime integralg
k+1 k+1
/ tmymt ’ (pm—&-k)t dt = / U (Vm ’ p:}c—i—k)t dt
k k
= [ dt—/ U D) d
k k

> o —tlog — L
- / P sl T PRI dE (14)
k k+1



Vel atlike kintamojo keitima u = tlog 1/(v™ - pyik), du = log1/(v™ - py4x) dt randame, kad
(14) yra

1 1+m %) %)
(log—) / um-e_”dt—/ u™ e dt |.
V" Dotk klog m (k+1) log ———

”m'px+k

Po pertvarkymy gauname, kad

F<1+m,klog 1 >—F<1+m,(k‘+1)10gym1 )

k+1 m. mt t Vm'p1+k ‘Px+k
t"V" s (peyr)’ dt = ) 1+m
k
< log Vm'pz+k >
- Fm,k
- 1 14+m*
( log vV Detk )
Galiausiai, galutiné israiska yra
n+l—1 ad
3 kD 1 Lok
E (Txl/T )ml{l§T1<n+l} = ( x)k . 10g . m e
— Dotk Datk <log __1 >
‘Px+k
nt+l—1 s - log pzl+k Tk
= 1 m—+1"
= o) (log )

]

Teiginys 6. Tarkime, kad isgyvenamumo funkcija s(x), x € Ny, tenkina tolygiai pasiskirs-
¢iusio mirtingumo prielaidg (5), ir teqgu T, Zymi asmens, kurio amZius x € N, likusio
gyvenimo trukme. Jeigu prix > 0 wisiems | < k < l+n—1, kurl € Ng, n € N, tada su
m €N

) n+i—1 ( D D ) F
m (7T M . kPx — k+1Pz) " L m,k

kur Ty = T (m + 1, klog VLW) - T (m +1, (k+1)log VLm), o I'(a,x) - virSutiné nepilnoji
Gama funkcija, apibrézta (12).

Irodymas. Turime, kad

n+l—1

k+1
E (T$VT$)m]l{l<TI<n+l} = Z (kp:v - k—i—lp;B)/ tmymt dt.
k=1 k

Analogiskai 5 teiginio jrodymui, atlikdami kintamojo keitima u = ¢ log ,%m du = log Vim dt,
integrala galime pertvarkyti taip:

12



k+1 00 00

/ tm oyt dt = / "y dt — / ™ dt

k k k+1

k k+1
( 1) um~e“dt—/ u™ e " dt
log om k;log (k+1)log 17

1+m 1 1
:( 1) ( (1+m klog—)—F(1+m,(k+1)log—)>
log V—m m

Taigi, gauname, jog

n+l—1

Z (kpoc - k:-i-lp:(:) : Tm,k:

k=1 (log %m)mﬂ

E (Tov™ )™ Lt <ntiy =

[]

Teiginys 7. Tarkime, kad iSgyvenamumo funkcija s(x), x € No, tenkina pastovios mirtin-
gumo galios prielaidg (10), ir tegu T, Zymi asmens, kurio amzZius x € Ng, likusio gyvenimo
trukme. Jeigu pyip > 0 visitems | < k <l+n—1, kurl € Ng, n € N, tada su m € N

m 1
I+n—1 1

i VT —1
= V™ (k4 1)™ - yps - log Dok

Dotk log(V™ - Patr)

Irodymas. Turime, jog

+n
E ([T + U™ Lercn = [ [+ Um0™£u(0)dt
l

n+l—1

WP 1 k+1
= Z *— log— - (k + l)m/ V™ (peyr) dt.
k

pm—i—k)k Pz+k

Integralo fkkﬂ V"™ (prar)t dt iSraiska jau yra Zinoma i3 1 teiginio jrodymo, todeél

n+i—1 m mk k m
px - (k+1) 1 V" (poyn)” - (V™ poyr — 1)
E ([T, + o)™ Lyer, cnsy = u -log :
[ ] UsTesntt) ; (prrk)k Pz+k lOg(Um ' perk)
' 1 V" P — 1

= Z V" (k+1)™ - gps - log : :
Ptk 10g(V™ - pasir)

13



Teiginys 8. Tarkime, kad isgyvenamumo funkcija s(z), © € Ny, tenkina tolygiai pasiskirs-
Giusio mirtingumo prielaidg (5), ir teqgu T, Zymi asmens, kurio amzius x € Ng, likusio
gyvenimo trukme. Jeigu pyyp > 0 vistems | < k <1 +n—1, kurl € No, n € N, tada su
m €N
R
ogv

k=l
Irodymas. Galime pastebeéti, kad

n+i—1

k+1
Ev" ™ e, ciiny = Z (kPzx — k41Pz) - (K + 1)m/ V"™ dt.
k=l k

Kadangi integralas jau zinomas i§ 2 jrodymo, gauname, jog

. n+l—1 . mG . (Vm _ ]_)
Ev™ L, <t4ny = Z (kP = k41Da) - (K +1)™ -
k=l

log v™
O

Teiginys 9. Tarkime, kad iSgyvenamumo funkcija s(x), x € No, tenkina pastovios mirtin-
gumo galios prielaidg (10), ir tegu T, Zymi asmens, kurio amzZius x € Ng, likusio gyvenimo
trukme. Jeigu pyip > 0 visiems | < k <l+n—1, kurl € Ng, n € N, tada su m € N

m T\ 1 B\m
U (DA)zﬁ[ =E <[n - (Tx - l)]yT ) ]]'{lSTz<n+l}

1 px-l—k"/m_l

mk m
= v (n+1—k)™ - ppe - log : .
k=1 Pz+k log(ym ' pac+k)

Jrodymas. Randame, jog

l4+n
]E ([TL — (TI — l)]VTm)mﬂ{lgTz<n+l} = /l [n — (t — l)]ml/mtfx(t) dt

n+l—1 WD 1 k+1
- Z ( 7 log (n41— k)m/ V™ (Do) dt
i Da+k) Ptk k
n+l—1 mk m
1 “ Dotk — L
= ) ips-log O W Povs — 1)
k=l P+ log(ym ' px—i—k)

O

Teiginys 10. Tarkime, kad isgyvenamumo funkcija s(x), x € No, tenkina tolygiai pasiskirs-
Giusio mirtingumo prielaidg (5), ir teqgu T, Zymi asmens, kurio amzius x € Ng, likusio
gyvenimo trukme. Jeigu pyyp > 0 vistems | < k <1l +n—1, kurl € No, n € N, tada su
m €N

oAy — S~ YA L= R (e = ) - (7 = 1)

! (DA)x:m - Z log '™ :

k=l

14



Irodymas. Galime pastebéti, jog

+n
Ew—U%JW%WWQQMZZ I — (& — D™ £ () db

n+l—-1 -~
- Z (kPz — k+1Pz) - (N + 1 — k)m/ U™ dt
k=l k
n+l—1 e
v ym—1
k=l ogv

]

Teiginys 11. Tarkime, kad iSgyvenamumo funkcija s(z), © € No, tenkina Balducci prielaidg
(7), ir tegu T, Zymi asmens, kurio amZius x € N, likusio gyvenimo trukme. Jeigu pyi > 0
vistems | <k <l+n—1, kurl € Ng, n € N, tada su m € N

m T\ 1 z \m
l+n—1
- Z kPzx ° <n+l_k>m'ymk' (1 _pz+k'ym>
k=l

I4n—1 m(14+k—1/qy 1)
v .
4+ om E ke1Dz - (n+1— k)"« ——— - Eix(md),
k=l Dotk

kur 6 =log(1+1), 1> —1, ir

Ein(5) = Ei (—5'1’—”’“> _Ei (— 0 ) .
Qz+k Az+k

Cia Ei(-) yra eksponentinis integralas, apibréztas kaip

oo Y

Ei(y) :z—/ejdz:/gdz,yeR\{O}.

-y

Irodymas. Turime, jog

E([n — (T: - l)]VTI)mﬂ{KTZ@H}
l+n—1 k41 m
v dt
2 et (LR | T T gy

k=l

Pagal |5, 20 psl.| zinome, kad

k+1 N mk m(1+k—1/qu1 1)
Qz+k * / - 5 = —— GO R Ei(md).
ko (L=(k+1=1) qors) Dotk Qz+k
Isistate turima israiska gauname teigta formule. O
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Toliau formuluosime teiginius grynosioms premijoms, kai metai padalinami j 7 € N lygiy
daliy. Tiksliau, rasime a.d. v{T= 4D/ iy [T}, . j + 1] - v"* m-uosius momentus, kai T}, yra
pasiskirstes intervaluose, tokiuose kaip (15). Siuo atveju draudimo atidéjimo laikotarpj gali
apibudinti dydis ,,[ * n;“, kur [ € Ny zZymi metus, o ny € {0,1,...,j — 1} - 1/7 ilgio intervaly
skaiciy. Jeigu, tarkim, j = 12, [ = 1 ir ny = 2, tai toks atvejis atitikty 1 mety ir 2 ménesiy

atidéjima.
. i
1-ieji metai: |0, l), 1 3), ,[1—1, 1>,
R VAN j
2-ieji metai: |1, 1+ ] ,[1+§,1+§),...,[ —%,2>, (15)
n-ieji metai: n—l,n—l—i—l), [n—l—i—l,n—l—l—g),..., [n—l,n).
\ I J J J J

Cia (15) laiko intervalas [0, n) suskaidomas j n mety, o kiekvieni metai [k — 1, k), k €
{1, 2, ..., n}, toliau padalijami j j lygiy atkarpy, kuriy ilgis 1/j. Sie intervalai suda-
ro tinklelj, kuriame yra pasiskirséiusi busimo gyvenimo trukmeé 7, ir kuriame matuojami
atidéjimo laikotarpiai [ 4+ ny/j.

Visy pirma, suformuluosime pagalbine lema;:

Lema 1. Tarkime, kad x, k € Ng, 7 € N, ird = 0,1, ..., 5 — 1. Tada pagal pastovios
mirtingumo galios prielaidg (10) teisinga lygybé

<

1
k;.t,_?px - k+%pm = kPxz - (pz+k) . (1 - (pm—&-k)]) ’ (16>

o pagal tolygiai pasiskirsciusio mirtingumo prielaidg (5) yra teisinga
hrdPo = pydilPe = % * (kPz = k+1D2)- (17)
Irodymas. Kadangi x4+ k € No, d/j € [0, 1), ir (d+ 1)/j € (0, 1], pasinaudoje (10) interpo-
liacija turime, jog
s (:L‘—i-k-i-?) -5 (aH-k—l—%) 28(33—1-/6)'(]7:5%)? —S(l’—i-k)'(pﬁk)%-
Padaline turima iSraiska i3 s(z) > 0 gauname, kad

a 1
].H_%pa: - k+%pm = kPz * (px+k)] <]- - (pm—l—k:)]) .

Kita vertus, pasinaudoje (5) interpoliacija, gauname, kad

I e N (S s Reeaty

_ ((1_dL,1> .s<x+k)+d;1.s(x+k+1))

J
1
:}- (s(z+ k) —s(z+k+1)).
Analogigkai, galutiné formulé iSplaukia padalinus gauta iSraiska is s(x) > 0. O
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Teiginys 12. Tarkime, kad isgyvenamumo funkcija s(x), x € Ny, tenkina pastovios mirtin-
gumo galios prielaidg (10), ir tegu T, Zymi asmens, kurio amzius x € No, likusio gyvenimo
trukme. Jeigu j, n € N, m, L € Ng, irny € {0, 1, ..., j — 1}, tada

et [Ty J_]+1
;:n” (A(J))zﬁ[ = E <V J ) ]l{l*n1<Tx<n+l*n1}

ntl-1 1 it (d+1)m d
= Z V"™ e (1 - (pz-&-k);) Vo7 (Pak)?
k=l d=n1
ni—1
1 (d+1)m d
+ pntm n+1DPq (1 - (px+n+l)j> VT (Patnil)’
d=0

Irodymas. Pastebékime, kad

Tuomet, turime, jog

n+l—1 j—1

[T )41\ ™ m(k+ 2L :
B (V ’ ) l{l*nlgTz<n+l*n1} - Z Z v (k+ ! )P ([(Tw - k)]] = d)
k=l d=ny

ni—1

+ 3 IR (T — (04 1)) = d)

n+l—1 j—1
o § : 2 : m (k4L
— v ( J ) k+]¢p$_k+%px
k=l d=n
§ )
m(n+1+92tL
+ v P \nti+dPe T g 1P ) -
d=0

Taigi, remiantis (16) i$ 1 lemos gauname galutine iSraiska

-1 1
[Tz jlHL\ ™ "o mk ; i (d+1)m d
E <V ! > ]l{l*n1<Tg;<n+l*n1} - § : v (1 - px+k J) E v pz-‘rk J
k=l d=ny
il (d+1)m d
+i 1 -)m <
-+ V(n ym : n+lpg; (1 - (p:ernJrl)J) v (pz+n+l)] .
d=0

17



Teiginys 13. Tarkime, kad isgyvenamumo funkcija s(x), x € No, tenkina tolygiai pasiskirs-
Giusio mirtingumo prielaidg (10), ir teqgu T, Zymi asmens, kurio amzZius x € N, likusio

gyvenimo trukme. Jeigu j, n € N, m, 1 € Ng, irny € {0, 1, ..., j — 1}, tada
[Ty j]4+1\ ™ nd 1 1 ik (d+1)
xJ m - m
E <V J > ]]-{l*nlgTz<n+l*n1} - Z v k. (kpa: - k—l—lpx) : ; Z v.J
k=l d=n1

182 @rm
+ V(n—l—l)m : (n+lpz - n+l+1pr) : 3 Z v o .
d=0

Irodymas. Irodymas yra visiSkai analogiskas 12 teiginiui, o galutiné iSraiska iSplaukia pritai-
kius (17) lygybe i8 1 lemos. O

Teiginys 14. Tarkime, kad iSgyvenamumo funkcija s(x), x € Ny, tenkina pastovios mirtin-
gumo galios prielaidg (10), ir tegu T, Zymi asmens, kurio amzZius x € Ng, likusio gyvenimo
trukme. Jeigu j,n € N, m, L € Ng, ny € {0, 1, ..., j — 1}, peyr > 0, i1 quop > 0 visiems
I<k<n+1l-1, tada

o (19 A)iﬂ —E ([ To+ 1] ™)™ Loty cnton) =
n+l—1 j—1

kP - logpz+k ' mG ( m ) . m  4m :
1—vi (ps d4+5-k+1)"vi (pg
;:l log(v™ - porr) (Patr)?) D> (d+] ) (Patr)

=
[}

<.
<

d=n

1 m
V(n+l)m il lngx+n+l . (1 — (px+n+l)j Vi >
+ X
log(v™ - Prtnti)

3
—

- dm
x ¥ (d+j-(n+0)+1)"v 7 (parr)’ -
d=0

Sl

Irodymas. Turime, jog

D) ([] : Tx + 1] : VTz)m IL{l>|<nl<Tz<n+l>i<n1} = Z Z (d +] -k + 1)m/ ., thfx(t)dt
k=l d=ni k+5
ni—1 n+l+%
D SRS RCE R AT
d=0 n+l+%

Skaic¢iuodami integralus analogiskai pagal 1 teiginio jrodyma gauname, kad

J J
v p Lt = P jog 1 / U (paa)
k4 (Pa+k) Pa+k k+4

Pa+k log<1/m ' pz+k>

= kPzx * log

18



ir

mt
4 fx(t)dt = n+1Pz - log :
++d Prn+l log(v™ - pyinti)

d m(n d m 1
/TH'H'(T 1 (pa:+n+l)j "V ( +l+]) : <V] '(pw-l-n-i-l)] - 1>

Galiausiai, jsistate gautas integraly israiskas turime, kad

n+l—1 j—1
- . 10gp k- mG m 1 . dm d
ot (T94), = 32 s (L% ()2 ) 30 (b )™ (i)’
0= 8 s 5
1 m
V(n+l)m *n41Pz - 1ng;r+n+l : (1 - (px-l—n—i—l)j v >
+ X
1Og(7jm ' px—l—n-‘rl)
-l dm d
x Q) (d+j-(n+0)+1)"v 7 (Payr)? -
d=0

]

Teiginys 15. Tarkime, kad isgyvenamumo funkcija s(x), x € Ny, tenkina tolygiai pasiskirs-
¢iusio mirtingumo prielaidg (10), ir tequ T, Zymi asmens, kurio amZius x € No, likusio
gyvenimo trukme. Jeigu j,n € N, m, 1 € Ng, ny € {0, 1, ..., 7 — 1}, pesr > 0, @ guyg, > 0
visiems | < k <n+1—1, tada

anﬂ (I(])A)im =E ([j : Tgc + 1] : VTI)m ﬂ{l*n1<T1<n+l*n1}

= Z kP = kt1Pw) (1/7—1> Z(d—f—j-k—l—l)myT
log v™
k=l d=n1
(n+l)m | ( _ n1—1
v ntiPzs = nti+1Pz) m . m, dm
+ Tog v '(l/ﬁ—l)%(d—i—j'(n—f-l)—i-l) v

Irodymas. Turime, kad

n+l—1 j*l k._i_%
E([-To+1-v")" Ymeruanstonsy = > Y (d+5j-k+ 1)’“/ Y f (8 dt

da
k=l d=n k+5

il 44

E @i [
(18)
kur nurodytiems integralams yra teisinga (is 2 teiginio jrodymo)
k44l k4dtL
J J
thfx(t>dt - (kpx - k+1pm> / thdt
k-4 kt+4

ym(k+%) . (y% — 1)

== (kpx - k—i—lp:c) . lOg m
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ir

/n+l+d;1
d
n+l+3

VM () dt =

<n+lpa: - n+l+1pz) :

log v™

[sistate gautas integraly iSraiskas j (18) gauname teigta lygybe.

3.

Praktinis taikymas bei periodinés premijos

Vm(n+l+?) . (V% o 1)

Apzvelgsime kelis pavyzdzius ir patikrinsime isvesty formuliy veikima palygindami rezul-
tatus pagal tolygiai pasiskirs¢iusio mirtingumo (UDD), pastovios mirtingumo galios (C) bei
Balducci (B) prielaidas. Visi rezultatai gauti su Python, o patj koda galima rasti ¢ia.

Pavyzdys 1. Tarkime, kad 30 mety amzZiaus asmuo perka gyvybés draudimqg 10 mety lai-

kotarpiui su 2 mety atidéjimu. Laikykime, kad palukany norma i = 5%.

grynagsias vienkartines premijas, kai m =1 1 m = 2.

Paskaiciuosime

Siuo atvejun =8, [ =2 ir v = 1/1.05, o mirtingumo duomenys apibrézti 1 lenteléje.

T 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
lp | 98726 | 98659 | 98540 | 98417 | 98276 | 98151 | 98027 | 97870 | 97734 | 97561 | 97380
1 lentelé: 2024 mety Lietuvos mirtingumo lentelé |7]; vyrai ir moterys; Iy = 100 000.

Pagal pasirinktus duomenis gautos grynosios premijos pateiktos 2 ir 3 lentelése.

Premija UDD (5) C (10) B (7)
54503 0.00870887 | 0.00870892 | 0.00870897
54508 0.00654031 | 0.00654038 | 0.00654046
ETs01{2<m0<10p | 0.07369892 | 0.07369744 | 0.07369596
ET51{2<m0<10p | 0.52663601 | 0.52661656 | 0.52659711
3 (TA),5 | 0.05228536 | 0.05228461 | 0.05228386
2 (TA),,5 | 0:25093026 | 0.25092389 | 0.25091752
3 (IA);OE[ 0.0566752 | 0.05667556 | 0.05667592
2 (14),05 | 0.20019286 | 0.29019663 | 0.2002004
3 (DA);M 0.03912232 | 0.03912254 | 0.03912276
2 (DA)yyq | 0.18326393 | 0.18326594 | 0.18326794

2 lentelé: Grynosios vienkartinés premijos.
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https://colab.research.google.com/drive/1E9H-wO0NAmhu6QFcTl2fci-3DuWxiQKk?usp=sharing

Jeigu papildomai tarsime, kad 7 = 12 ir ny = 2, tuomet

Premija UDD (5) C (10) B (7)
1

Loy (A0D), o | 000743863 | 0.00743797 | 0.00743732
1

242 (A(”’)m[ 0.00552116 | 0.00552068 | 0.00552019

1 12) A\1

beo) (11 )A)30:§[ 0.55913286 | 0.55908434 | 0.5590358
-\ 1

52l (I(lz)A)ma 33.03554846 | 33.03279405 | 33.03003881

3 lentelé: Grynosios vienkartinés premijos.

Pavyzdys 2. Tequl x =64, n =15, 1 =1, i = 3% bei

stw) = (1+ 50— 2 ebx)>_x, (19)

kur a = 0.00004, b = 0.09, ¢ = 0.0000004 ir A = 19.64. Paskaiciuosime gryngsias vienkarti-
nes premijas, kat m =1 irm = 2.

Cia (19) zinoma kaip Gama-Makeham iSgyvenamumo modelis su 4 parametrais (ziuréti
[3, 8 psl.]). Gauti rezultatai pateikti 4 ir 5 lentelése.

1.0
0.030
0.8 1 0.025 |
_ 0.6 + 0.020 A
= % 0,015
0.4 =
0.010 -
7 o /vnfmﬂmmmm %W»
T T T T = II
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

x x

3 pav.: Isgyvenamumo funkcija s(z),z € Ng, 4 pav.: Tikimybés masés funkcija
apibrézta (19). P(X =x)=s(zx) —s(z+1), z € No.

21



Premija UDD (5) | C (10) B (7)
e 0.26312 | 0.26314 | 0.26316
Y AbTy 0.20291 | 0.20293 | 0.20296
ETesl(1<Tyuci6y | 3.32591 | 3.325 | 3.32409
ET3 1 (1<m,<16p | 38.03745 | 38.01733 | 37.99722
! (M)Gﬂ 2.38458 | 2.38413 | 2.38367
i );ﬂ 18.46464 | 18.45821 | 18.45178
W (IA)g, 5 | 251679 | 251701 | 251723
i (Iﬁ)ém 20.24542 | 20.24914 | 20.25287
(DA)g, = | 195632 | 1.95643 | 1.95655
2 (DA)g5 | 1661865 | 16.62031 | 16.62198
4 lentelé: Grynosios vienkartinés premijos.

Jeigu, papildomai, j =4 ir n; = 1, tada

Premija UDD (5) | C (10) B (7)
Loy (AW )6ﬂ 0.20112 | 0.2005 | 0.19986
2] (A<4>)éﬂ 0.15317 | 0.15271 | 0.15224
Lo (19 A)6ﬂ 7.66646 | 7.64054 | 7.61436
Ty (I A)ﬁﬂ 244.16864 | 243.33081 | 242.48441

5 lentelé: Grynosios vienkartinés premijos.

2-5 lentelése pateikti rezultatai rodo, kad prielaidy jtaka premijy dydziui yra nezymi,
tac¢iau skirtumai tampa akivaizdesni didéjant amziui ir atitinkamai augant mirtingumo tiki-
mybei q.

Taip pat, Siuose rezultatuose yra matomas ryskus premijy verciy issidéstymas (ziurint
i3 kairés j desine reiksmeés didéja arba mazéja), kur pastovios mirtingumo galios prielaida
atspindi teorinj ,vidurinj* taska tarp tolygiai pasiskirs¢iusio mirtingumo ir Balducci prielaidy.
Remiantis Siuo pastebéjimu galime suformuluoti tokia lema:

Lema 2. Tarkime, kad g(t) € R yra diferencijuojama nedidéjanti funkcija intervaluose t €

0, 1)UL, 2), ..., irE[g(T,)] < co. Tada
Ewpp)[9(T2)] < Eo)l9(T2)] < Ew)lg(T2)]. (20)
Priesingai, jeigu g(t) yra nemazéjanti intervaluose t € [0, 1)U [1, 2), ..., tada
Ewon)9(T2)] = Eo)l9(Tz)] = Ew)lg(T5)]. (21)
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Irodymas. Fiksuokime y € Ng ir ¢ € [0, 1], bei pazymékime ¢ = ¢, € (0,1), p = 1 —¢.
Pagal mirtingumo pasiskirstymo prielaidas (UDD), (C) ir (B) tikimybé y amZiaus asmeniui
iSgyventi vienerius metus yra

Supp(t) =1—tgq, Sc(t) =1, Sp(t)

Apibrézkime
o(t) =In(l —tq) —t - In(1 — q), 0<t< L
Tada ¢(0) = ¢(1) =0 ir

q2

¢"(t) = U=t <0,

tai ¢ yra iskila aukstyn ir todél ¢(¢) > 0 intervale [0, 1]. Tad In(1 —tq) >t - In(1 — ¢), i8 ko
iSplaukia, jog

SUDD(t) =1- tq 2 (1 — q)t = Sc(t), 0 < t < 1. (22)
Toliau, norime jrodyti, kad Sc(t) > Sp(t), t.y.
l—q
1—¢)f > —————.

Padaline i§ 1 — ¢ ir pazymeéje uw = 1 — ¢ turime, kad

1
(1-g)f ">

> < 1—9)* <1 —ug.
1_uq ( Q> XX uq

Si nelygybe tokia pati kaip (22) tik vietoje t yra u, todél gauname
Supp(t) = Sc(t) = Sg(t), 0<t<. (23)
Kazkokiam t = k + s, k € Ny ir s € [0,1), turime

tPz = kPz * sPz+k,

ir ;p, yra vienodas pagal (UDD), (C) and (B) prielaidas (skiriasi tik pasiskirstymas vieneriy
mety intervale). Vadinasi, pagal (23),

(UDD)

tPy (B)

= 1Pz Supp(s) = wpx - Sc(s) = wlY = wps - Sp(s) =
visiems ¢t > 0. Pazyméje atitinkamas iSgyvenamumo funkcijas SQ(CUDD), Sg(cc), SQ(UB), turime

SWPD 1)y > SO > SB(t), t > 0. (24)
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Tarkime 7' yra neneigiamas a.d. su iSgyvenamumo funkcija S(t) = P(T > t) ir tankiu
f(t) = =5'(t). Integruodami dalimis pastebime, kad

Ely(T)] = / " g0t dt = / ()5 (1)) db
— [g(t)- SO + / T g)S(t) dt
— 4(0) + / T gmS@d,

kadangi [—g(t) - S(t)]g = limyee (—g(t) - S(t)) = (=9(0) - S(0)) = 0 = (—g(0) - 1) = g(0).
Pritaike tai a.d. T, pagal kiekviena prielaida A € {UDD, C, B} gauname, kad

Eoylo(T)] = 9(0) + / O8I (1) dt.

Pradziai tarkime, kad g yra nedidéjanti. Tada ¢'(¢) < 0 ir, naudojant (24), randame

Ban [9(T)] ~ Eofa(T)] = [ g(0(S7°70) = SO0) de <o,
Eo)[9(T:)] — Eml9(T:)] = /OOO g(®)(S(t) — SP 1)) dt <0,

nes pointegraliniy funkcija sandauga néra teigiama. Tai jrodo (20) nelygybe.
Jeigu ¢ yra nemazéjanti, tada ¢'(¢f) > 0 ir analogiskai argumentuojant gaunami teigiami

skirtumai, o tai jrodo (21) nelygybe.
[

PASTABA: Jeigu a.d. T, charakteristikos skaiciuojamos remiantis 1 lema (kaip 3 ir 5
lentelése), toks palyginimas 2 lemoje bendru atveju jau negalioja. I3 tikryjy, jeigun =1, 1 =
0,j=12,ny =1, m=1 1w p, =0.5, tada

by (A1) L (UDD) ~ 03208613 <}, (A")] 1 (B) ~ 0.323719, jei v = 0.5,

by (A7) 1 (UDD) % 03552077 > §.;, (A02)

1

1] (B) =~ 0.354017, jei v = 0.6.

24



Kita vertus, draudéjas daznai neturi visos reikiamos sumos sumokeéti uz draudimo
paslauga i$ karto. Tokiu atveju atsiranda poreikis turéti galimybe sumokéti draudimo jmoka
mazomis dalimis periodiskai tik, jei mokéjimo metu draudeéjas yra gyvas. Siam tikslui, kaip
ir vienkartinei grynajai premijai, galime pasinaudoti tuo paciu ekvivalentumo principu
prilygine vidutine iSmokos dabartine verte vidutinei busimyjy jmoky dabartine vertei. Tokiu
budy gautos premijos vadinamos grynosiomis periodinémis premijomis.

Sekanciame pavyzdyje iSsivesime iSraiska periodinés premijos apskaic¢iavimui duotu atveju
remiantis turimomis grynosiomis vienkartinémis premijomis. Paprastumo délei apsiribosime
pirmais momentais (m = 1) ir laikysime, kad n; = 0, t.y. atidéjima nusakys tik pilny mety
skaicius [ € Ng.

Pavyzdys 3. Tarkime, kad x amZiaus asmuo moka ymokas uZ n mety gyvybés draudimaq,
kur 1 dydzio iSmoka mokama is karto po mirties, su | mety atidejimu, j karty per metus
periodo pradZioje. Laikykime, kad draudikas gautas lésas investuoja su i palukany norma, ir
metiné draudimo jmoka yra PY). Tuomet

A1
y n I‘ACC’I’L
P(J)(”A;:m) = — iy
(4)
l|ax:m

Cia yall,
tetas, mokamas daznumu j, su [ mety atidéjimu, o ll‘zl;::m — vienkartiné grynoji premija,
apibrézta 1 ir 2 teiginiuose.

Minéta anuiteta galime iSsireiksti pasinaudodami Zinomu sarysiu |2, 68 psl.]:

— vidutiné busimy jmoky dabartiné verté arba diskretus iSankstinis n mety anui-

1 [Tzjl+1

%])m_d(j) (1 nby =By 1{Tz<n}>’ (25)

kur ,E, = v",p, ir d¥) = j (1 —v'/). Si israigka yra be atidéjimo, todél turime pritaikyti
dar viena svarby sarysj:

l|ax:7 l £E+l np
t.y. atidéto anuiteto verté x amziaus asmeniui yra lygi anuiteto vertei x+[ amziaus asmeniui,
diskontavus | mety ir padauginus i$ tikimybeés iSgyventi tuos [ mety. Pasinaudoje (25) ir

(26) gauname, kad

[T 5]+1

1
llai)T W(lEz—nHE R 1{1§T$<"+l}>

1 Ay 1
70 (lEx — b, — (A(J))x:m> :

[Twjl+1

Cia I (A(j))i:m = Ev 7 ly<rn<nyy atitinka vienkarting grynaja premija, apibréztg 12 ir
13 teiginiuose, tik su n; = 0.
Taigi, turime, jog metiné jmoka, mokama daznumu j, yra lygi

A1 ., AL
p(])(”Al ) |Al’7 d Z|A’£ﬂ — (27)
l|a:(1:j)—[ ZEI - n‘HEZ - l| (A(]))xm
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Turédami (27) iSraiska galime paskai¢iuoti periodines premijas kiekvienos interpoliacijos prie-
laidos atveju. Nagrinékime tokia pacia situacija kaip 2 pavyzdyje, tik laikykime, jog draudi-
mo iSmoka yra ne 1, o 10000 Eur. Gauti rezultatai pateikti 6 lenteléje.

Premija UDD (5) | C (10) | B (7)
10000 - 1 Af, 15 2631.24 | 2631.44 | 2631.63
10000 - PY(y A, 15) | 255.52 | 255.53 | 255.55
10000 - P(y A, 1z) | 260.88 | 260.91 | 260.95
10000 - PU2 (AL, 1) | 262.09 | 262.13 | 262.16

6 lentelé: Grynosios periodinés premijos.

PASTABA: Dydis PY) yra lyqus sumai, sumokamai per metus, tad norint rasti jmokg
uZ j-aj latkotarps, reikia turimag metine sumaq padalinti S j. Be to, vietoje lﬂiﬂ gali buti
naudojamas 1r kitas draudimo produktas, o vietoje diskretaus anuiteto galima nagrinéti ir
veluojants, ir tolygujs anuitetq.

4. ISvados

Siame magistro darbe nuosekliai iSnagrinétos gyvybés draudimo vienkartiniy grynuyjy
premijy apskaic¢iavimo formulés, kurios yra fundamentalios aktuarinés matematikos savo-
kos. Remiantis ekvivalentumo principu, darbas sistemingai apzvelge ir palygino tris pag-
rindines mirtingumo pasiskirstymo prielaidas trupmeniniams amziams: tolygiai pasiskirs¢iu-
sio mirtingumo, Balducci ir pastovios mirtingumo galios prielaidas. Sios premijos atspindi
teoriskai teisinga jmokos dydj, reikalinga draudiko busimoms iSmokoms padengti, be jokiy
administraciniy ar kity papildomy islaidy.

Pagrindinis darbo indélis yra esamos aktuarinés literaturos papildymas patogiomis, iSreik-
Stinio pavidalo formulémis. Skirtingai nei Balducci prielaida, kuri buvo placiai isnagrinéta
anksc¢iau [5| (nejskaitant mazéjancio draudimo), Siame darbe jrodomos formulés jvairiy gy-
vybés draudimo produkty m-iems momentams, taikant pastovios mirtingumo galios ir toly-
giai pasiskirs¢iusio mirtingumo prielaidas, bei jrodoma lema apie vidurkiy palyginima. Be to,
buvo nagrinétos situacijos, kai metai padalinami j j lygiy daliy, iSpleciant grynyjy premijy
skai¢iavimo galimybes praktikoje.

Taip pat darbe papildytas metodas, kuriuo nustatoma, kaip apskaic¢iuoti grynasias perio-
dines premijas pasinaudojant jau turimomis vienkartiniy grynyjy premijy israiskomis. For-
mulé (27) leidzia periodines premijas gauti per atitinkamy vienkartiniy premijy ir anuitety
santykj, kas yra esminis Zingsnis nuo teorijos prie realios finansinés analizés. Sios isvestos for-
mulés ir metodika turi praktine verte aktuarinei veiklai, nes jos uztikrina draudimo portfeliy
vertinimo tiksluma, padeda formuoti adekvacius draudimo rezervus ir stiprina draudimo
bendrovés finansinj stabiluma.
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