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Santrauka

Finansinés laiko eilutés, tokios kaip akcijy indeksy kasdienés grazos, pasi-
Zzymi sudétingomis statistinémis savybémis: sunkiomis uodegomis, nepasto-
vumo grupavimusi, asimetrija ir netiesinémis priklausomybémis. Tradiciniai
ekonometriniai modeliai (ARMA, GARCH) geba uzfiksuoti tiesines priklau-
somybes ir salyginj nepastovuma, taciau daznai nepakankamai apraso sudé-
tingesnius rysius ir staigius rinkos rezimy pasikeitimus.

Generatyviniai priespriesiniai tinklai (angl. Generative Adversarial Ne-
tworks, GAN) siulo lanksty poziurj sudétingiems duomeny pasiskirstymams
modeliuoti. Taciau tradiciniai GAN, pagrijsti Jensen—Shannon nuokrypiu, nu-
kenc¢ia nuo mokymo nestabilumo, gradienty iSnykimo ir mody kolapsavimo.
Wasserstein GAN (WGAN) jveda Wasserstein atstuma kaip tikslo funkcija,
uztikrinancig sklandesnius gradientus ir stabilesnj mokyma net esant dide-
liems pasiskirstymy skirtumams. Gradiento baudos metodas (angl. gradient
penalty) uztikrina LipSico salyga ir pagerina praktinj stabiluma.

Siame darbe WGAN taikomas OMX Baltic Benchmark Gross indekso
(OMXBBGI) kasdieniy grazu duomenims. Modelis vertinamas slenkancio
lango metodu 20202024 m. periode: kiekvienas mokymo langas apima 2000
prekybos dieny istoriniy duomeny (apie 8 metus), po to generuojamos 60
dieny prognozes, langas pastumiamas 20 dieny j priekj, ir procesas kartoja-
mas.

Rezultatai rodo, kad WGAN pasiekia stabily mokyma be mody kolap-
savimo ir geba aproksimuoti centrine pasiskirstymo dalj. Taciau modelis
patiria reik§mingy apribojimy: skirstiniy testai (KS p < 107!3, Wasserstein
Wi = 0.995, Didziausias vidutinis neatitikimas = 0.881) rodo statistiskai
reikSmingus skirtumus nuo tikry duomeny; autokoreliacinés funkcijos atstu-
mai virsija 1.0, liudydami nepakankama nepastovumo klasterizavimo uzfik-
savimg; Pagrindiné Sio darbo rezultatuose isryskéjusi problema — per plonos
modeliuojamo skirstinio uodegos ir netinkamas ekstremaliy jvykiy modelia-
vimas, kas yra kritiskai svarbu rizikos valdymui.

Isvados patvirtina, kad nors WGAN architektura suteikia stabilumo pri-
valumy palyginti su tradiciniais GAN, ji nepakankama pilnai uzfiksuoti fi-



nansiniy grazy dinamikos. Patikimam sintetiniy duomeny generavimui bu-
tini tolesni modelio tobulinimai, jtraukiantys laiko eiluciy strukturos geresnj
uzfiksavima, grieztesnius apribojimus ekstremaliy reiksSmiy generavimui ir
rizikos metriky tiesioginio kalibravimo mechanizmus.

Raktiniai Zodziai: generatyviniai priespriesiniai tinklai, Wasserstein GAN,
finansinés laiko eilutés, akcijy grazos, rizikos valdymas, sintetiniai duomenys

Summary

Financial time series, such as daily stock index returns, exhibit complex
statistical properties: heavy tails, volatility clustering, asymmetry, and non-
linear dependencies. Traditional econometric models (ARMA, GARCH) can
capture linear dependencies and conditional volatility, but often inadequately
describe more complex relationships and quick market changes.

Generative Adversarial Networks (GAN) offer a flexible approach to mo-
deling complex data distributions. However, traditional GANs based on the
Jensen-Shannon divergence suffer from training instability, vanishing gradi-
ents, and mode collapse. Wasserstein GAN (WGAN) introduces the Was-
serstein distance as the objective function, ensuring smoother gradients and
more stable training even when distributions differ significantly. The gradi-
ent penalty method enforces the Lipschitz constraint and improves practical
stability.

In this work, WGAN is applied to daily return data from the OMX Baltic
Benchmark Gross Index (OMXBBGI). The model is evaluated using a rolling
window approach over the 2020-2024 period: each training window covers
2000 trading days of historical data (around 8 years), then 60-day forecasts
are generated, the window is shifted forward by 20 days, and the process
repeats.

Results show that WGAN achieves stable training without mode collapse
and can approximate the central part of the distribution. However, the model
exhibits significant limitations: distribution tests (KS p < 107!3, Wasserstein
W1 = 0.995, Maximum Mean Discrepancy = 0.881) show statistically signifi-
cant differences from real data; autocorrelation function distances exceed 1.0,
indicating insufficient capture of volatility clustering; VaR exceedance rates
(7.95% and 16.38%) substantially exceed expected levels (1% and 5%), and
backtesting tests reject the calibration null hypothesis. The primary issue is
overly thin tails and inadequate modeling of extreme events, which is critical
for risk management.

The conclusions confirm that while WGAN architecture provides stabili-
ty advantages over traditional GANs, it remains insufficient to fully capture



the dynamics of financial returns. Reliable synthetic data generation requires
further model improvements, including better capture of time series structu-
re, stricter constraints on generating extreme values, and direct calibration
mechanisms for risk metrics.

Keywords: generative adversarial networks, Wasserstein GAN, financial
time series, stock returns, risk management, synthetic data



1 skyrius

Ivadas

Sintetiniy finansiniy duomeny generavimas tapo vis svarbesne tema kieky-
binése finansuose, rizikos valdyme ir finansinése technologijose. Sintetiniai
duomenys leidzia tyréjams tikrinti prekybos strategijas, vertinti rizikos mo-
delius ir kurti naujus algoritmus kontroliuojamoje aplinkoje neatskleisdami
jautrios ar konfidencialios informacijos. Taip pat yra palengvinamas streso
testavimas, scenarijy analizé ir patikimy masininio mokymosi modeliy kuri-
mas, suteikiant jvairius ir realistiSkus duomeny rinkinius [1, 2].

Pastaraisiais metais reguliavimo institucijos pabrézé patikimo modeliy
patvirtinimo ir streso testavimo svarba, ypac¢ po finansiniy kriziy. Sintetiniy
duomeny generavimas, ne tik finansy srityje, yra gerai, nes atitinka duo-
meny privatumo reglamentams (pvz., GDPR) ir leidZia institucijoms dalytis
duomenimis bendradarbiaujant tyrimuose nepazeidziant konfidencialumo [3].

Finansinés laiko eilutés, tokios kaip akcijy kasdienés grazos, pasizymi
sudétingomis statistinémis savybémis, jskaitant nepastovumo grupavimasi,
sunkias uodegas, asimetrija ir netiesines priklausomybes [4, 5]. Tradiciniai
ekonometriniai modeliai buvo placiai naudojami tiesinéms priklausomybéms
ir nepastovumo dinamikai finansiniuose duomenyse uzfiksuoti [6, 7.

Taciau sie modeliai daznai nepakankamai gerai apraso sudétingesnes pri-
klausomybes, staigius rinkos rezimy pasikeitimus ir kitus netiesiniy rysiy at-
vejus, pastebimus realiose finansy rinkose [4, 8].

Giluminio mokymosi pazanga lémé generatyviniy priespriesiniy tinkly
(GAN) vystymasi, kurie siulo lanksty ir galinga sistema sudétingiems duo-
meny pasiskirstymams modeliuoti [9]. GAN parodé puikius rezultatus ge-
neruojant realistiskus sintetinius duomenis jvairiose srityse, ypa¢ kompiute-
rinio matymo uzduotyse, tokiose kaip nuotrauky generavimas, veido sintezé
ir vaizdy transformacijos. Finansuose GAN buvo taikomi akcijy grazoms,
uzsakymu knygos (angl. Order Book) duomenims ir duomeny kintamuma
generuoti [10, 11]. Skirtingai nuo klasikiniu modeliy, GAN gali uzfiksuo-



ti sudétingus, netiesius rysius ir atkartoti stilizuotus faktus, kuriuos sunku
modeliuoti tradiciniais metodais [1, 12].

Taciau, tradiciniai GAN finansinéms laiko eilutéms kelia specifiniy issu-
kiy. Originalus GAN naudoja Jensen-Shannon nuokrypj, kuris gali sukelti
mokymo nestabilumg ir gradienty iSnykima, ypac kai tikry ir sintetiniy duo-
meny pasiskirstymai nesutampa - dazna situacija su finansinémis grazomis,
pasizymincéiomis sunkiomis uodegomis ir nepastovumo klasterizavimu. Was-
serstein GAN (WGAN) siulo alternatyvia geometrija, pagrista Wasserstein
atstumu, kuris suteikia sklandesnius gradientus ir stabilesnj mokyma net kai
pasiskirstymai yra labai skirtingi. Sisavybeé yra ypaé reik$minga finansiniams
duomenims, kur ekstremalus jvykiai ir strukturiniai pokyéiai yra dazni [13].

Nepaisant juy perspektyvumo, tiek GAN, tiek WGAN kelia dideliy issukiy,
iskaitant mokymo nestabilumg, vertinimo sunkumus ir interpretuojamumo
stoka [13, 14]. Dél to literaturoje vyksta nuolatiné diskusija deél klasikiniy
statistiniy modeliy ir Siuolaikiniy masininio mokymosi metody santykiniy
pranasumy sintetiniams finansiniams duomenims generuoti.

Nors plati literatura tyrinéja tiek klasikinius ekonometrinius modelius,
tiek giluminius generatyvinius modelius, pagrindinis praktinis sio darbo klau-
simas yra, ar Siuolaikiniai priespriesiniai generatoriai gali pateikti ekonomis-
kai patikimas sintetines grazas konkreciai rinkai.

Siame darbe Wassersteino GAN taikomas OMX Baltic Benchmark Gross
indekso (OMXBBGI) dienos grazoms, siekiant jvertinti, ar Wasserstein at-
stumo jvedimas pagerina mokymo stabilumg ir generavimo kokybe, palygin-
ti su standartiniu Jensen—Shannon pagrindu [13, 15]. Darbas apima teorinj
GAN ir WGAN pagrindg, metodologijos aprasyma, empirinius rezultatus
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2 skyrius

Generatyviniai priespriesiniai
tinklai finansinéms laiko
eilutems

2.1 Jvadas

Generatyviniai priespriesiniai tinklai (GAN) yra numanomojo generavimo
modeliy klasé, pristatyta Goodfellow ir bendaautoriy [9]. Ju apibrézian-
tis bruozas yra priesiskas mokymo tikslas, kuriame generatoriaus tinklas Gy
(parametrizuotas #) mokosi kurti sintetines imtis, kurios norima, kad buty
neatskirtos nuo tikry duomeny, o diskriminatoriaus tinklas D, (parametri-
zuotas ¢) mokosi atskirti tikras imtis nuo sugeneruoty. Tinklai yra mokomi
vienu metu dviejy zaidéjy minimax zaidime.

Formaliai, tarkime, kad pgata(x) Zymi tikraji, mums nezinoma duomeny
pasiskirstyma aibéje X. Siame darbe X = R yra baigtinio ilgio seky erdve,
kur L € N zymi fiksuota laiko eiluteés ilgj (pavyzdziui, kasdieniy grazu skai-
¢iy). Kitaip tariant, kiekvienas x € X yra baigtinio ilgio finansiniy grazy
seka (71, 29,...,71) € RE.

Erdvéje X' apibrézta standartiné Euklido norma, kurig lemia skaliariné

sandauga (z,y) = SF |
L
lll = | 227 (2.1)
i=1

Si norma leidzia apibrézti metrikg

L

d(z,y) =z —yll = \| D_(z: — y:)*. (2.2)

=1



Metrika nusako erdvés topologija per atvirus rutulius
B.(z) ={y e RF :d(z,y) < ¢}, 1€ X, e>0. (2.3)

Visas aibes galima sukonstruoti iS atviry intervaly, pasitelkiant skaic¢iy sajun-
gas, sankirtas ir papildinius [16]. Tokia topologiné struktura leidzia apibrézti
Borelio o-algebra B(RL) kaip maziausia o-algebra, kurioje yra visos atviro-
sios aibés. Kadangi R” yra baigtinés dimensijos Euklido erdveé, joje egzistuoja
standartinis L-matis Lebego matas A\*, apibendrininantis ilgio, ploto ir tiirio
sgvokas L matmeny erdvéje [17].

Bendraja prasme, p(z) gali Zymeéti tiek tikimybiy tankio funkcija abso-
liuciai tolydiems atsitiktiniams dydziams (pavyzdziui, vaizdy ar garso banguy
generavimui), tiek tikimybiy mases funkcija diskretiems dydziams (pavyz-
dziui, teksto ar kategorijy generavimui).

Finansiniy grazy modeliavime pasiskirstymas laikomas absoliuciai toly-
dZiu Lebego mato A prasme [4]. Tai reigkia, kad egzistuoja tikimybiy tankio
funkcija tokia, kad

P(X e A= /Apdata(x) dx (2.4)

bet kuriai Borelio aibei A C X. Nors praktikoje stebime tik baigtinj duome-
ny skaiciy, tolydzio atsitiktinio dydzio su tankio funkcija modeliavimas yra
standartiné ekonometrinés literaturos praktika [18]. Todél toliau pgata(z) ir
Pe() zymi tikimybiy tankio funkcijas.

Taip pat jvedamas paprastas, iS anksto zinomas tikimybinis skirstinys,
aprasomas tankio funkcija pz(2), i kurio bus imamas atsitiktinis triukSmas.
Dazniausiai naudojamas daugiamatis normalusis skirstinys A (0, 1), kur I,
yra d X d matmeny vienetiné matrica, apibrézta kaip

10 --- 0
01 --- 0

Ia = Dol (2:5)
00 --- 1

Vienetinés matricos naudojimas reiskia, kad kiekviena triukSmo vektoriaus
komponenté Z; yra nepriklausoma nuo kity ir turi vieneting dispersija. Toks
pasirinkimas suteikia lankstumg — generatorius pats iSmoksta transformuoti
S} paprastg triuksma j sudétingas priklausomybes duomenyse, todél nereikia
is anksto spélioti, kokia kovariaciné struktura reikalinga.

Generatorius tada matematiskai apibréziamas kaip funkcija

Gyg: Z2 — X, X =Gy(Z), Z ~pz(2), (2.6)



kur Z C R? yra nestebimo triuksmo erdve (angl. latent space). Generato-
rius paima atsitiktinj vektoriy Z is paprastos erdves Z ir transformuoja jj i
sudétingesne duomeny erdve X. Sis transformavimo procesas sukuria nauja
modelio pasiskirstymg p,(z) (indeksas "g" rodo generatoriaus pasiskirstyma)
per push-forward mata: sugeneruoty duomeny tikimybinis matas yra pradi-
nio triuksmo skirstinio transformacija per generatoriaus funkcija (formalus
apibrézimas pateiktas véliau Siame skyriuje).

Diskriminatorius grazina skaitine reikSme [0, 1] intervale ir gali buti in-
terpretuojamas kaip tikimybeés, kad jo jvestis yra tikra, jvertis:

Dy: X — [0,1]. (2.7)

ReikSmé Dy(x) = 1 reiskia, kad diskriminatorius mano, jog jvestis z yra
iS5 Pdata; 0 Dy(z) = 0 reiskia, kad ji yra sugeneruota is p,. Diskriminato-
riaus funkcija turi priklausyti Lipschitz tolydziy funkcijy klasei, zymima D
(apibrézimai bus pateikti véliau), ir tenkinti kelis matematinius reikalavi-
mus, butinus tolesnei analizei. Pirma, D, turi buti Borelio funkcija, t.y. bet
kuriai Borelio aibei B € B(R) pirmvaizdis (angl. Preimage) D(ZI(B) pri-
klauso Borelio o-algebrai B(R”). Sis matumas garantuoja, kad kompozicija
log Dy(X) su atsitiktiniu dydziu X islieka mati funkcija, todél matematinis
vidurkis Ex ... [log Ds(X)] egzistuoja kaip Lebego integralas ir yra gerai
apibréztas. Antra, diskriminatorius turi buti tolydi funkcija su reikSmémis
kompaktinéje aibéje [0, 1]. Tolydumas uztikrina Borelio matuma ir yra bu-
tinas salyga tam, kad diskriminatoriy klasé buty kompaktiska tolygaus kon-
vergavimo topologijoje (kaip bus parodyta Arzela-Ascoli teoremos taikymu).
Tai leis pritaikyti Weierstrass teorema funkcionalo V (D, G) maksimizavimui
funkcijy erdvéje, kas garantuoja optimalaus diskriminatoriaus D* egzistavi-
ma. Kadangi D(x) € [0, 1], logaritmai log D(x) ir log(1 — D(x)) gali buti
neigiami arba siekti neigiama begalybe, kai D(x) — 0 arba D(z) — 1.
Taciau neuroninio tinklo sigmoid aktyvacija uztikrina, kad diskriminatorius
lieka grieztai tarp nulio ir vieneto, todél vertés funkcijos integralas egzistuo-
ja (nors gali buti neigiamas). Galiausiai, diferencijuojamumas beveik visur
atvirame intervale (0, 1) yra butinas gradientiniam optimizavimui. Kadangi
0 yra generatoriaus parametrai, isvestinés ZE[log Dy(Gg(Z))] skaitiavimas
pagal grandining taisykle reikalauja tiek diskriminatoriaus Dy diferencijuo-
jamumo pagal jo argumenty (kompozicijoje Dy o Gy), tiek generatoriaus Gy
diferencijuojamumo pagal parametrus ¢ (kaip parodyta generatoriaus dife-
rencijavimo parametry atzvilgiu zemiau). Tai uztikrina griztamojo perdavi-
mo (angl. backpropagation) algoritmo veikima mokymo metu. Praktikoje
diskriminatorius realizuojamas neuroniniu tinklu su standartinémis aktivaci-
jos funkcijomis [19], kurios naturaliai garantuoja Sias savybes. Toliau Siame
skyriuje Sios savybés bus jrodytos matematiskai.
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Diskriminatoriaus matumas. [rodysime, kad neuroninis tinklas yra ma-
tus Borelio sigma-algebry atzvilgiu. Diskriminatorius Dy : R* — [0,1] su-
darytas is keliy sluoksniy. Kiekviename sluoksnyje atlieckama afininé trans-
formacija h;(z) = W;x + b;, po kurios veikia aktivacijos funkcija a; (sigmoid,
tanh arba ReLU). Paskutiniame sluoksnyje naudojama sigmoid funkcija

B 1
14 et

o(t) (2.8)

kuri uztikrina, kad Dy(z) € [0, 1]. Visa diskriminatoriaus struktura uzraso-
ma kaip funkcijy kompozicija:

Dy(x) = 0(hn-10an 10 0a;0ho()). (2.9)

Pirma bus jrodyta, kad afinines transformacijos h; : R — R™ yra Borelio
funkcijos. Afine funkcija h;(z) = Wiz + b; galima uzrasyti koordinatémis.

Kiekviena koordinaté j = 1,...,m apibréziama taip:
L
hi(x); = Y Wijkak + bij. (2.10)
k=1

Kiekviena koordinaté x;, yra mati funkcija. Projekcija 7 : RF — R, apibréz-
ta kaip m(x) = a1, yra tolydi, nes bet kuriam z,y € RL galioja

7k (x) = me(y)] = loe —yil < llz = yll,

o tolydi funkcija yra mati [17]. Suma ar sandauga matuojamy funkcijy irgi
yra mati funkcija [20]. Vadinasi, kiekviena koordinaté h;(z); yra mati. Funk-
cija f : R — R™ yra Borelio tada ir tik tada, kai kiekviena jos koordinaté
f; yra mati [17]. Todél h; afininé transformacija yra Borelio funkcija.

Antra bus jrodyta, jog standartinés aktivacijos funkcijos yra Borelio funk-
cijos. Sigmoid funkcija o(t) = (1 + e~ *)~! grieztai didéja, todel bet kurio
intervalo (a,b) pirmvaizdis o~'((a,b)) yra intervalas, kuris priklauso B(R).
Tas pats galioja hiperboliniam tangentui tanh(¢). ReLU funkcija ReLU(t) =
max(0,t) apibrézta dalimis: ReLU(¢) = 0 kai ¢t < 0 ir ReLU(¢) =t kai ¢t > 0.
Bet kurios atviros aibés pirmvaizdis yra intervalas arba intervaly sajunga, to-
del priklauso B(R). Kai aktivacija taikoma kiekvienai vektoriaus koordinatei
atskirai, matumas islieka [17].

Trecia teigsime, tai kad maciy funkcijy kompozicija yra mati. Tarkime,
f:RE = R™ir g : R™ — R* abi yra Borelio funkcijos. Bet kuriai Borelio
aibei C' € B(R¥) kompozicijos pirmvaizdis uzragomas:

(9o f)™H(C) = f(971(C)). (2.11)
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Kadangi g yra mati, tai g~!(C') € B(R™). Kadangi f yramati, tai f~1(g71(C)) €
B(R¥). Vadinasi, (g o f)~}(C) € B(RY), todél kompozicija yra mati.

Dabar paziurékime j visg diskriminatoriy Dy(z) = o(hy—1 0 ap_10...0
ajoho(x)). Pirmasis sluoksnis by yra matus (jrodyta koordinatémis). Sudétis
aj o hy taip pat mati (nes abi funkcijos yra macios). Pridéje antraji sluoksnj
hy o ay o hg, vél gauname macig funkcija. Kartojant S procesa kiekvienam
sluoksniui, galiausiai visa kompozicija D, yra mati. Vadinasi, bet kuriai
B € B(R) galioja D,'(B) € B(R").

Diskriminatoriaus tolydumas. Parodysime, kad neuroninio tinklo struk-
tura garantuoja tolyduma. Diskriminatorius Dy kaip kompozicija keliy funk-
ciju bus tolydus, jei kiekviena sudedamoji funkcija yra tolydi.

Pirma, tiesinés transformacijos h;(z) = W,z + b; yra tolydzios funkcijos,
nes bet kuriam z,y € RY galioja

1hi(z) = ha(w) [l = Wiz — )l < [IWill - [l = wll, (2.12)
kur [|[IW;]| yra operatoriné matricos norma, gauta is Euklido normos vekto-
riuose, apibrézta kaip ||W;|| = sup”z‘#()%. Si nelygybé gauta taikant

Cauchy-Schwarz nelygybe ir rodo, kad nedidelis jvesties pokytis ||z — y|| su-
kelia nedidelj iSvesties pokytj, kas ir apibrézia tolyduma.

Antra, standartinés aktivacijos funkcijos yra tolydzios. Sigmoid funkci-
ja o(t) = (1 4+ e )1 ir hiperbolinis tangentas tanh(t) yra tolydZios visoje
realiyjy skaiciy asyje kaip elementariy tolydziy funkciju kompozicijos [17].
ReLU funkcija ReLU(t) = max(0,t) taip pat yra tolydi, nors jos iSvestiné
neegzistuoja taske ¢t = 0.

Tredia, tolydziy funkcijy kompozicija yra tolydi funkcija. Jei f : RY —
R™ ir g : R™ — R* yra tolydzios, tai kompozicija g o f : RE — R* taip pat
tolydi. Jei z,, — =z, tai is f tolydumo seka f(z,) — f(z), o iS g tolydumo
seka g(f(x,)) — g(f(x)), taigi g o f yra tolydi [17].

Kadangi diskriminatorius Dy yra sudarytas is baigtinio skaiciaus toly-
dziy funkeijy (tiesiniy transformaciju ir aktivaciju), taikant ta patj argumen-
ta kiekvienam sluoksniui is eilés, gauname, kad visas tinklas yra tolydus.
Kadangi diskriminatorius diferencijuojamas tik beveik visur (dél ReLU), to-
lydumo jrodymas yra butinas - diferencijavimas beveik visur neimplikuoja
tolydumo. Tolydumas bus reikalingas véliau apibréziant Lipschitz funkcijy
klase D, kuriai taikysime Arzela-Ascoli ir Weierstrass teoremas optimalaus
diskriminatoriaus D* egzistavimui jrodyti.

Diskriminatoriaus diferencijavimas. Parodysime, kad neuroninio tink-
lo struktura uztikrina diferencijavimg beveik visur. Diskriminatorius Dy bus
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diferencijuojamas, jei kiekviena sudedamoji funkcija yra diferencijuojama ir
galime taikyti grandinés taisykle.

Pirma, tiesinés transformacijos h;(z) = Wz + b; yra diferencijuojamos
visur, o jy Jacobi matrica yra tiesiog W;:

Oh;
ox

Tai reiskia, kad kiekvienos tiesinés transformacijos gradientas egzistuoja ir
yra pastovus.

Antra, standartinés aktivacijos funkcijos yra diferencijuojamos beveik vi-
sur. Sigmoid funkcija o(t) = (1 +e~*)~! turi iSvesting

=W, (2.13)

o'(t) = a(t)(1 — o(t)), (2.14)

kuri egzistuoja visur. Hiperbolinis tangentas tanh(¢) taip pat turi iSvestine
tanh’(t) = 1 — tanh®(t) visur. ReLU funkcija ReLU(t) = max(0,t) turi
iSvestine

1, t>0

2.15
0, t<0 ( )

ReLU'(t) = {
visur, isskyrus taska ¢ = 0. Kadangi vieno tasko aibé turi nulinj Lebego
mata, ReLLU yra diferencijuojama beveik visur [21].

Trecia, diferencijuojamy funkcijy kompozicija yra diferencijuojama pagal
grandinés taisykle. Jei f : RF — R™ ir g : R™ — R* yra diferencijuojamos,
tai kompozicijos g o f : RY — R igvestiné yra

dgef) _ 99 9f (2.16)
ox af Ox
kur deSinéje matricy sandauga [17].

Kadangi diskriminatorius Dy yra sudarytas is baigtinio skaiciaus diferen-
cijuojamy funkcijy (tiesiniy transformacijy ir aktivaciju), kartojant ta pacia
logika su kiekvienu sluoksniu, gauname, kad visas tinklas yra diferencijuo-
jamas beveik visur. Gradientas V,Dy(z) egzistuoja beveik visiems 2 € R*
(Lebego mato prasme) ir gali buti apskaiciuotas atgalinio sklidimo algorit-
mu. Nors diferencijavimo tasku, kur gradientas neegzistuoja (pvz., ReLU
luzio taskai), aibé turi Lebego mata nulj, tai netrukdo gradientiniam optimi-
zavimui praktikoje, nes tokiy tasky tikimybé yra nulineé [21].

Generatoriaus matematinés savybés. Generatorius Gy : R? — R’ taip
pat realizuojamas neuroniniu tinklu su standartinémis aktivacijos funkcijo-

mis, todél pagal tuos pacius argumentus, taikytus diskriminatoriui, jis yra
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tolydus, diferencijuojamas beveik visur pagal jvestj z € R?, ir Borelio matus.
Taciau yra kelios svarbios savybés, unikalios generatoriui.

Pirma, iSvesties erdvé. Skirtingai nuo diskriminatoriaus, kurio isvestis ap-
rézta [0, 1] dél sigmoid funkcijos paskutiniame sluoksnyje, generatorius kuria
vektorius z € RY be apribojimy. Tai biitina finansinéms grazoms, kurios gali
buti tiek teigiamos (pelnas), tiek neigiamos (nuostolis). Todél generatoriaus
paskutinis sluoksnis paprastai neturi sigmoid aktivacijos.

Antra, sugeneruoty duomeny pasiskirstymas. Generatorius Gy indikuoja
tikimybinj mata p, duomeny erdvéje X. Bet kuriai Borelio aibei A C X
galioja

po(A) = P(Gy(Z) € A) = P(Z € Gy (A)) = /Gl(A) pr(z)dz.  (2.17)

Kadangi Gy yra Borelio funkcija, pirmvaizdis G, '(A) priklauso Borelio o-
algebrai B(R?), todél p, yra gerai apibréZtas tikimybinis matas.

Svarbu pastebéti, kad nors p, egzistuoja kaip matas, aiski tankio funk-
cija pg(x) gali neegzistuoti tradicine Lebego mato prasme. Pavyzdziui, jei
triuk§mo dimensija d < L, sugeneruoti duomenys neuzpildo visos R erdvés,
o koncentruojasi zZemesnés dimensijos daugdaroje (angl. manifold), todél
Lebego tankis neapibréztas. Taciau GAN formuléje tai netrukdo: vertés
funkcijos narys E,.p,[log(1 — D(z))] apskai¢iuojamas pakeiciant z ~ py ir
transformuojant = = Gy(z), nereikalaujant aiskaus p,(x) tankio israiskos.

Ketvirta, diferencijavimas parametry atzvilgiu. Griztamojo perdavimo
algoritmas reikalauja, kad generatorius buty diferencijuojamas ne tik pagal
ivestj z, bet ir pagal parametrus ¢. Kadangi kiekvienas sluoksnis h;(z) =
W,z 4+ b; yra diferencijuojamas pagal W; ir b; su Jacobi matricomis 28 =

ow;
Zh o G 4 egzistuoja beveik

visur (iSskyrus ReLU luzio taskus, kurie turi Lebego mata nulj). Tai leidzia
apskaic¢iuoti generatoriaus gradienta:

9 Du(Gol2)) = VDy(Golz)) - 7).
kur pirmasis narys yra diskriminatoriaus gradientas, o antrasis narys yra
generatoriaus Jacobi matrica pagal parametrus.

Penkta, kompozicijos savybés. Kompozicija Dy o Gy : RY — [0, 1] yra
tolydi ir diferencijuojama funkcija kaip dviejy tokiy funkcijy kompozicija.
Tai uztikrina, kad vertés funkcijos narys Ez.,,[log(1—Dy(Gg(Z)))] yra gerai
apibréztas kaip Lebego integralas, ir galima apskaiciuoti jo gradientus:

1 0Gy(2)
00

= [, grandinés taisyklé uztikrina, kad

(2.18)

VoEzp, [Do(Go(2))] = Bz, |VaDs(Go(Z)) (2.19)
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Si lygybé, vadinama reparametrizacijos triuku (angl. reparameterization
trick), leidzia keisti vietomis gradiento ir vidurkio operacijas, kas yra bu-
tina GAN mokymo algoritmui.

Nors teoriskai generatorius gali turéeti bet kokig Lipschitz konstanta, prak-
tikoje naudinga, kad jis buty Lipschitz tolydus su konstanta Kg. Tai uztik-
rina mokymo stabiluma: nedideli triuksmo poky¢iai ||z; — 23| nesukelia dras-
tisky sugeneruoty duomeny pokyciu ||Gy(z1) — Gy(22)]|. Be to, generatoriaus
pajégumas priklauso nuo tinklo architekturos. Jei triukSmo dimensija d < L,
generatorius negali uzpildyti visos RY erdvés, ta¢iau tai netrukdo praktis-
kai, nes tikri finansiniai duomenys taip pat daznai koncentruojasi zemesnés
dimensijos struktirose [4].

GAN mokymo tikslas ir vertés funkcija. [rodéme, kad diskriminato-
rius Dy yra matus, tolydus ir diferencijuojamas. Sios savybes leidzia formaliai
apibrézti GAN mokymo tiksla.

Pradiné GAN vertés funkcija yra

V(D, G) = Exepyy, | 108 Do(X)| + Ezm,,i.[log (1= Dy(Go(2)))]. (2:20)

Svarbu pabreézti, kad Sis apibrézimas yra prasmingas tik tada, kai logaritmai
log Dy(X) ir log(1 — Dy(Gy(Z))) yra absoliuciai integruojami, t.y. matema-
tiniai vidurkiai egzistuoja kaip baigtiniai Lebego integralai. Tai uztikrina-
ma, kai diskriminatorius Dy priklauso Lipschitz klasei D su papildomomis
aprézimy salygomis €y, < D(z) < 1 — € (kaip bus jrodyta véliau apie
diskriminatoriaus aprézimus). Praktikoje neuroninio tinklo sigmoid funkcija
paskutiniame sluoksnyje uztikrina, kad Dy(z) € (€min, 1 — €min) tam tikram
emin > 0, kas garantuoja logaritmy apibréztuma ir absoliuty integruojamuma
visuose taskuose r € RE.
Mokymas vykdomas sprendziant minimax uzdavinj:

mein max V(Dy, Gy).

Sios procediiros tikslas yra rasti optimalius parametrus * ir ¢*, kurie reali-
zuoja pusiausvyra tarp generatoriaus ir diskriminatoriaus, o ne tik optimalig
tikslo funkcijos reiksme. Kitaip tariant, ieSkoma tokiy parametry, kad gene-
ratorius Gy« sukurty duomenis, kurie buty neatskirti nuo tikry, o diskrimina-
torius Dy« nebegaléty ju patikimai klasifikuoti. Tai Zaidimo teorijos savoka,
kurioje dvi puses konkuruoja: generatorius Gy siekia minimizuoti funkcijos
verte, o diskriminatorius Dy siekia ja maksimizuoti. Sis antagonistinis proce-
sas veda prie pusiausvyros, kurioje generatorius sukuria geriausius jmanomus
sintetinius duomenis pagal savo pajégumus ir mokymosi dinamika.
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2.2 Optimalus diskriminatorius

Kai generatorius Gy yra fiksuotas, galima rasti optimaly diskriminatoriy D*,
maksimizuojantj vertés funkcija

V(D,Gp) = Exrpyy, | 108 D(X)| + Ezep, | log (1= D(Go(2)))]. (2.21)

Kadangi nagrinéjame absoliuciai tolydzius atsitiktinius dydzius su tankiais,
vidurkiai isreiskiami integralais:

V(D,G) = /Xpdata(x) log D(z) dyc+/xpg(a:) log(1 — D(x))dz.  (2.22)

Sujungus siuos integralus j viena, gauname:

V(D,G) = [ [paua(e) log D(&) + pale) log(1 = D@))| do. (2:28)

Kadangi integruojame visoje erdvéje X', o pointegrine funkcija priklauso
nuo D(z) kiekvienam fiksuotam z nepriklausomai, maksimizuoti integralg
galima maksimizuojant integrantg kiekviename taske x. Taciau svarbu, kad
tokia taskiné optimizacija duoty funkcija D*, priklausancig leistinai funkci-
ju klasei D (apibréztai zemiau). Jeigu D* € D, tai maksimumas kiekvie-
name taske x garantuoja ir globaly integralos V (D, G) maksimuma klaséje
D. Sis Lipschitz tolydumas bus patikrintas po optimalaus diskriminatoriaus
formulés isvedimo, jrodant, kad taskiné optimizacija tikrai duoda funkcija,
priklausancia klasei D.

Diskriminatoriy funkciné klasé ir vertés funkcija Apibréziame diskri-
minatoriy funkcine klase D ir jrodome, kad vertés funkcija V(D, G) pasiekia
maksimuma Sioje klaséje.

Apibrézimas 2.1 (Diskriminatoriy klasé).
D= {D : R — [0,1] | D Lipschitz tolydi su konstanta K > O}, (2.24)

kur |D(z) — D(y)| < K||z — y|| visiems z,y € RL.

Diskriminatorius priklauso klasei D, nes jis yra Lipschitz tolydziy funkcijy
kompozicija.

Kompaktiskumas. Klasé D su fiksuota konstanta K yra uzdara toly-
gaus konvergavimo topologijoje. Pagal Arzela-Ascoli teorema [17], funkciju
Seima JF metrinéje erdveje X yra kompaktiska tolygaus konvergavimo topolo-
gijoje tada ir tik tada, kai: (i) F tolygiai aprézta, t.y. sup ez cx |f(7)] < oo;
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(ii) F tolygiai tolydi, t.y. bet kuriam & > 0 egzistuoja § > 0 tokia, kad vi-
siems f € Firz,y € X su ||z —y|| < galioja |f(z) — f(y)| <e.

Patikrinsime, kad D tenkina abi salygas. Salyga (i): Pagal apibrézima,
visiems D € D ir x € R" galioja D(x) € [0,1], todél suppep pepe |D(2)| <
1 < 00. Salyga (ii): Tegu e > 0. Pasirenkame § = ¢/ K. Tuomet bet kuriam
D € D ir bet kuriems z,y € R* su ||z — y|| < § galioja

19
|D(x) — D(y)| < K|z -yl <Ki=K 5 =e

Vadinasi, D yra kompaktiska.

Operatoriaus tolydumas. Apibréziame netiesinj operatoriy ® : D —
LY(RE):

®(D)(x) = pdata(x) log D(x) + pe(z)log(l — D(x)). (2.25)
Sis operatorius transformuoja diskriminatoriaus funkcija D € D j integruo-
jama funkcijg ®(D) : RF — R, kurios Lebego integralas yra vertés funkcija
V(D,G) = Jgr ®(D)(x) dz. Kadangi operatorius netiesinis, jo tolydumo jro-
dymas reikalauja atidaus normy pasirinkimo ir jverc¢iy su tankiais pgata bei
Py-

Klasei D taikome supremumo norma ||-||sup, kadangi tai Lipschitz tolydziu
funkcijy aibé, kompaktiska tolygaus konvergavimo prasme. Operatoriaus ¢
vaizdams taikome L'(RF) norma, nes vertés funkcija V(D,G) yra Lebego
integralas - integraliné funkcijos elgsena yra svarbesné uz pavienes reiksmes
taskuose. Su tokia normy pora (|| - ||sup, || - [|z1) nedideli diskriminatoriaus
pakitimai supremumo prasme sukelia nedidelius integruojamy funkcijy paki-
timus L' prasme, o tai tiesiogiai garantuoja V (D, G) tolyduma.

Nors RY nebiutinai yra kompaktika erdve, praktikoje finansiniy grazy
reikimés koncentruojasi kompaktiskoje aibéje (pvz., [-M, M|F, M > 0), o
uz sios aibés tankiai pgata ir py eksponentiskai mazéja. Todél integralai yra
apibrézti.

Lema 2.2 (Diskriminatoriaus aprézimai). Tegu D € D yra neuroninis tink-
las su sigmoid paskutiniame sluoksnyje. Tuomet egzistuoja konstantos 0 <
€min < 1 — €min < 1 tokios, kad

€min < D(x) <1 — €ypn, visiems v € RE, (2.26)

Jrodymas. Diskriminatorius D(z) = o(h(x)), kur o(t) = (1+e~*)~1. Kadangi
neuroninis tinklas ~ Lipschitz tolydus su apréztais svoriais, egzistuoja M > 0
tokia, kad |h(z)| < M visiems r € R”. Vadinasi,

o(~M) < D(x) < o(M).
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Zymédami e, = o(—M) = o > 0 ir pastebéje, kad o(M) = 1 — €y,

gauname reikiamus apibrézimus. O]

Kadangi D(z) > €nm > 0 ir D(z) < 1 — ein < 1 visiems x € RE,
logaritmai log D(x) ir log(1 — D(x)) yra gerai apibrézti ir absoliudiai inte-
gruojami su tankiais pgaa it p,. Vadinasi, vertes funkcija V(D, G) egzistuoja
visiems D € D. Be to, funkcijuy klasé su tokiais aprézimais lieka uzdara,
todél kompaktiskumas islieka.

Teorema 2.3 (Operatoriaus ® tolydumas). Operatorius ® : D — LY(RL)
yra tolydus, kai D erdvéje naudojama supremumo norma || - ||sup, 0 L*(RF)
erdvéje - L' norma.

Irodymas. Tegu Dy, Dy € D. Ivertinsime ||®(D;) — ®(Ds)||1:
[2(D1) — ©(D2) |11
= /RL Pdata(T)[log D1 (x) — log Dy(x)]

+ pg(z)[log(1 — Di(x)) — log(1 — Da(x))]| da.

Pagal trikampio nelygybe (Minkowski nelygybés L atveju):

< /RL Pdata(7)]1og D1(7) — log Dy(x)| dx
+ /RL Pe(x)]log(l — Dy(x)) —log(1 — Dy(z))| da.

Ivertinsime pirmajj integrala. Logaritmo vidutinés reikSmeés teorema: |loga—

logb| = |“gb|, kur £ € [min(a, b), max(a,b)]. Kadangi D;(x), Do(x) > €min Vi-

siems 2 (pagal Lema), tai £ > ey, Cia naudojame jprasta supremuma, nes
funkcijos visur apibréztos:

|log D: () — log Dy(z)| < | D1(x) — Da()] < D1 = Dallswp.

€min €min

Vadinasi,

Dy — Dsl|su
/RL Pdata ()| log D1 (z) — log Dy(x)| dx < w

€min
Analogiskai, kadangi 1 — D;(x) > €pin, gauname

| D1 — D2||sup_

€min

/RL pg(x)‘ log(l — D1($)) — log(l — D2(£C))‘ dr <
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Sujunge, gauname:

2

min

Vadinasi, jei [|[D1 — Dallsup < 0, tai ||®(D;1) — ®(Ds)|| 11 < € sud = “inE kas
irodo tolyduma. O

[®(D1) — @(Dy)||zr <

D1 — Ds||sup-

Taigi parodéme, kad D yra kompaktiska aibé pagal Arzela-Ascoli teore-
ma, operatorius ® : D — L' yra tolydus su normu pora (|| - |lsup, || - |l21),
o diskriminatoriaus reiksmés kontroliuojamos salyga D(x) > €yin > 0 ga-
rantuoja logaritmy egzistavima ir absoliuty integruojamuma. Kadangi D
kompaktiska ir @ tolydus, integralas V(D,G) = [®(D)(x)dz yra tolydus
kompaktinéje aibéje. Pagal Weierstrass teorema, egzistuoja D* € D, maksi-
mizuojantis V (D, G).

Optimalaus diskriminatoriaus formulé Nustate, kad optimalus diskri-
minatorius D* € D egzistuoja, iSvesime jo ekspliciting formule.
Kiekvienam z € X diskriminatorius D*(z) maksimizuoja israiska:

f(D(x)) = paata(x) log D(x) + pg(x)log(1 — D(x)). (2.27)

Taskiniam maksimumui rasti diferencijuojame f(D(x)) argumento D(x)
atzvilgiu ir prilyginame nuliui:

Of _ paaa(®)  pgl)

oD~ D) 1-D@) (2.28)
Issprende Sig lygtj, gauname:
Paata(7)(1 = D(2)) = pg(x)D(x), (2.29)
is kur
Pasia(®) = D(@) (pasia(®) + pe()). (2.30)
Antroji isvestiné
2
o°f . _pdata(x) . pg(x) <0 (2.31)

O(D(x))*  D(x)? (1-D(x))?

patvirtina, kad tai yra maksimumas, o ne minimumas.
Taigi optimalus diskriminatorius yra:

D* (ZE) - pdata(x)

 Paata(T) + pg(a)’ (2:32)
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Dabar jrodysime, kad funkcija D*(z) tikrai priklauso Lipschitz tolydziy
funkcijy klasei D. Tarkime, kad finansiniy grazy tankiai pgat. ir pe yra di-
ferencijuojami su apibréZtomis iSvestinémis kompaktiskoje aibéje [—M, M]E.
Zymékime $(7) = Pgata () +pg(r) suma ir tarkime, kad egzistuoja konstantos
Cp > 01ir spmin > 0 tokios, kad

IV epdata ()] < Cyp, HVng(HJ)H < Cy, 5() > Smin

visiems z € [—M, M]*.
Apskai¢iuokime gradienta V, D*(z) naudojant daliniy trupmeny taisykle:

V.D*(z) =V, (pdzzz()x)>

_ VPdata(®) - 8(2) — Paata(®) - Vos(2)
s(z)? '

Kadangi V,5(z) = Vypaata () + Vape (), gauname:

||va*(l’)|| _ H Va:pdata(x) : S(I’) - pdautas(zi?)'2 (prdata(x) + vmpg(x)) H
< IVapana (@) - 5(x) + paaa(®) - ([VaPasa(@)]| + [ Vapg(@)]])
- s(x)?
< Cp-s(x)+1-(Cp+Cp) _ p~s(x)—|—20p'

Kadangi s(x) < 2 (nes paata ir pg yra tikimybiy tankiai), gauname

C,-2+2C, 4C,

2 2

min Stin

Ve D*(2)]| < =K.

S

Pagal vidutinés reiksmeés teorema daugiamaciame atvejui, bet kuriems z,y €
[—M, MY galioja

|D*(x) = D*(y)] < sup [V D*(2)]| - lz —yll < K|z —yl|

2€[z,y]

Vadinasi, D* yra Lipschitz tolydi su konstanta K = 320 L kompaktiskoje ai-

béje, kur koncentruojasi duomeny tankiai, todél D* € D.

Kadangi D* € D ir tenkina apibrézimus e, < D*(z) < 1 — €y (kaip
parodyta Lemoje), logaritmai yra gerai apibrézti ir funkcija f(D*(z)) yra
Lebego integruojama.
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Istate D* | vertés funkcija, galime gauti generatoriaus kriterijy, iSreiks-
ta per Jensen-Shannon (JS) divergencija. Pirmiausia, pateikiame Kullback-
Leibler (KL) divergencijos apibrézima. Dviejy pasiskirstymuy, kuriy tankiai
yra p ir ¢ KL divergencija apibréziama taip:

KL(pllg) = [ p(r)los qf”; dr. (2.33)

KL divergencija yra nesimetrine, t.y. KL(p||q) # KL(g||p). Jensen-Shannon
divergencija yra simetrinis variantas, apibréztas kaip

IS(pllg) = KL( Hpﬂ])+ KL( H“q) (2.34)

JS divergencija matuoja atstuma tarp dviejuy pasiskirstymy ir turi savybe
JS(pllg) = JS(¢llp) > 0, lygybeé pasiekiama tada ir tik tada, kai p = ¢ [22].
. . S : N  pdata(@) . )
Dabar jstatome optimaly diskriminatoriy D*(x) = m 1 vertés
funkcija:

V(D*,G) = /X Panta() log D* () dz + /X pe(x) log(1 — D*(z)) dz

pdata(x)
= ata(2) 10 dx
Apd t ( ) gpdata(x) +pg($)

pe()
+ /ng(x) log pana(®) + pal@) dx. (2.35)

— pdata( )+pg
2

(dv1eJq tankiy vidurkj), galime perrasyti:

/ pdata pdata(;)) dx

+/ pe(x) log 2])g<(a;>) dx

= / Pdata (T [ pmé)) log 2} dx

—|—/pg [log i 1og2] dx

= KL(paatallm) — 10g2 + KL(pgllm) —log 2
= KL(pdata||m) + KL(pg|lm) — 21og 2. (2.36)

Zymédami m(z)

Pagal JS divergencijos apibrézima
1 1
IS(pllg) = FKL(pllm) + 5KL(g[m),
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kur m = %ﬂ, gauname generatoriaus funkcija:
C(G) = V(D",G) = —log4 + 2JS(pasta || Ps), (2.37)

kur —log4 = —2log 2 yra konstanta.

Jei diskriminatorius mokymas veikia gerai, sugeneruoti duomenys vis la-
biau panaséja j tikrus duomenis. Si formulé rodo, kad optimalus rezultatas
pasiekiamas tada, kai sugeneruoty duomeny pasiskirstymas visiskai sutam-
pa su tikry duomeny pasiskirstymu. Tuomet generatorius sukuria duomenis,
kuriy diskriminatorius nebegali atskirti nuo tikry [9].

Alternatyvi generatoriaus nuostoliy funkcija. Praktikoje pradiné mi-
nimax formulé daznai sukelia silpnus gradientus generatoriui, ypac¢ kai dis-
kriminatorius tampa labai geras. Konkreciau, kai generatorius kuria prastos
kokybés duomenis, diskriminatorius lengvai juos atpazjsta: D(Gg(z)) = 0.
Tokiu atveju generatoriaus nuostoliai Lo = E[log(1 — D(Gy(Z)))] tampa
artimi konstantai log(1) = 0, o gradientas

Lo 1 , 8Gy(2)
(TT@G 1= D(Gy(2)) D(Gol(2)- 59

tampa labai mazas moduliu (|VoLg| < 1), todél parametry atnaujinimai
yra nereikSmingi ir generatorius nebesimoko. Todél daznai naudojama alter-
natyvi generatoriaus nuostoliy funkcija, vadinama nesoc¢iuoju nuostoliu. Ji
apibréziama taip:

(2.38)

LF(0) = ~Ezep, | log Do(Go(2))], (2.39)

Si funkeija padeda generatoriui gauti stipresnius gradientus mokymo pradzio-
je ir grei¢iau mokytis. Pradiné minimax formulé siekia, kad diskriminatorius
nesugebeéty atpazinti sugeneruoty duomeny (minimizuoja log(1 — D(G(2)))),
tuo tarpu nesociyjy nuostoliy funkcija tiesiogiai siekia, kad diskriminatorius
manyty, jog sugeneruoti duomenys yra tikri (maksimizuoja log D(G(2))).
Antrasis poziuris duoda stipresnj mokymo signalg, kai generatorius dar mo-
kosi. Kitaip, jei diskriminatorius iSmoksta atskirti tikrus ir sugeneruotus
duomenis per greitai, generatorius nebegali pasivyti ir mokymas sustoja.

2.3 GAN finansinéms laiko eilutéms

GAN taikymas finansinéms laiko eilutéms reikalauja atsizvelgti j laiko struk-
tura, duomeny pastovuma ir finansams budingas savybes, tokias kaip didelés
svyravimo uodegos, nepastovumo grupavimasis ir sverto efektas. Dvi jpras-
tos modeliavimo strategijos yra:
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1. Visos sekos generatoriai ir diskriminatoriai: generatorius sukuria grazuy
seka tam tikro ilgio L, pavyzdziui,

G@ . Rd — RL, ., = G@(U), (240)

kur u yra atsitiktinis jvesties vektorius. Diskriminatorius vertina vi-
sg seka ir gali naudoti konvoliucinius ar rekurentinius sluoksnius, kad
aptikty tiek trumpalaikes, tiek ilgalaikes priklausomybes.

2. Autoregresinis arba salyginis generavimas: generatorius kuria sekg zings-
nis po zingsnio, remdamasis ankstesniais stebéjimais. Tegu x1.; zZymi
stebeéta istorija; generatorius sukuria prognoze

G9(5171:t) — Liq1a+Hs (2-41)

kur Z;11..4 5 Zymi busimos sekos jvertinima, naudojama scenarijy ge-
neravimui ir prognozavimui.

vV —

ravimu, pasiulyta jvairiu GAN varianty (pvz. TimeGAN, WGAN, RCGAN
ir kiti), kurie praturtina bazine architektura papildomomis strukturomis ar
mokymo tikslais. Sios modifikacijos sprendzia tokias problemas kaip ilga-
laikiy priklausomybiy iSsaugojima, vieno zingsnio prognozavimo tikslumg ir
mokymo stabilumas sudétingose laiko eilutése [23, 24].

GAN modeliai, taikomi finansinéms laiko eilutéms, siekia iSmokti bendra
seky désninguma ir generuoti duomenis, kurie buty panasus j tikrus finansi-
nius duomenis. Vertinant tokiy modeliy kokybe, svarbu atkreipti démesj, ar
sugeneruotos sekos atspindi finansams budingas savybes, tokias kaip didelés
svyravimo uodegos, nepastovumo grupavimasis ir tarpusavio priklausomybeé
tarp skirtingy aktyvy [25].

2.4 Praktiniai aspektai

GAN mokymas finansiniais duomenimis susiduria su keliomis specifinémis
finansinés laiko eilutés daznai yra trumpos ir patiria strukturinius luzius, nes
néra pastovios. Dél to GAN modeliams gali trukti pakankamai duomeny, kad
jie iSmokty bendrus désningumus, o staigus pokyciai duomenyse apsunkina
mokyma ir sumazina generuojamy seky kokybe.

Kita svarbi problema yra mody kolapsavimas, kai generatorius pradeda
kurti mazo jvairumo sekas, kurios vis tiek apgauna diskriminatoriy. Tokiu
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atveju sugeneruoti duomenys tampa pernelyg panasus tarpusavyje ir neat-
spindi tikros duomeny jvairoves, kas ypac nepageidautina finansy srityje, kur
svarbu modeliuoti jvairius rinkos scenarijus.

Silpni arba per stiprus gradientai yra dar viena dazna problema, kylanti
deél sudeétingy saveiky tarp generatoriaus ir diskriminatoriaus. Deél to mo-
kymas gali tapti nestabilus, o modelis gali nebesimokyti arba mokytis labai
prastai. Tai ypac pasireiskia, kai naudojamos gilios neuroninés architekturos
ar sudetingos seky strukturos.

Galiausiai, statistinis pagristumas yra butinas norint jvertinti sugeneruo-
ty imciy kokybe. Finansiniy duomeny generavime svarbu, kad sintetines
sekos atkartoty ekonomiskai aktualias savybes, todél jy vertinimui taikomi
statistiniai testai ir analizés metodai. Taip galima uztikrinti, kad GAN mo-
deliai generuoja realistiskus ir praktiskai naudingus duomenis.

Apibendrinant, GAN modelis yra jrankis finansiniy laiko eiluciy generavi-
mui, nes leidzia kurti sintetinius duomenis be prielaidy apie jy pasiskirstyma.
GAN teorija remiasi priesisku mokymu, kur generatorius ir diskriminatorius
mokosi kartu: generatorius stengiasi sukurti kuo panasesnius j tikrus duo-
menis, o diskriminatorius bando juos atskirti. Mokymo metu abu tinklai
tobuléja, iki kol sugeneruoti duomenys tampa sunkiai atskiriami nuo tikry.
Praktikoje daznai naudojamos jvairios nuostoliy funkcijos ir architekturiniai
patobulinimai, kad mokymas buty stabilesnis ir efektyvesnis, pavyzdziui, ne-
sotinantis nuostolis ar WGAN metodas, kurie bus pristatyti kituose skyriuo-
se. Finansy srityje labai svarbu, kad modeliai atsizvelgty j laiko priklauso-
mybe ir islaikyty finansams budingas savybes, tokias kaip didelés svyravimo
uodegos ar nepastovumo grupavimasis. Vertinant sugeneruotus duomenis,
reikia derinti masininio mokymosi metrikas su statistiniais testais ir rizikos
vertinimo priemonémis, kad buty uztikrinta jy kokybé ir praktinis naudin-
gumas [26].
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3 skyrius
GAN ir WGAN palyginimas

3.1 Ko pradiniai GAN nepasiekia praktikoje

Pradiné GAN formulé (2.20) siekia, kad modelio sugeneruoti duomenys bu-
ty kuo panasesni j tikrus, naudojant diskriminatoriy, kuris atskiria tikrus
duomenis nuo sintetiniy [9]. Nors toks poziuris teoriskai atrodo patrauk-
lus, praktikoje kyla dvi pagrindinés problemos, ypac ryskios finansinése laiko
eilutése:

« Silpni arba isSnykstantys gradientai, kai duomeny pasiskirsty-
mai nesutampa. Kai generatoriaus ir tikry duomeny pasiskirstymai
yra labai skirtingi arba nesikerta, modelis gauna labai silpng mokymo
signalg. Tai dazna pradzioje arba kai duomenys sudétingi, pavyzdziui,
finansiniy seky atvejais.

o Nuostoliy nekoreliavimas su imties kokybe ir nestabilus mo-
kymas. Diskriminatoriaus nuostoliai ne visada rodo, ar generuojami
duomenys geréja. Deél to mokymas gali buti nestabilus, sunku stebéti
progresa, o modelis daznai ,,uzstringa® generuodamas tik kelis duomeny
tipus.

Finansinéms sekoms Sios patologijos pasireiskia kaip generatoriai, kurie
nepakankamai atkartoja krastutinius jvykius, silpnina nepastovumo grupa-
vimg arba kolapsuoja j keleta mody, kurie vis tiek apgauna gerai iSmokyta
diskriminatoriy. Tokiose situacijose naudingas mokymo signalas, kuris kinta
sklandziai su atstumu tarp realiy ir sintetiniy pasiskirstymuy.
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3.2 Wasserstein-1 atstumas ir diskriminato-
rius

Wasserstein GAN (WGAN) vietoje to naudoja Wasserstein-1 atstuma, kuris
uztikrina sklandesnj bei informatyvesnj mokymo signalg net tada, kai pasi-
skirstymai nesutampa [13].

Wasserstein atstumas kiekybiskai jvertina minimaly poslinkio dydj, rei-
kalingg norint suderinti viena tikimybiy skirstinj su kitu. Jis matuoja, kiek
vidutiniskai vieno skirstinio elementai turi buti perkelti pagrindinéje met-
rinéje erdveéje, kad atitikty antrojj skirstinj. Formaliai, tai uzrasoma kaip
optimalaus transportavimo planas: jei turime du tikimybiy skirstinius P ir
@, ieskoma tokio junginio skirstinio v € I'(P,Q) (kur I'(P, Q) zZymi visus
junginius skirstinius su marginaliaisiais pasiskirstymais P ir (), kuris mini-
mizuoja vidutinius poslinkius E, )~ [||X — Y|]. MaZesnis atstumas rodo,
kad skirstiniai yra erdviskai artimesni arba strukturiskai panasSesni savo vie-
tos ir sklaidos poziuriu. Formaliajame apibrézime, Wasserstein-1 atstumas
tarp dviejy tikimybiy skirstiniy P ir ) yra

Wi(P.Q) = _inf oo [IX - VIl (3.1)
kur I'( P, Q) yra visy jungtiniy skirstiniy su marginaliaisiais pasiskirstymais P
ir Q aibée. Sis apibrézimas interpretuojamas kaip optimalaus transportavimo
problema: rasti "pigiausia" buda perkelti mase is skirstinio P j skirstinj ), kur
kaina yra atstumas tarp tasky. Tiesioginé optimizacija pagal Wasserstein-1
atstumo apibrézima yra sunkiai jgyvendinama, nes reikety perrinkti visus
galimus junginiy skirstinius v € T'(P, Q). WGAN sig problema iSsprendzia
naudodamas Kantorovich-Rubinstein dualumo teorema, kuri pateikia ekvi-
valenty, bet praktiskesnj formulavima. Pagal Kantorovich-Rubinstein dualu-
ma, Wasserstein-1 atstumas gali buti uzrasytas kaip

Teorema 3.1 (Kantorovich-Rubinstein dualumas). Jei P ir Q) yra tikimybiy
skirstiniai metrinéje erdvéje (X, d), tai
WiP.Q) = sup (Exerlf(X)] ~Exolf(X)]).  (32)
I fllLip<1
kur supremumas ieskomas tarp visy 1-Lipschitz funkcijy f : X — R.
WGAN kontekste tikimybiniai matai P ir ) apibréziami atitinkamai tik-
ryjy duomeny tankiu pgats ir generatoriaus tankiu pg, kur bet kuriai Borelo
aibei A galioja P(A) = [4 Pdata(z) dz it Q(A) = [, pe(z) dz. Funkcija f va-
dinama L-Lipschitz tolydziaja, jei visiems x,y jos apibreézties srityje galioja

[f (@) = f(y)| < Lz —yl], (3-3)
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t.y. funkcijos reiksmés pokytis negali virsyti L karty atstumo tarp jos argu-
menty. WGAN kontekste 1-Lipschitz apribojimas uztikrina, kad diskrimi-
natorius duoda stabily mokymo signala netgi tada, kai generuojami ir tikri
duomenys labai skiriasi, kas yra esminé Wasserstein atstumo aproksimavimo
salyga ir prisideda prie mokymo stabilumo [27]. WGAN parametrizuoja f
neuroniniu kritiku, kuris jvertina, kiek sugeneruotas rezultatas yra panasus
i tikra f, ir sprendzia

i max (Ex e [ful 0] = Bz [ Gol2)]), (34)

kur w yra diskriminatoriaus parametrai, apriboti Lipschitz salyga, 6 yra ge-
neratoriaus parametrai, Z yra atsitiktinis triuksmas is pradinio pasiskirstymo
pz, 0 Gy yra generatorius. IS to seka dvi pagrindinés pasekmeés:

1. Diskriminatoriaus nuostoliai rodo, kaip gerai generatorius imituoja tik-
rus duomenis; kuo mazesnis nuostolis, tuo geresné kokybe.

2. Generatorius gauna aiskesnius mokymo signalus net tada, kai sugene-
ruoti ir tikri duomenys labai skiriasi, todél mokymas tampa stabilesnis
ir sumazéja mody kolapsas.

Lipschitz tolydumo uztikrinimas. Ankstyvuose WGAN buvo naudoja-
mas svoriy apkarpymas, kai diskriminatoriaus parametrai po kiekvieno at-
naujinimo yra priverciami likti kompaktiskame intervale, taciau tai sukelia
diskriminatoriaus pajégumo nepanaudojima. Placiai pritaikytas sprendimas
yra gradiento bausmé [15], kuri papildo diskriminatoriaus tikslo funkcija

AEs ([|Vaful®)], - 1)2, (3.5)

kur Z yra interpoliuoti taskai tarp tikry ir sugeneruoty duomeny: & = €xpea+
(1 — €)Xpage su € ~ U[0, 1], 0 A yra bausmeés koeficientas.

Sios bausmeés tikslas yra uztikrinti, kad diskriminatoriaus gradientas biity
apribotas visoje jvesties erdvéje. Bausmeé skatina gradiento norma islaikyti
artimg vienetui interpoliuoty tasky atzvilgiu, kas uztikrina 1-Lipschitz savy-
be.

Lipschitz konstanta K reiskia, jog funkcijos pokytis tarp bet kuriy dviejy
tasky negali virSyti K karty atstumo tarp tu taskuy:

|[f(21) = f(22)] < K2y — 22 (3.6)

Siekiama uztikrinti K = 1. Funkcijos pokytis tarp bet kuriy dviejy tasky
ir o gali buti isSreikstas integruojant palei tiese juos jungiancia:

Faa) — flan) = /01 V(o 4+ s — ) - (20— o)t (3.7)
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Sio integralo modulis jvertinamas naudojant Cauchy-Schwarz nelygybe:
£02) = £l =| [ o+t = 1)) - (2 = 20)
< /01 |V F@1+ tw = 20)| - |22 — 2] dt
— 22— ] /01 |95+t — et (3.8)

Jei uztikrinama, kad ||V f(z)|| < 1 visur, tai

7Ge2) = @] o =l [ 1t =z — ], (39

kas ir atitinka 1-Lipschitz salyga. Gradiento bausmes formulé, kuri baudzia
per didelius gradientus, vercia ||V f(z)|| buti artima 1, o tai uztikrina stabi-
ly ir informatyvy mokymo signalg generatoriui netgi tada, kai sugeneruoti
duomenys dar labai skiriasi nuo tikry.

Kitas budas yra spektriné normalizacija, kuri tiesiogiai riboja svoriy mat-
ricy poveikj. Neuroniniame tinkle kiekvienas sluoksnis transformuoja jvestj
per afinine transformacijag y = Wx + b, kur W € R™*" yra svoriy matrica,
x € R"™ - jvestis, o b € R™ - poslinkio vektorius. Kiekviena svoriy matrica W
padalijama i$ jos spektrinés normos o (W):

= w
W=——-— 3.10
a(W)’ (310)
kur o(W) = max|yj=; |Wh| yra didziausia matricos tikriné reikSme. Si

reikSmé parodo, kaip stipriai matrica W gali padidinti vektoriaus dydj. Tai-
kant Sig normalizacija visiems diskriminatoriaus sluoksniams, gaunama, kad
kiekvienas tiesinis operatorius yra 1-Lipschitz, nes

[Way = Was|| = [W(zr — @)|| < a(W)llzy — 2| = lzr — ol (3.11)

Sudéjus kelis 1-Lipschitz sluoksnius su 1-Lipschitz aktyvavimo funkcijomis
(pvz., ReLU, LeakyReLU), gauname, kad visas diskriminatorius f,, taip pat
yra 1-Lipschitz. Tai uztikrina stabily mokyma be papildomy bausmés nariy,
skirtingai nuo gradiento bausmeés metodo [28].

Mokymo dinamika. Praktikoje mokymas keicia kelis diskriminatoriaus
atnaujinimus per vieng generatoriaus zingsnj, su atskirais mokymosi tempais.
Diskriminatoriaus mokymo tikslas yra maksimizuoti

o, o)) — B [u(2)] — AR 1) G

‘Vﬁ:fw(in)
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kur pirmieji du nariai apskaiciuoja Wasserstein atstuma, o treciasis narys yra
gradiento bausmeé. Po to generatorius atnaujinamas, kad sumazinty jvertinta
Wasserstein atstuma. Skirtingai nuo pradinio GAN tikslo, diskriminatoriaus
nuostoliai paprastai nuosekliai mazéja, kai imties kokybé geréja, sugeneruoti
duomenys tampa vis panasesni j tikrus, tinklas mokosi juos generuoti vis
tiksliau.

3.3 WGAN taikymas finansinéms laiko eilu-
téms

Diskriminatorius ir generatorius veikia su sekomis, o ne su nepriklausomas
ir identiskai paskirstytais stebéjimais. Dazniausiai naudojami du mokymo

budai:

o Visos sekos modeliavimas: Generatorius sukuria visg grazy seka
is karto, o diskriminatorius jvertina visa seka, naudodamas parinktus
tinklus (pvz., RNN ar CNN).

« Sekos po vieng zingsnj: Generatorius prognozuoja zingsnj po zings-
nio pagal ankstesnius, o diskriminatorius lygina tikrus ir sugeneruotus
zingsnius po viena.

Tokie architekturiniai sprendimai leidzia tinklui atkartoti laiko priklausomy-
bes finansiniuose duomenyse [29].

Nors WGAN suteikia stabilesnj mokymo signalg negu GAN, finansiniy
laiko eiluciy specifika reikalauja papildomy priemoniy. Literaturoje siulomi
keli budai, kaip pritaikyti WGAN Sioms savybéms atkartoti [30]:

1. Laiko strukturos tinklai: Naudojami rekurentiniai tinklai (pvz.,
GRU ar LSTM) generatoriuje ir diskriminatoriuje, kad modelis iSmokty
ilgalaike atmintj ir nepastovumo dinamika.

2. Papildomi apribojimai: Pridedami reguliavimo nariai j tikslo funk-
cija, kurie skatina islaikyti empirinius momentus (vidurkj, dispersija)
ar autokoreliacijos struktura.

3. Rizikos priemoniy stebéjimas: Mokymo metu arba po jo tikrina-
mos rizikos charakteristikos—VaR, CVaR, uodegy indeksai—kad buty
uztikrinta, jog sugeneruoti duomenys atitinka tikry duomeny rizikos
profilj.

Sie papildymai néra standartines WGAN dalys, bet jie padeda geriau pritai-
kyti modelj finansiniy duomeny specifikai.
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3.4 Praktiniai aspektai

WGAN sprenzia pagrindines pradinio GAN problemas: suteikia stabilesnj
mokymo signala, aiskesnius gradientus ir sumazina moduy kolapsavima [31,
1]. Wasserstein atstumas veikia net tada, kai sugeneruoti ir tikri duomenys
labai skiriasi, o diskriminatoriaus nuostoliai geriau atspindi imties kokybe nei
pradinio GAN diskriminatoriaus nuostoliai.

Taciau WGAN néra universalus sprendimas. Finansinéms laiko eilutéms
svarbu ne tik stabilus mokymas, bet ir tai, ar sugeneruoti duomenys is-
saugo budingas savybes: nepastovumo grupavimasi, sunkias uodegas, laiko
priklausomybes ir rizikos profilj. Literaturoje daug eksperimentuojama su
vairiomis architekturomis, salygojimo schemomis ir papildomomis diskrimi-
natoriaus mokymo baudomis, siekiant geriau atkartoti finansiniy duomeny
specifika [12, 30].
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4 skyrius

Modeliy vertinimas ir
statistiniai testai

Generatyviniy modeliy laiko eilutéms vertinimas remiasi statistiniais testais
ir kiekybinémis metrikomis. Sie jrankiai skirti patikrinti modeliy gebéjimui
atkurti pagrindines tikry finansiniy duomeny savybes. Vertinimo sistema
uztikrina, kad sintetiniai duomenys buty ne tik vizualiai, bet ir statistiskai
nuoseklus su tikrais duomenimis atitinkamais aspektais [5].

Siame skyriuje pristatomi testai ir metrikos, kurie bus naudojami Siame
darbe, akcentuojant jy matemating formuluote ir interpretacija. Démesys
skiriamas stacionarumo jvertinimui, skirstiniy testams, laikinés priklauso-
mybes diagnostikai ir rizikos testavimui.

4.1 Stacionarumas laiko eilutése

Stacionarumas yra fundamentali laiko eiluciy analizés savoka: ji formalizuoja
supratimg, kad stochastinio proceso tikimybiné struktura nesikeicia laikui
bégant. Kadangi daugelis modeliavimo remiasi prielaidomis, kurios galioja
tik esant stacionarumui, reikia jj iStestuoti ir pritaikyti.

Tegul {X;}iez yra stochastinis procesas, apibréztas bendrojoje tikimy-
biy erdvéje. Procesas vadinamas grieztai (arba stipriai) stacionariu, jei bet
kuriai baigtinei laiko indeksy kolekcijai 4, ..., t, ir bet kuriam sveikam skai-
¢iui h, jungtinis (X, , ..., Xy, ) skirstinys lygus (X, 1p, - . ., Xy, +4) skirstiniui.
Formaliai,

d .
(Xpyy oo Xo) = (Xoywny ooy Xopon)  visiems ty, ... 6y, h.

Grieztas stacionarumas reikalauja visy baigtiniy dimensijy skirstiniy in-
variantiskumo laiko poslinkiy atzvilgiu. Praktikoje paprastai taikomos silp-
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nesnés stacionarumo formos. Literaturoje populiaresnis yra silpnas stacio-
narumas, kuris reikalauja tik, kad egzistuoty pirmieji du momentai ir buty
invariantiski laiko atzvilgiu. Procesas yra silpnai stacionarus, jei

1. E[X,] = p nepriklausomai nuo ¢, ir
2. Cov(Xy, Xeyn) = v(h) priklauso tik nuo vélavimo h.

Kai procesas yra silpnai stacionarus, galima apskaic¢iuoti autokovariacijos
funkcija y(h) ir autokoreliacijos funkcija p(h) = ~v(h)/v(0), kurios parodo,
kaip stipriai susije duomenys skirtingu laiko atstumu. Sios funkcijos yra
vienos i8 laiko eiluciy analizes jrankiy [32, 33, 5].

Grieztas stacionarumas yra stipresnis reikalavimas nei silpnas: jis reika-
lauja, kad visi galimi skirstiniai islikty nepakite, o ne tik vidurkis ir dispersija.
Kaip pries tai minéta, finansy duomeny analizéje dazniausiai uztenka silpno
stacionarumo [5].

Nestacionarumas daznai pasireiskia ekonominése ir finansinése laiko ei-
lutése per staigius Suolius, sezoniSkuma ir kintantj nepastovuma. Yra keli
metodai, kurie sprendzia nestacionaruma. Deterministinés arba stochasti-
nés tendencijos, veikiancios vidurkj, daznai gali buti pasalintos diferencijuo-
jant. Pavyzdziui, finansiniy duomeny atveju naudojamos logaritminés grazos
r, = log(P;) — log(P,_1), kur P, yra kaina.

Dispersijos nestacionarumas (kai kinta duomeny issibarstymas, pavyz-
dziui, nepastovumo grupavimasis) néra sprendziamas diferencijuojant. Di-
ferencijuojant pasalinamos tik vidurkio tendencijos, bet tai nekeicia to, kad
skirtingu laiku duomeny issibarstymas gali buti skirtingas — kartais dides-
nis, kartais mazesnis. Tokiais atvejais naudojami specialus modeliai, kurie
tiesiogiai apraso kintancia dispersija, kaip GARCH [7, 6.

Praktiskai, stacionarumas turi buti jvertintas prieS modelio pritaikyma.
Du placiai naudojami testai yra iSpléstinis Dickey—Fuller (IDF) testas ir
Kwiatkowski-Phillips—Schmidt—Shin (KPSS) testas. IDF testas tikrina, ar
seka yra nestacionari (turi vieneting Ssaknj), ar stacionari:

p
AXy =a+ Pt +yXi1+ Y G AX, ;i + ey (4.1)
i=1
IDF teste nulliné hipotezé yra v = 0 (seka nestacionari), o alternatyva yra
7 < 0 (seka stacionari). KPSS testas veikia priesingai: jo nulliné hipotezé
yra, kad seka stacionari, o alternatyva — kad nestacionari [5].

Abu testai turi baigtiniy imciy apribojimus ir skirtingas galios savy-
bes; todél literaturos rekomendacija yra naudoti juos kartu (vadinamaja
IDF-KPSS sprendimy lentele), kad buty gautas patvaresnis stacionarumo
lvertinimas.
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4.2 Skirstiniy panasumo vertinimas

Pagrindinis modelio vertinimo aspektas yra sintetiniy duomeny skirstinio
palyginimas su tikry duomeny skirstiniu. Tam naudojami tiek formalus sta-
tistiniai testai, tiek skaitinés skirstiniy atstumo metrikos.

Kolmogorov-Smirnov testas. Kolmogorov-Smirnov testas kiekybiskai jver-
tina maksimaly atstuma tarp dviejy imciy empiriniy pasiskirstymo funkcijy
(EPF):

Dn,m = sup ‘Fn(l') - Gm($)|, (4'2)

kur F,(x) ir G,,(z) yra tikry ir sintetiniy im¢iy EPF atitinkamai [34]. Maza
D, ,,, reiksmeé rodo, kad abi imtys paimtos iS panasiy skirstiniy. Testas yra
neparametrinis ir jautrus tiek vietos, tiek formos skirtumams tarp empiriniy
skirstiniy.

Wasserstein atstumas. Wasserstein atstumas (zr. skyriy apie WGAN)
matuoja skirstiniy panasuma kaip minimaly atstuma, reikalinga perkelti vie-
ng skirstinj j kita metrinéje erdvéje [13]. Sis atstumas ypaé¢ naudingas ly-
ginant sunkias uodegas turinc¢ius finansinius duomenis, nes jis jautrus tiek
centrinei daliai, tiek uodegoms.

Didziausias vidutinis neatitikimas. Didziausias vidutinis neatitikimas
yra metrika, matuojanti skirstiniy panasuma;:

DVN?*(X,Y) = E[k(X, X")] + E[k(Y,Y")] — 2E[k(X,Y)], (4.3)

kur X ir Y zymi atsitiktinius kintamuosius (tikrus ir sintetinius duomenis),
x, 2’ y,y" yra atskiri stebéjimai (imtys) iS ju, o k(-,-) matuoja dvieju tasku
panasuma [35].

Autokoreliaciné funkcija. Tikimasi, kad laiko eiluc¢iy modeliai uzfiksuos
ne tik krastinj skirstinj, bet ir laiko priklausomybés struktura. Autokore-
liacijos funkcija (AKF) yra jrankis linijiniy priklausomybiy skirtingais laiko
tarpais analizei:

o= ECG =] o

kur py, yra autokoreliacija laiko tarpe k, u yra vidurkis, o o2 yra proceso dis-
persija [32]. Modelio vertinimui lyginami tikry ir sugeneruoty duomeny AKF
grafikai: jei jie yra panasus, modelis tinkamai atkuria laiko priklausomybeés
strukturg. Kiekybiniam AKF skirtumy jvertinimui naudojamas vidutinis ab-
soliutus nuokrypis tarp tikry ir sugeneruoty autokoreliacijos koeficienty.
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4.3 AuksStesnés eilés momentai

Finansinéms laiko eilutéms budingas nepastovumo klasterizavimas, sunkios
uodegos ir asimetrija. Siekiant jvertinti, ar modeliai uzfiksuoja Sias savybes,
lyginamos imties dispersija, asimetrija ir ekscesas:

1 & -
Dispersija: 62 = > (X — X)? (4.5)
n—1/=
S\ 3
1 & (X — X
Asimetrija: 4 = =) < L ) (4.6)
n = o)
S\ 4
1 (X —X
Ekscesas: Ao = — ) < L > (4.7)
n = o)

kur X yra imties vidurkis [4]. Siy momenty palyginimas tarp tikry ir sin-
tetiniy duomeny padeda jvertinti, ar modelis atkuria pagrindines finansiniy
duomeny savybes.

Kupiec testas. Kupiec testas patikrina, ar nuostoliy, virsijanc¢iy vertés ri-
zikos (angl. Value at Risk, VaR) prognoze, daznis atitinka numatyta lygj [36,
37, 38]. VaR prognozé nusako maksimaly numatyta nuostolj tam tikru pa-
sikliovimo lygiu per apibrézta laikotarpi (pvz., 95% VaR reiskia, kad tik 5%
atveju nuostoliai turéty virsyti Sia reiksme). Testo rezultatas yra:

a®(1 — )T~ ]
(D)1 =p)T=]’

kur « yra pasirinktas VaR pasikliovimo lygis, 7" yra visu stebéjimu (dieny)
skai¢ius, x yra VaR pazeidimy skaicius (kiek karty faktiniai nuostoliai vir-
sijo VaR prognoze), o p = /T yra stebétas pazeidimy daznis. PavyzdzZiui,
jei per 1000 dieny (7" = 1000) uzfiksuoti 80 pazeidimai (z = 80), tai jver-
tintas pazeidimy daznis yra p = 80/1000 = 0.08 (8%), o testas patikrina,
ar Sis daznis statistiskai atitinka pasirinkta o = 0.05 (5%). Statistika LRy
turi asimptotinj y?(1) skirstinj. MaZa p reiksmé rodo, kad modelis nuolat
neapibreézia arba pervertina rizika.

(4.8)

LRy = —2log l

Christoffersen testas. Christoffersen testas iSplec¢ia Kupiec testa jtrauk-
damas nepriklausomybeés patikrinimg, ar VaR pazeidimai laike susigrupuo-
ja [39]. Testas papildo aprépties tikrinima nepriklausomybés patikrinimu:

LR = LRyc + LRjna, (4.9)
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kur LRi,q matuoja nuosekliy pazeidimy klasterizavimag. ReiksSminga LR,
statistika reiskia, kad atmetama nuliné hipotezé - modelio VaR prognozeés
neatitinka tikrovés, t. y. pazeidimai néra nei tinkamai aprépti, nei nepri-
klausomi.

Tikétina kalibravimo paklaida. Tikétina kalibravimo paklaida kieky-
biskai jvertina kalibravimo kokybe visose tikimybinése reiksmese:

1 K
ECE = 174 > |faktinis dazmis(o) — o, (4.10)
k=1

kur K yra tikrinty tikimybiy skai¢ius, o oy, yra k-oji tikimybé. Siame darbe
tikrinami du VaR pasikliovimo lygiai: «; = 0.01 (1% VaR) ir ay = 0.05
(5% VaR). Maza tikétina kalibravimo paklaidos reiksmé (< 0.02) rodo, kad
modelio prognozuojamos tikimybeés atitinka tikrove [40].

4.4 Santrauka

Apibendrinant, laiko eiluciy ir generatyviniy modeliy vertinimas remiasi sta-
tistiniy testy ir kiekybiniy metriky rinkiniu, kuris Siame darbe apima:

o Skirstiniy panasumo metrikos: Kolmogorov-Smirnov testas, Was-
serstein atstumas, Didziausias vidutinis neatitikimas

o Laiko priklausomybés: Autokoreliaciné funkcija
« Momentai: Dispersija, asimetrija, ekscesas

e VaR testavimas: Kupiec, Christoffersen testai

o Kalibravimas: Tikétina kalibravimo paklaida

Né viena metrika negali uzfiksuoti visy reiksmingy finansiniy laiko eiluciy
aspektuy, todél iSsamiam vertinimui naudojama testu kombinacija [1, 33].
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5 skyrius

Metodologija

Siame skyriuje pristatoma Wasserstein GAN (WGAN) metodo sintetiniy fi-
nansiniy grazy generavimui metodologija. Aprasoma naudojami duomenys,
ju apdorojimo zingsniai, modelio specifikacija ir vertinimo sistema. Poziuris
pabrézia atkartojamuma ir griezta, hipotezémis grindziama giliojo genera-
tyvinio modelio, pritaikyto laiko eilutéms, vertinima. Sio magistro darbo
tikslas — jvertinti Wasserstein GAN (WGAN) modelio gebéjima ge-
neruoti sintetinius finansiniy grazy duomenis, kurie atitikty tikry
duomeny savybes.

Uzdaviniai. Tikslui pasiekti buvo atlikti Sie uzdaviniai:

1. Paruosti duomenis: transformuoti j logaritmines grazas, patikrinti
stacionaruma IDF ir KPSS testais, atlikti standartizacija;

2. Apmokyti WGAN modelj: parinkti konteksto ilgj ¢ nustatyti hi-
perparametrus (Agp, mokymosi grei¢ius, imties dydzius M);

3. Ivertinti sintetiniy duomeny kokybe atrinktais testais

4. Palyginti WGAN rezultatus su tikry duomeny savybémis

5.1 Duomeny atranka ir apdorojimas

Siame darbe yra naudojamos kasdienés OMX Baltic Benchmark Gross in-
dekso (OMXBBGI) grazos, gautos is kompanijos NASDAQ duomeny bazeés.
Sie duomenys yra nuo 2000 iki 2025 mety. Modelio mokymui ir taikymui
taikomas slenkantis fiksuoto lango (angl. Rolling window) metodas: moky-
mo langai, kuriy ilgis L = 2000 prekybos dieny, per 2000-2019 m. laikotarpj,
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ir kiekvienas langas sukuria prognozes vélesniam testinio horizonto h = 60
dieny periodui 2020-2024 m. atskaitoje.

Mokymo lango L = 2000 pasirinkimas grindziamas keliais argumentais.
Pirma, kity autoriy tyrimais nustatyta, kad skirtingai nuo tradiciniy modeliy
kaip GARCH, gilusis neuroninis tinkas turi daug didesnj kiekj parametry ir
generatoriaus su diskriminatoriaus lygiu konvergencijai reikia bent 1000-1500
stebéjimy [5]. Taip uztikrinamas pakankamas imties dydis ARCH/GARCH
efekty ir nepastovumo grupavimosi uzfiksavimui. Antra, Basel rekomendaci-
jos rizikos modeliavimui numato bent 250 dieny (1 metai) istoriniy duomeny
naudojima VaR skaic¢iavimams [41], o mes, kartu su pries tai minéta reko-
mendacija, naudojame 8 kartus didesne imtj, todél uztikrinamas stabilumas.
Trecia, VaR atgalinio testavimo (angl. backtesting) literaturoje [36, 39] re-
komenduojama turéti bent 7" > 250 stebéjimy, kad Kupiec ir Christoffersen
testai turéty pakankamai duomeny rezultatams.

Testo horizonto h = 60 pasirinkimas atspindi tipiska finansinio planavi-
mo perioda rizikos valdyme. Sis horizontas yra pakankamai trumpas, kad
buty islaikyta laiko eiliSkumo logika, bet pakankamai ilgas, kad buty uzfik-
suotos jvairios rinkos salygos testavimo metu. Tai sutampa su literaturos
praktika[4].

Akcijuy indeksy grazos placiai nagrinéjamos literaturoje [4, 5] ir pasizymi
ankstesniuose skyriuose minétais tipiskais finansiniy laiko eiluciy bruozais.
Pasirinktas laikotarpis apima kelis rinkos laikotarpius, jskaitant atsigavima
po finansy krizés, COVID-19 rinkos zlugima ir vélesnj atsigavima, taip sutei-
kiant jvairy duomeny rinkinj modelio vertinimui.

Duomeny apdorojimas susideda is Siy zingsniy:

1. Ikeliamos kasdienes OMXBBGI kainos
2. Apskaiciuojamos logaritmines grazos: r, = log(P;/P;_1)

Sis iSankstinio apdorojimo pozifiris atitinka standartine finansy ekono-
metrijos praktika [5, 18].

5.2 Modelio specifikacija

GAN salygojimo ilgio ¢ ir imties dydzio M parinkimas. Salygoji-
mo (konteksto) ilgis ¢ salyginiam generatoriui parenkamas naudojant DAKF
diagnostika, apskaiciuota visai imciai. DAKF grazoms parodo dominuojantj
suolj ties 1 vélavimu. Nors tik pirmas vélavimas yra statistiskai reikSmin-
gas pagal standartinius 95% pasikliovimo intervalus, finansy ekonometrinéje
praktikoje zinoma, kad nepastoviojo klasterizavimas islieka ilgesnius hori-
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zontus, net jei atskiri vélavimai tampa statistiSkai nereikSmingi [5, 4]. Li-
teraturoje finansiniams duomenims nenaudojami konteksto ilgiai trumpesni
nei ¢ = 5, o dazniausiai pasirinkimai svyruoja tarp ¢ = 10 [10] ir ¢ = 20
ar net ilgesniy langu [24, 42]. Siekiant uztikrinti, kad generatorius turéty
pakankamai atminties uzfiksuoti tiek pirmojo momento trumpalaike dina-
mika, tiek antrojo momento ilgalaikj issilaikyma, priimamas konservatyvus
pasirinkimas ¢ = 10 velavimy.

Sis pasirinkimas subalansuoja modelio paprastuma su poreikiu uzfiksuoti:

» Trumpalaike autokoreliacija (uzfiksuota pirmuju keliy vélavimuy);

o Nepastoviojo grupavimg ir ARCH efektus, tesiancius uz 1 vélavimo
(reikalaujancius ilgesnio konteksto).

Konkreti naudojama reikSmeé, naudota praktinéje dalyje, yra ¢ = 10
[traukta iliustracija, rodanti DAKF grafikus su apytiksliais 95% reiksmin-
gumo intervalais (+1.96/v/N):

DAKF: grazos DAKF: kvadratinés gragzos

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Veélavimas Vélavimas

5.1 pav.: Dalin¢ autokoreliacin¢ funkcija grazoms ry ir r7.

Kintamasis M yra skirstiniy dydis - tai pavyzdziy, simuliacijy ar sce-
nariujy skaicius, naudojamas formuoti prognoze. Kad nustatyti kintamajj,
reikia jvertinti salygine uodegos tikimybe p = P(ri, < z | ¢;) su absoliucia
ivertinimo paklaida ne didesne nei ¢, standartinis Bernoulli proporcijos rézis
teigia

1—
) -
Si nelygybé yra i$ Bernoulli(p) atsitiktinio dydzio dispersijos, Var(p) = p(1 —
p)/M, ir taikant paprasta Chebyshev (CebySevo) /normalyjj artinj absoliu¢ios
paklaidos kontrolei. Pavyzdziui, tam, kad 1% kvantilis turéty bent ~10
uodegos atvejy, reikia M = 1000.

Pateikiamas paveikslas vaizduoja desine lygybés puse kaip p funkcija ke-

liems reprezentatyviems tikslumo lygiams €, naudotiems empiriniame tyrime.
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Reikalingas imties dydis M

10° 4 — £=0.01
£ =0.02
— £=0.05
10-14 — e=0.1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tiksliné uodegos tikimybé p

5.2 pav.: Reikalingas imties dydis M pagal uodegos tikimybe p ir paklaidos
tolerancija €.

[liustracija padeda parinkti imties dydj, kuris subalansuoja skaic¢iavimo sg-
naudas ir norima uodegos tikimybés jverciy tiksluma.

Remiantis Sia analize ir skaic¢iavimo apribojimais, empirinis tyrimas pri-
ima du numatytuosius imties dydzius: M = 200 bendrai skirstiniy diagnos-
tikai (histogramoms, momentams, AKF, spektrinei analizei) ir M = 1000
uodegos rizikos metrikoms (VaR ir ES 1% ir 5% lygiuose). Sie pasirinkimai
uztikrina tendencijy ir antrojo momento rezultaty jvertinima, kartu suteik-
dami pakankama tiksluma uodegos tikimybiy jverciams jprastiniuose rizikos
valdymo pasikliovimo lygiuose.

WGAN matematiné formuluoté. Taigi, generatorius apibréziamas kaip
funkcija, kuri paima triukSma z ir konteksto vektoriy ¢; (paskutinius 10 ste-
béjimy) ir generuoja 60 busimy grazy:

ft+1:t+h = G<Z7 Ct)7 Z o~ N(()? [> (52)

Lwean-cP = Ermpguea [fuo (1) =B [fur(F)]FAGP Eimpipierporare L[V i () [ 2—1)]
(5.3)
kur f, yra diskriminatoriaus funkcija su parametrais w, pgata Zymi tikry
duomeny skirstinj, ps yra generatoriaus sukurty duomeny skirstinys, o 7
yra interpoliavimas tarp tikry ir generuoty seky: 7 = er + (1 — €)7, kur
¢ ~ Uniform|0, 1].
Gradiento bausmeés koeficientas A\gp = 10 kontroliuoja, kaip grieztai jgy-
vendinamas 1-Lipsico apribojimas diskriminanto funkcijai. Sis parametras
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yra vienas i$ pagrindiniy WGAN-GP hiperparametry ir pasirinktas remian-
tis Gulrajani ir kt. [15] rekomendacijomis, kurie empiriskai nustaté, kad
Agp = 10 uztikrina:

» Pakankamai stiprig bausme, kad diskriminatorius islaikyty Lipsico ap-
ribojima;

o Ne per stipria bausme, kuri trukdyty diskriminatoriaus mokymui;
o Stabily mokymo procesa jvairiose uzduotyse ir duomeny tipuose.

Alternatyvios A\gp reiksmeés (pvz., 5 ar 20) gali buti naudojamos, taciau
Agp = 10 yra standartinis pasirinkimas WGAN literaturoje ir praktikoje.

Mokymo / validavimo / testo skirstymas laiko eilutéms. Darbe
naudojamas slenkancio lango (angl. rolling window) metodas su fiksuoto
dydzio mokymo ir testo rinkiniais. Kiekvienoje iteracijoje:

o Paimamas L = 2000 dieny mokymo langas
o Modelis treniruojamas su Siais duomenimis
« Generuojamos prognozés sekanc¢iam h = 60 dieny periodui

o Langas pastumiamas 0 = 20 dieny j priekj ir procesas kartojamas.
Zingsnio dydis § = 20 (1% mokymo lango) parinktas pagal literatiiros
rekomendacija naudoti 1-5% zingsnj [43], kad mokymo langai per daug
nepersidengty, kartu minimizuojant iteracijy skaiciy, nes kiekvienas
WGAN mokymas uztrunka ilgiau nei tradiciniy modeliy

Sis metodas pasirinktas vietoj vieno fiksuoto padalinimo, nes:

o Leidzia jvertinti modelio stabiluma skirtingais laiko periodais

« Suteikia daugiau testavimo atvejy ir patikimesnes iSvadas

o Atitinka laiko eiluciy prognozavimo standartus [44]

» Uztikrina, kad rezultatai nepriklauso nuo vieno padalinimo pasirinkimo

Kiekvienoje pradzioje u modelis treniruojamas su mokymo duomenimis ir
generuoja M sintetiniy seky imtj. Sios sekos palyginamos su tikrais duome-
nimis naudojant visa metriky rinkinj (aprasyta toliau). Galutiniai rezultatai
agregojami per visas slenkancio lango iteracijas.
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Vertinimo metrikos ir statistiniai testai. Po mokymo etapo, modelio
generuotos sintetinés sekos lyginamos su tikrais duomenimis testo periode
naudojant statistinius testus ir metrikos. Juy taikymo aprasymai pateikti 4
skyriuje. Rezultatai agreguojami per visas slenkancio lango iteracijas.

Diskriminatoriaus architektura. Diskriminatorius analizuoja ne atski-

rus taskus, o visas grazy sekas, kad uzfiksuoty laiko priklausomybe. Jam

paduodamos grazy ir absoliuc¢iy grazu poros [r, |r|]: grazos r — tikrosios ver-

tés, absoliucios grazos |r| — nepastovumo dinamikai. Toks sprendimas padeda

atpazinti nepastovumo grupavimg ir zemy dazniy spektrines savybes.
Diskriminatorius sudarytas is dviejy daliy:

e 1D konvoliucinis sluoksnis — aptinka vietinius Sablonus abiejose se-
kose;

« Rekurentinis sluoksnis — sujungia informacija per visa ¢ = 10 ilgio
seka ir jvertina bendra laiko suderinamumag.

Abi dalys sukuria galuting diskriminatoriaus jvertj. Tokia architektu-
ra leidzia diskriminatoriui atskirti tikras sekas nuo sintetiniy pagal ju laiko
strukturg ir teikti generatoriui gradientus, kurie skatina atkurti autokorelia-
cijas, nepastovumo grupavima ir kitas finansiniy duomeny savybes [42, 24].

Formaliai, sekai s = (ry_cy1,-..,7¢) € R diskriminatorius apskaiciuoja

fuw(s) = tiesine(GRU(Conv1D(([s, |s]]))),

kur w zymi diskriminatoriaus parametrus, atitinkancios 1-Lipsico apriboji-
mui su gradiento bausme.

5.3 Modelio specifikacija (santrauka)

Modelio specifikacijy lentelé apraso visus WGAN modelio hiperparametrus
ir architekturos pasirinkimus, naudotus praktinéje dalyje. Visi parametrai
pagristi literaturos rekomendacijomis ir tyrimais:

« Konteksto ilgis ¢ = 10 parinktas pagal DAKF analize ir finansiniy laiko
eiluciy savybes;

« Diskriminatoriaus architektura (1D-CNN + GRU) apdoroja grazy ir
absoliu¢iy grazuy poras [r,|r|], uzfiksuojant tiek grazy dinamika, tiek
nepastovumo grupavima;
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o Mokymosi greiciai, diskriminatoriaus iteracijy skaicius ir gradiento baus-
mé (Agp = 10) seka standartines WGAN rekomendacijas [15].

Punktas Reiksme
Konteksto ilgis 10
Latentiné dimensija (z) 64

Diskriminatoriaus architektura 1D-CNN 4+ GRU grazy ir absoliu-
¢iy grazy poroms [r, |r|]

Diskriminatoriaus jvestis Sekos ilgio ¢ = 10 grazy ir abso-
liu¢iy grazy poros

Mokymosi greitai (G/C) 1x107* /1 x107

Pavyzdziy skaicius 246

Neritic 5

Gradiento bausmeé Agp 10

Epochos 2000

5.1 lentele: WGAN modelio hiperparametrai ir architekturos pasirinkimai.

Pavyzdziy skai¢ius (angl. batch size) nurodo, kiek mokymo pavyzdziu
naudojama vienoje mokymo iteracijoje. Pavyzdziy skaic¢ius yra apskaiciuoja-
mas pagal skaiCiavimus, i$ epochy kiekio atimamas sekos ilgis ir [Mepochos/8] =
246, uztikrinant, kad kiekviena epocha turéty bent 8 pavyzdzius [14]. Sis pa-
sirinkimas subalansuoja mokymosi stabiluma, nes daugiau pavyzdziy reiskia
mazesne gradiento variacijg, taciau didesnis pavyzdziy skaicius taip pat di-
dina mokymo laika.

5.4 Santrauka

Siame skyriuje aprasyta WGAN modelio mokymo ir vertinimo metodologija
finansiniy grazy sintetiniy grazy kurimui. Naudojami OMX Baltic Bench-
mark indekso duomenys (2000-2025 m.) su slenkancio lango metodu: moky-
mo langai L = 2000 dieny, testinis horizontas h = 60 dieny, zingsnis § = 20
dieny.

Modelio hiperparametrai parinkti remiantis literatura ir duomeny anali-
ze: konteksto ilgis ¢ = 10 pagal DAKF diagnostika, imties dydziai M = 200
(bendroji diagnostika) ir M = 1000 (uodegos rizikos metrikos), gradiento
bausmé Agp = 10 pagal WGAN literaturos rekomendacijas. Diskriminato-
riaus architektura apdoroja dvi sekas vienu metu: tikrasias grazas r ir ab-
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soliudias grazas |r|, taip uzfiksuojant tiek grazu dinamika, tiek nepastovumo
grupavima.

Vertinimas apima platy statistiniy testy spektra, detalus matematiniai
apibrézimai pateikti 4 skyriuje. Visi metodologiniai pasirinkimai yra siekiant
uztikrinti tyrimo atkartojamuma.
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6 skyrius

Rezultatai ir analizé

Siame skyriuje pristatomi WGAN modelio empiriniai rezultatai pagal keturis
metodologijoje apibréztus uzdavinius: (1) duomeny paruosimas, (2) modelio
apmokymas, (3) sugeneruoty duomeny jvertinimas, ir (4) statistinis palygini-
mas su tikrais duomenimis. Kiekvienas uzdavinys aprasomas su atitinkamais
grafikais, lentelémis ir trumpomis interpretacijomis.

6.1 Duomeny paruosSimas

Naudojami OMX Baltic Benchmark Gross indekso (OMXBBGI) duomenys
is vietines istorinés bazés, apimantys 2000-2025 kalendorinius metus. Kas-
dieniai uzdarymo lygiai transformuojami j logaritmines grazas pagal formule
r, = log(P;/P,_1) ir standartizuojami atimant vidurkj bei dalijant i$ stan-
dartinio nuokrypio.

4.0 4 i
354 A

] M
3.0 rﬂﬂ Nl" A V‘

2.5 \f

Indeksas

1.0 A A o
RSP V“.,_\,mw’““

2000 2004 2008 2012 2016 2020 2024
Data

6.1 pav.: OMXBBGI indekso kainy lygis 2000-2025 m.

Aprasomosios statistikos. Paruosti duomenys (standartizuotos logarit-
minés grazos) pasizymi Siomis savybémis:
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6.2 pav.: Kasdienés logaritminés grazos OMXBBGI 2000-2024 m.

o Stebéjimy skaicius: N = 6293

o Vidurkis: g~ 0.000 (po standartizacijos)
 Standartinis nuokrypis: o = 1.000 (po standartizacijos)
o Asimetrija: —0.523

o Fkscesas: 8.234

Stebejimy skaicius yra gerokai mazesnis negu dieny skaic¢ius 2000-2025
mety, nes rinka yra atidaryta tik darbo dienomis. Dél Sios priezasties, sa-
vaitgaliai ir Sventinés dienos néra jtraukiamos. Asimetrijos reikSmé rodo,
jog daznai pasitaiko mazos teigiamos grazos, taciau kartais pasitaiko ir dide-
lés neigiamos grazos, kas yra budinga finansinéms laiko eilutéms. Ekscesas
didesnis uz 3, indikuoja leptokurtinj grazos pasiskirstyma. Finansy srityje
leptokurtinis pasiskirstymas rodo, jog graza gali buti labai nepastovi [45].
Palyginus su S&P500 2000-2024 laikotarpiu, asimetrija yra -0.39, o ekscesas
yra 10.4.

Stacionarumo patikrinimas. Pries modelio mokyma patikrintas duome-
ny stacionarumas:

o IDF testas: rezultatas = —58.42, p < 0.001 — atmetama nestaciona-
rumo nuliné hipotezé, duomenys stacionarus.

o KPSS testas: rezultatas = 0.084, p > 0.10 — negalima atmesti sta-
cionarumo nulinés hipotezés, duomenys stacionarus.

Abu testai patvirtina, kad logaritminés grazos yra stacionarios ir tinka-
mos laiko eiluc¢iy modeliavimui.
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6.2 WGAN modelio apmokymas

WGAN modelis apmokytas naudojant slenkancio lango (angl. rolling win-
dow) metoda.
Kiekvienoje testavimo iteracijoje:

e Paimamas L = 2000 dieny mokymo langas
o Modelis apmokytas 2000 epochy
« Sugeneruojamos prognozeés sekanciam h = 60 dieny periodui

« Langas pastumiamas 0 = 20 dieny j priekj

Mokymo rezultatai. Mokymo procesas buvo stabilus:

« Mokymas: Pasiekta be modos kolapso (angl. mode collapse)

» Diskriminatoriaus/generatoriaus pusiausvyra: Abi funkcijos sta-
bilizavosi

« Gradiento bausmé: \gp = 10 uztikrino 1-Lipsico apribojima

o Testavimo periodas: 2020-2024 m. (apie 100 slenkanciy langy ite-
raciju)

—— WGAN imties stand. nuokrypis (1-Zingsnis)
|r_t] (realizuota)

o o o o

o o o =

B o o [=]
i ;
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6.3 pav.: WGAN prognozuojamas standartinis nuokrypis (M = 200) ir rea-
lizuotos absoliucios grazos |r;| testiniame lange 2020-2024 m.
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6.3 Sugeneruoty duomeny jvertinimas

Kiekvienam testiniam periodui (h = 60 dienuy) sugeneruota M sintetiniy
seky imtis. Naudojami du imties dydziai: M = 200 bendrai diagnostikai ir

M = 1000 rizikos metrikoms.

Momenty palyginimas. Palyginamos pagrindinés tikry ir sintetiniy duo-

meny statistikos:

Statistika Tikri Sintetiniai Skirtumas
Vidurkis 0.000 0.003 0.003
Std. nuokrypis 1.000 0.987 —0.013
Asimetrija —0.523 —0.318 0.205
Ekscesas 8.234 5.891 —2.343

6.1 lentelé: Tikry ir sintetiniy grazy momenty palyginimas.

Pastebimi pagrindiniai skirtumai:

o Vidurkis ir standartinis nuokrypis: labai arti (< 0.01 skirtumas)

 Asimetrija: sintetiniai duomenys maziau asimetriski (—0.318 vs —0.523)

o Ekscesas: sintetiniai duomenys turi gerokai plonesnes uodegas (5.891

vs 8.234)

100 Tikei
Sintetiniai

-0.10 —0.05 0.00 0.05 0.10

(a) Histogramy perdanga

Tikry kvantiliai

—0.05

-0.10

o

d

002 -0.01 0.00 0.01 0.02
Sintetiniy kvantiliai

(b) Uodegy palyginimas (QQ grafi-
kas)

6.4 pav.: Tikry ir sintetiniy grazu skirstiniy palyginimas: (a) histogramuy

perdanga, (b) QQ grafikas.
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Vizualus palyginimas. Histogramuy persidengimas (paveikslas 6.4a) rodo,
kad WGAN gerai atitinka pagrindine skirstinio dalj, taciau krastinés reiks-
meés yra ne tokios daznos kaip tikruose duomenyse. QQ grafikas (paveikslas
6.4b) tai patvirtina — didziausi skirtumai matomi kairiajame kraste, kur yra
neigiamos grazos.

6.4 Statistinis palyginimas
Atliekami statistiniai testai, siekiant kiekybiskai jvertinti sintetiniy ir tikry
duomeny skirtumus. Testai sugrupuoti pagal tipus: skirstiniy testai, laikiné

priklausomybé (autokoreliacijos ir nepastovumo grupavimo) ir rizikos metri-
kos.

Skirstiniy testai. Kolmogorov-Smirnov testas.

1.0 7
—— Tikri duomenys
f ——— Sintetiniai duomenys
== Maks. atstumas = 0.1742

o
EY

Kumuliaciné tikimybé
o
s

” y

0.0
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
Grazos

6.5 pav.: Kolmogorov-Smirnov testas: empiriniy pasiskirstymo funkcijy pa-
lyginimas.

Rezultatai:

o KS statistika: D = 0.175

o p-reikimeé: p < 10713

Interpretacija: Labai maZa p-reiksmé (< 107!3) rodo, kad skirstiniai
statistiskai reikSmingai skiriasi. Maksimalus ECDF atstumas D = 0.175
reiskia, kad ties kai kuriais taskais kumuliacinés funkcijos skiriasi iki 17.5
procenty.

Wasserstein atstumas.
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6.6 pav.: Wasserstein atstumas: kvantiliy transformavimo vizualizacija.

Rezultatai:
e Wasserstein-1 atstumas: W; = 0.995

Interpretacija: Wasserstein atstumas W; = 0.995 rodo, kad vidutinis
transformacijos atstumas tarp skirstiniy yra apie 1 standartinj nuokrypj. Tai
patvirtina, kad nors centrinés maseés artimos, skirstiniai strukturiskai skiria-
si, ypa¢ uodegose. Standartizuotiems duomenims (o = 1.0) §is atstumas yra
gana didelis ir rodo reikSminga neatitikima. Mazesnés reiksmes (W; < 0.5)
buty laikomos geresnémis, o W; = 1.0 indikuoja, kad sintetinis skirstinys
gerokai skiriasi nuo tikro, kas ypac¢ svarbu finansiniy rizikos modeliy kon-
tekste [46].

Skirstiniy testy santrauka.

Testas Statistika  p-reikSmeé

Kolmogorov-Smirnov D = 0.175 < 10713
Wasserstein W, =0.995 -

6.2 lentelé: Skirstiniy testy rezultatai: Kolmogorov-Smirnov ir Wasserstein.
Abu testai vienareiksmiskai rodo, kad sintetiniy duomeny skirstinys sta-
tistiskai skiriasi nuo tikry duomeny. Pagrindiné problema - per plonos skirs-

tinio uodegos ir krastutiniy atvejy nuspéjimas.

Laikiné priklausomybé. Autokoreliaciné funkcija (ACF).
Rezultatai:
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6.7 pav.: Autokoreliaciné funkcija absoliu¢ioms grazoms |r|: tikry ir sinteti-
niy duomeny palyginimas.

« ACF L1 atstumas (20 vélavimy, |r¢|): 1.456
o ACF L1 atstumas (20 vélavimy, r?): 1.389

Interpretacija: Dideli ACF atstumai (> 1.0) rodo, kad WGAN neuzfiksuo-
ja nepastovumo klasterizavimo. Tikruose finansiniuose duomenyse stebimas
reiskinys, kai po dideliy svyravimy dieny daznai seka kitos panasios dienos —
tai atspindi absoliu¢iy grazy |r| ir kvadratiniy grazy r?2 stipri ir ilgai iSliekanti
autokorelacija. WGAN sugeneruotuose duomenyse $i priklausomybé yra ge-
rokai silpnesné, todél modelis netinkamai atspindi tikra rinkos nepastovumo
dinamika.

6.4.1 Rizikos metrikos
Value at Risk (VaR) virsijimai.

Realizuota graza vs WGAN VaR ribos
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o
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o
o
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o
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—— Realizuota graza
—— VaR 1% riba
VaR 5% riba
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Prekybos diena (testavimo periodas)

6.8 pav.: VaR virsijimy analizé: tikros grazos (juoda linija) ir WGAN suge-
neruotos VaR 1% ir 5% ribos (zalia ir oranziné linijos).

Rezultatai:
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VaR virsijimy dazniai palyginti su tikétinais

-=- Tikétinas 1% mm VaR 1% virsijimai
0.175 A wee Tikétinas 5% WM VaR 5% virsijimai

WGAN

6.9 pav.: VaR pataikymo normos: faktiniai ir tikétini virsijimy dazniai.

Lygis Tikétinas Faktinis Skirtumas

VaR 1% 1.00% 7.95% +6.95%
VaR 5% 5.00% 16.38%  +11.38%

6.3 lentelé: VaR pataikymo normos: virsijimy dazniai.

Interpretacija: Faktinés virsijimy normos (7.95% ir 16.38%) gerokai
virsija tikétinus lygius (1% ir 5%). Tai reiskia, kad WGAN sistematiskai
generuoja per optimistiskas VaR prognozes - sugeneruotos rizikos ribos yra
per siauros ir realiis nuostoliai daznai jas virsija. Sis rezultatas dera su anks-
¢iau aptartais testais, kurie taip pat parodé, kad modelis nepakankamai gerai
atspindi krastutinumy.

Kupiec testas:

o VaR 1%: LR statistika = 45.23, p < 0.001 — atmeta H,
e VaR 5%: LR statistika = 78.45, p < 0.001 — atmeta H,
Christoffersen testas:

e VaR 1%: LR statistika = 48.67, p < 0.001 — atmeta H,
e VaR 5%: LR statistika = 82.13, p < 0.001 — atmeta H,

Interpretacija: Abu testai atmeta nuline hipoteze abiem lygiams. Ku-
piec testas rodo, kad virsijimy daznis neatitinka tikétino lygio. Christoffersen
testas papildomai rodo, kad virsijimai néra laike nepriklausomi (klasterizuo-
jasi streso periodais). Tai patvirtina, kad WGAN VaR prognozés néra tin-
kamai kalibruotos rizikos valdymo tikslams.

Kalibravimo kreivé.

Rezultatai:
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6.10 pav.: Kalibravimo kreivé: faktinis ir teorinis padengimas.

o Tikétina kalibravimo paklaida: 0.0234

Interpretacija: Tikétina kalibravimo paklaida = 0.0234 rodo viduti-
nj 2.34 procentiniy punkty nukrypima nuo idealios atitikties. Kalibravimo
kreivé nukrypsta nuo y = z linijos: Zemuose kvantiliuose (uodegose) faktinis
padengimas yra didesnis nei teorinis (per daug virsijimy), o aukstuose kvan-
tiliuose - mazesnis. Tai patvirtina, kad prognostinés tikimybés neatitinka
realiy dazniy.

6.5 ISvados

Kas pavyko. Atlikus duomeny paruosimg — duomenys korektiskai trans-
formuoti j stacionarias logaritmines grazas, ka patvirtina ISpléstinio Dickey-
Fuller ir KPSS testai. Modelio mokymas buvo stabilus per visas 2000 epochy,
pasiekta diskriminatoriaus ir generatoriaus pusiausvyra. Modos kolapso ne-
buvimas patvirtintas stebint, kad sugeneruotos sekos rodo pakankamai didele
jvairove ir apima visa empirinj tikry duomeny intervala, o ne koncentruojasi
aplink vieng ar kelias modas. Histogramy analizé rodo, kad modelis gerai
uzfiksavo centrine skirstinio mase (angl. center mass distribution) — sugene-
ruoty duomeny vidurkis ir standartinis nuokrypis labai artimi tikry duomeny
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reikSmeéms.

Pagrindiniai trukumai. Nepaisant sékmingo mokymo, WGAN turi tris
esminius trukumus. Pirma, sugeneruoty duomeny uodegos yra per plonos —
ekscesas siekia tik 5.891, kai tikry duomeny ekscesas yra 8.234 (skirtumas
—2.343). Kolmogorov-Smirnov testas patvirtina statistiskai reikSminga skir-
tuma (p < 10713), 0 QQ grafikas aiskiai rodo nukrypimus apatinéje uodegoje.
Tai reiskia, kad WGAN nepakankamai gerai uzfiksuoja sunkias uodegas, bu-
dingas finansiniams duomenims, ir todél sugeneruoja per mazai ekstremaliy
ivykiy.

Antra, modelis neuzfiksuoja nepastovumo klasterizavimo efekto. Auto-
koreliacinés funkcijos L1 atstumas absoliu¢ioms grazoms |r;| siekia 1.456, o
kvadratinéms grazoms r? — 1.389, kas yra gana didelés reiksmeés. Tikruo-
se finansiniuose duomenyse stebima létai mazéjanti autokoreliaciné funkcija,
atspindinti ARCH/GARCH tipo efektus, tuo tarpu sintetiniuose duomeny-
se autokoreliaciné funkcija mazéja gerokai greiciau, rodydama silpng laikine
priklausomybe. Si problema kyla dél to, kad modelio architektiiroje tritksta
specialaus pozicinio kodavimo (ang. Positional Encoding), galincio uzfiksuo-
ti nepastovumo dinamikg. Dabartinis WGAN modelis kiekvieng laiko tasko
stebéjima traktuoja kaip atskira, nepriklausoma jrasa, neatsizvelgdamas j tai,
kokia buvo praeities grazy seka ar nepastovumo lygis ankstesniuose laikotar-
piuose. Tuo tarpu pozicinis kodavims leisty modeliui “atsiminti” ankstesnius
nepastovumo lygius ir generuoti naujas grazas atsizvelgiant i istorija, kas
pagerinty nepastovumo klasterizavimo atkurima [47].

Trecia, rizikos kalibravimas yra netinkamas praktiniam naudojimui. Em-
pirinés rizikos vertés virSijimy normos yra drastiskai per dideles: 1% lygiui
uzfiksuota 7.95% virsijimuy (septynis kartus daugiau nei tikétasi), o 5% lygiui
—16.38% virsijimuy (tris kartus daugiau). Kupiec ir Christoffersen testai abu
atmeta nuling hipoteze su p < 0.001, patvirtindami, kad virSijimy daznis
statistiskai reikSmingai skiriasi nuo tikétino ir kad virsijimai néra laike nepri-
klausomi. Kalibravimo kreivé rodo, kad Zemose reiksmése tikry virsijimy yra
daugiau nei turéty buti, o aukstose — maziau, kas patvirtina sisteminius mo-
delio nukrypimus. Sie rezultatai yra tiesioginé plony uodegy ir nepakankamo
nepastovumo modeliavimo kombinacijos pasekme.

Praktinés implikacijos. Dabartiné WGAN konfiguracija néra tinkama
rizikos valdymo uzduotims. Rizikos vertes ir grazy skaiciavimams modelis
yra nepatikimas, nes per daug virsijimy reiskia netinkama kapitalo rezervy
jvertinima. Reguliaciniams tikslams modelis taip pat netinka, kadangi neis-

laiko Kupiec ir Christoffersen testy. Be to, WGAN neuzfiksuoja ekstremaliy
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ivykiy tikimybiy, todél netinka streso testavimo proceduroms.

Taciau modelis gali buti naudingas ribotoms uzduotims. WGAN gali
buti naudojamas bendros tendencijos ir centrinés masés simuliacijoms, kur
krastutiniy reikSmiy tikslumas néra kritinis. Modelis tinka scenarijy genera-
vimui, kol jis nenaudojamas rizikos metriky skai¢iavimams. Duomeny aug-
mentacijai modelis gali buti naudojamas, taciau tik su atsargumu ir aiskiai
suprantant jo apribojimus ekstremaliy reikSmiy generavime.

Tobulinimo kryptys. Remiantis rezultatais, siulomos kelios tobulinimo
kryptys. Pirma, pridéti pozicinius enkoderius, tokj kaip LSTM arba Trans-
former sluoksnis, kuris galéty uzfiksuoti ilgalaike laikine priklausomybe ir
nepastovumo klasterizavima [47]. Antra, jtraukti nepastovumo salygojima
— literatura teigia, kad pateikiant generatoriui papildomsg informacija pa-
gal iSorinj signala (pvz., GARCH(1,1) modelio prognozes), galima pagerin-
ti laikinés priklausomybeés uzfiksavimag ir nepastovumo klasterizavimo atku-
rima [45]. Tai leisty modeliui prisitaikyti prie skirtingy rinkos rezimy ir
generuoti tikroviskesnius ekstremaliy jvykiy scenarijus. Trecia, taikyti uo-
degy reguliarizacija, pridedant uodegy nuostoliy komponenta, kuris baustu
uz nepakankama sunkiy uodegy nuspéjima. Ketvirta, taikyti po mokymo
kalibravimo proceduras, pvz., izotonine (monotoning) regresija, uztikrinant,
kad prognostinés tikimybeés atitikty empirinius daznius. Izotoniné regresija
yra neparametriné regresijos technika, kuri pritaiko monotoniskai didéjancia
(arba mazéjancia) funkcija duomenims, islaikydama tvarka tarp prognoziy ir
tiksly [48]. Tokie metodai pla¢iai naudojami masininio mokymosi srityje mo-
delio i8é¢jimy kalibravimui ir galéty pagerinti WGAN rizikos metriky tiksluma
be modelio architekturos pakeitimy. Galiausiai, galima svarstyti hibridinius
modelius, kurie kombinuoty WGAN su tradiciniais modeliais, kaip GARCH.
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Priedas. WGAN Python
programos kodas

P.1 Generatoriaus architektura

import torch
import torch.nn as nn

class Generator (nn.Module) :
def __init__(self, context len=10, horizon=60, zdim=64):
super () .__init__ Q)
self .horizon = horizon
input_dim = zdim + context_len

self.fc = nn.Sequential(
nn.Linear(input_dim, 256),
nn.RelLU(),
nn.Linear (256, 64 * horizon),
nn.RelLU(),

self.cnn = nn.Sequential(

nn.Convld (64, 64, kernel_size=3, padding=1, dilation=1),
nn.RelLU(),

nn.Convld (64, 64, kernel size=3, padding=2, dilation=2),
nn.RelLU(),

nn.Convld(64, 32, kernel size=3, padding=4, dilation=4),
nn.RelLU(),

nn.Convld(32, 1, kernel size=3, padding=1)

def forward(self, z, context):
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x = torch.cat([z, context], dim=1)
h = self.fc(x)
h = h.view(-1, 64, self.horizon)

out = self.cnn(h).squeeze(1)
return out

P.2 Diskriminatoriaus architektura

class Critic(nn.Module):
def __init__(self, seq_len=60):
super () .__init__()

self.conv = nn.Sequential(
nn.Convld(2, 32, kernel size=3, padding=1),
nn.LeakyReLU(0.2),
nn.Conv1d(32, 64, kernel size=3, padding=1),
nn.LeakyReLU(0.2),

self.gru = nn.GRU(input_size=64, hidden_size=64,
num_layers=1, batch_first=True)

self.fc = nn.Linear(64, 1)

def forward(self, x):
h = self.conv(x)
h = h.permute(0, 2, 1)
_, h_last = self.gru(h)
out = self.fc(h_last.squeeze(0))
return out

P.3 Gradiento bausmé
def gradient_penalty(critic, real_data, fake_ data, lambda_gp=10.0):

batch size = real data.size(0)
device = real data.device

alpha = torch.rand(batch_size, 1, 1, device=device)
interpolated = alpha * real data + (1 - alpha) * fake_ data
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interpolated.requires_grad_(True)
critic_interp = critic(interpolated)

gradients = torch.autograd.grad(
outputs=critic_interp,
inputs=interpolated,
grad_outputs=torch.ones_like(critic_interp),
create_graph=True,
retain_graph=True,

) [0]

gradients = gradients.view(batch_size, -1)
grad_norm = gradients.norm(2, dim=1)
penalty = ((grad_norm - 1) ** 2).mean()

return lambda_gp * penalty

P.4 Mokymo ciklas

def train_wgan(generator, critic, dataloader, n_epochs=2000,
n_critic=5, lr_g=le-4, 1lr_c=le-4,
lambda_gp=10.0, zdim=64):
device = torch.device(’cuda’ if torch.cuda.is_available() else ’cpu’)
generator.to(device)
critic.to(device)

opt_G = torch.optim.Adam(generator.parameters(), lr=1r_g,
betas=(0.0, 0.9))
opt_C = torch.optim.Adam(critic.parameters(), lr=1r _c,

betas=(0.0, 0.9))

for epoch in range(n_epochs):
for real_seqgs, context in dataloader:
batch_size = real_seqs.size(0)
real seqs = real_segs.to(device)
context = context.to(device)

# Mokyti kritika n_critic karty
for _ in range(n_critic):
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opt_C.zero_grad()

z = torch.randn(batch_size, zdim, device=device)
fake_seqs = generator(z, context).detach()

real_2ch
fake 2ch

torch.stack([real_seqs, real seqs.abs()], dim=1)
torch.stack([fake_seqs, fake_seqs.abs()], dim=1)

critic_real
critic_fake

critic(real 2ch) .mean()
critic(fake 2ch) .mean()

gp = gradient _penalty(critic, real_2ch, fake_2ch, lambda_gp)
loss_C = -critic_real + critic_fake + gp

loss_C.backward()
opt_C.step()

# Mokyti generatoriy 1 karta
opt_G.zero_grad()

z = torch.randn(batch _size, zdim, device=device)
fake_seqs = generator(z, context)
fake 2ch = torch.stack([fake_seqs, fake_segs.abs()], dim=1)

loss_G = -critic(fake_2ch) .mean()

loss_G.backward()
opt_G.step()

return generator, critic
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