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Vaizdingosios sgsukos tipo rekurentinés sekos

Santrauka

Siame magistro baigiamajame darbe nagrinéjamos sasukos tipo rekurentinés sekos a, apibréztos per Zinoma seka
b. Pagrindinis darbo tikslas - iSanalizuoti tokiy seky struktura, gauti jy nariy iSraigkas ir nustatyti salygas, kada
egzistuoja seky ribos. Teorinéje dalyje jvedamos pagalbinés sekos, leidziancios kiekvieng nagrinéjamos sekos narj
isreiksti kaip tiesine pradiniy reikSmiy kombinacija, bei pasitelkiami generuojanc¢iy funkcijy metodai seky elgsenai
tirti. Pateikiami konkretus pavyzdziai parodo, kaip teoriniai rezultatai taikomi skirtingoms sekoms b, ir atskleidZia
ivairiag nagrinéjamy rekursiniy seky elgseng.

Raktiniai ZodZiai: Rekurentinés sekos, tolydziosios trupmenos, generuojandios funkcijos, Makloreno eilutés.

Picturesque Convolution-Like Recurrences

Abstract

In this Master’s thesis, convolution-type recursive sequences a defined by a given sequence b are investigated. The
main objective of the thesis is to analyze the structure of such sequences, derive explicit expressions for their terms,
and determine conditions under which the limits of the sequences exist. In the theoretical part, auxiliary sequences
are introduced, allowing each term of the studied sequence to be expressed as a linear combination of the initial
values, and generating function methods are employed to examine the behavior of the sequences. Concrete examples
are provided to demonstrate how the theoretical results apply to different choices of the sequence b and to reveal the
diverse behavior of the considered recursive sequences.

Key words: Recurrence sequences, continuous fractions, generating functions, Maclaurin series.
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1 Jvadas

Rekursinés priklausomybés yra svarbus reiSkinys jvairiose mokslo ir technologijy srityse. Jos apraso
procesus, kuriuose kiekviena nauja reikSmé priklauso nuo ankstesniy reikSmiy pagal tam tikra taisykle.

Kompiuteriy moksle rekursinés strukturos leidzia aprasSyti algoritmus ir duomeny strukturas, kuriy vei-
kimas remiasi ankstesniais skai¢iavimais ar paprastesnémis strukturomis. Tokie metodai taikomi algoritmuy
analizéje ir padeda sistemiskai nagrinéti sudétingy uzdaviniy sprendimus (pavyzdziui, skaityti [2]).

Ypatingas rekursiniy priklausomybiy atvejis yra rekursinés sekos, turin¢ios sasukos tipo struktura. To-
kiose sekose kiekviena reiksmé apskaic¢iuojama kaip ankstesniy sekos nariy svertiné suma. Dél ios savybés
jos yra susijusios su sasukos savoka ir daznai pasirodo diskre¢iy tiesiniy sistemy teorijoje [3].

Signaly apdorojime tokio tipo rekursinés sekos naudojamos signalams glodinti, triuk§mui mazinti ar nau-
dingai informacijai isryskinti. Tokie metodai leidzia apdoroti duomenis palaipsniui, pasitelkiant ankstesnes
reikdmes, todél yra tinkami praktinéms sistemoms, kur svarbus paprastumas ir skai¢iavimo efektyvumas [13].

Panasios rekursinés strukturos pasirodo ir laiko eilu¢iy analizéje, kur dabartinés reikSmés aiskinamos re-
miantis ankstesniais stebéjimais. Autoregresiniai modeliai apraSo situacijas, kai stebimas procesas tam tikru
momentu priklauso nuo savo ankstesniy reikSmiy. Tokie modeliai plac¢iai taikomi ekonominiy, inZineriniy ir
gamtos procesy analizei bei prognozavimui [IJ.

Dél savo paprastumo ir lankstumo sasukos tipo rekursinés sekos sudaro svarby matematinj jrankj diskreciy
procesy analizei. Jy tyrimas leidzia nagrinéti seky elgsena, stabiluma ir ilgalaikes savybes, kurios yra rei-
kSmingos tiek teoriniuose, tiek taikomuosiuose kontekstuose.

Remdamies [4] straipsniu, Siame darbe nagrinésime Zemiau aprasytas rekurentines sekas. Tarkime, kad
Zinome seka b = {bg, b1, ...}. Taip pat tarkime, kad by # 0 ir m € N. Nagrinékime rekurentine seka

n—+m

An = Z bvz+77z—j aj,n € No:=NU {O} (1)
=0
Kadangi by # 0, galime (1)) perrasyti
) n—1
= an_m*j;)bn—jaj .n=m,m+1,...,méeN. (2)

Verta paminéti, kad Sios sekos jau nagrinétos tikimybiniame kontekste, t. y. tariant, kad b apibrézia
sveikareiksmio atsitiktinio dydzio X skirstinj b, = P(X =n), n € Ny, o

an = P(max{X;, X + Xo, ...} <n),

kur X1, Xs, ... yra nepriklausomos atsitiktinio dydzio X kopijos. Plaiau skaityti [6], [8] ar [7].
Toliau bus suformuluojamos teoremos bei jrodymai, reikalingi gauti sekos a reikSmes bei riba, Zinant
sekos b reikSmes. Taip pat bus pateikiami pavyzdZiai, kaip konkretesniais atvejais gaunamos seky reiksmes.

2 Teoriné dalis

Siame skyriuje pereikime prie formalaus nagrinéjamy rekursiniy seky tyrimo. Pirmiausia bus jvesti
pagalbiniai objektai ir apibrézimai, kurie leis patogiau analizuoti nagrinéjama rekursine priklausomybe bei
jos sprendinius.

Nagrinéjamas algoritmas sekos a reiksmiy paieskai remiasi papildomy seky pagalba, dél Sios priezasties



panasiai, kaip ir , apibrézkime tokias sekas

n—1
ap(n—m)— > bnfja0<j>
=0

Q
o
—~
3
~
I
S

n—1
a1(n) = % a1(n—m) — 'Zo bn—jai(j) a2
j= ,n=m+1,m+2, ...

am-1(n) = 3 (am—l(n —m)— nzl bn—jam—l(j)>

Jj=0

kuriy pradinés reik§meés pateiktos [I] lenteléje.

n [ an) [ ca(n) [ aa(n) | ... | am—2(n) [ am—1(n) |
0 1 0 0 e 0 0
1 0 1 0 0 0
2 0 0 1 0 0
m—1 0 0 0 ... 0 1
by, - D 3 by
m bt |~ | T | - ~ " by
1 lentelé: Pradinés seky ap(n), a1(n), ..., am—1(n) reiksmes.
Toliau teiginyje nurodome, kaip a,, n € Ny galima isreiksti per ag, a1, ..., Gm—1-
Teiginys 2.1. Tarkime m € N. Apibréztoms sekoms ag(n), ai(n), ..., am—_1(n) teisinga lygybé
an = ap(n)ag + ar(n)ay + ...+ am—_1(n)am-1, n € Ny. (4)
Irodymas. Irodyma grisime matematine indukcija. Kai n = 0,1, ..., m — 1, istate pradines reikSmes i$
lentelés [T gauname
aozl-a0+0-a1+...—|—0~am_1 = aop,
a1=0-ap+1-a1+...+0-a,—1 = aq,
A —1 :0~a0+0~a1+...+1~am_1:am_l.
Kai n = m, gauname
1-— bm + bm,—l + + bl
an = cap + — a1t = Ay
n bO 0 bO 1 bO 1—1
1
= (ap — bm—101 — b—2a2 — ... — D1am-1),
0
1 m—1
= bf ag — Z bm,ja] 5
7=0

o tai atitinka lygybe. Kai n = m + 1, m + 2, ..., remdamiesi apibrézimu ir pritaikydami indukcine



hipoteze, gauname

n—1 m—1 n—1 m—1
1 1 .
n = 3= | Gn-m = Z bn_ja; | = = ak(n —m)ag — Z br—j Z ag(f)ag
0 =0 0 k=0 7=0 k=0
1 n—1 1 n—1
= ap(n —m) —an,jao(j) ao—i—b— ay(n —m) —an,jal(j) ay
0 = 0 =
1 n—1 m—1
+...4+ — | amo1(n—m) — an,jam,l(j) A1 = ag(n)ag.
bo =0 k=0

O

Tarkime s € C. Apibrézkime formalias laipsnines eilutes pries tai nurodytoms sekoms a, b, ir ag(n),
a1(n), ..., m-1(n), n € Ng, m € N:

A(s) = i ans”, B(s) := ibns”,
n=0 n=0

Gag(s) := Z ap(n)s™, Gay(s) == Z ar(n)s™, ..., Gam_1(s) := Z am—1(n)s™. (5)
n=0 n=0

n=0
Suformuluokime teorema nurodytoms eilutéms ().

Teorema 2.1. Tarkime b yra Zinoma seka, by # 0. Jei sekos a ir b yra apibréztos kaip , tada m € N ir
kai kuriems s € C galioja nurodyti sqrysiai:

m—1 m—1
ay, bk s" = A(s)(B(s) — s™), (6)
k=0 n=~k
m—1
A(s) = a; Gaj(s), (7)
7=0
m—1
Gay(s)(B(s) —s™) = Z bk 8", kiekvienam k=0,1, ..., m — 1, (8)
n=~k
m—1
ap — Ap_1 = ag(ap(n) —ag(n—1)), n €N, 9)
k=0
1. "
ak(n)—ak(n—l)zﬁll_r% a?(l—s)Gak(s) ,neN, (10)
() = L 1im (L Gan(s) ) . neN (11)
W) = 01 350 \ g TR o 0
Jrodymas. 18 gauname
Ay, = an_jaj = Z Apem 8" = Z an_jaj shTm
Jj=0 n=m n=m \ j=0
m—1 m—1
= > a; Y bajs" =A(s)(B(s) — s™), m € N.
J=0  n=j



Gavome @ Lygybe @ gauname pasinaudodami teiginiu

A(s) = i ans"
n=0

= Z (ag(n)ag + a1(n)ar + ... + am—1(n)apm—1) s
n=0
= ag Z ap(n)s”™ + a1 Z a1(n)s” + ...+ am-1 Z am—1(n)s"
n=0 n=0 n=0
m—1
= a; Gaj(s)
j=0

Toliau bandome jrodyti (8). Analogiskai, kaip (6], sekoms ay(j), kai k=0, 1, ..., m — 1, gauname

n oo (oo} n
ag(n—m)=> bojak(j) = Y axn—m)s" "= > bojon(j) | s
7=0 n=m n=m \ j=0
m—1 m—1
= ax(7) an_jS":Gak(s)(B(s)fsm), m €N, meN.
=0 n=j
Istate seky ax(j), kai k=0, 1, ..., m — 1, pradines reikSmes, gauname
m—1
Z bp—is" = Gay(s)(B(s) —s™), m € N.
n==k

Skirtuma, @D gauname pasinaudodami teiginiu:

Ap — Ap—1 = (Oéo(n)ao —+ al(n)al + ...+ am_l(n)am_l)
— (ap(n — Dap+a1(n — a1 + ... + am—1(n — )ay,—1)

m—1
= ak(ag(n) —ag(n — 1)), n € N.
k=0

Toliau imdami s € C, kai B(s) # s™, i8 gauname

mil by —1s™ 0
(1= 5)- S = (1= 5)Ga(s) = o (0) + D (xln) = axl = 1)s" (12)
n=1

kiekvienam k=0, 1, ..., m — 1. Prilygindami koeficientus prie s™ ir gauname . Paskutiné lygybeé
gaunama taip pat prilyginant koeficientus . O

Isvada 2.1. Galiojant[2.1] teoremos sqlygoms, teisinga lygybé

1

lim sup |ag(n) — ag(n — 1)|1/" = — kiekvienam k=0,1, ..., m—1, (13)
n— 00 Rk

kur Ry > 0 atitinkamai yra supremumai tokiy teigiamy skaiciy ry, kad kiekviena funkcija (1 — s)Gag(s) yra

analiziné srityje |s| < ri. Taip pat,

1
lim sup |ak(n)\1/n = kiekvienam k=10, 1, ..., m — 1, (14)

n—00 k

kur Ry, > 0 atitinkamai yra supremumai tokiy teigiamy skaiciy 7y, kad kiekviena funkcija Gag(s) yra anali-
ziné |s| < 7.



PASTABA: Ribos [2.]] iSvadoje yra ekvivalencios

ar(n+1) — ag(n)

.
e ag(n) —ag(n—1)

n—oo

, lim
n—oo

a(n)
ag(n—1)|’
jei egzistuoja. Ry, Ry Zymi funkcijy (1 — s)Gay(s) ir Goy(s) Makloreno eiluciy (Teiloro eilutés taske 0)
konvergavimo spindulius.

Grijztame prie ribos lim,_« a,. I8 lygybés , kai s € C ir B(s) — s™ # 0, m € N, gauname

m—1
1—
(1= s)Gar(s) = stm Z bn—s™, kiekvienam k=0, 1, ..., m — L. (15)
n=~k

Dél lygybés

s—1— s—1—

lim (1 — s)Gag(s) = lim (ock(()) + Z(ak(n) —ag(n — 1))5">
n=1
= g (0) + ax(1) — ax(0) + ar(2) —ax(l) +...,

kuri teisinga kiekvienam k = 0, 1, ..., m — 1, ir lygybés 7 galime spresti apie salygas, kada egzistuoja
baigtiné riba ay(n), kai n — oo. I8 kitos puses, dél baigtiné a,, riba, kai n — oo ir m > 2, gali egzistuoti
net kai ag(n) ribos yra begalinés arba neegzisuoja. Suformuluojame teoremg apie seky ag(n), ai(n), ...,
ak(n), n € Ny riby egzistavima.

Teorema 2.2. Jei kiekviena Makloreno eiluté My (s) sekai (1 — s)Gay(s), k=0, 1, ..., m — 1 konverguoja
kai s — 17, tada
lim My (s) = lim ag(n), visiems k=0,1, ..., m— 1. (16)
s—1— n—r00
Taip pat, jeibg+by +...=11irm # Z;’;ljbj, tada
m—1
> bj—k
lim op(n) = 25— k=0,1,...,m— L (17)
n—oo .
m— 3. jb;
j=1
Irodymas. Kai s — 17, deSinioji lygybés pusé tampa lim,,_, o ax(n), kiekvienam k=0, 1, ..., m — 1.

Lieka nustatyti salygas kairei lygybés pusei , su kuriomis baigtiné riba lim,_, . ax(n) egzistuoja. Tai

irodo ([16)).

Kai bg+b; +... =1, tada
oo oo
B(s) —s™ —b0—|—ans"—sm— 1—sm—an(1—3”)
n=1 n=1
m—1 oo n—1 m—1 00 o)
:(1—5)283—(1—3)an ¢ =(01-3s) ZSJ—ZS] an
7=0 n=1 7=0 7=0 7=0 n=j+1
Istatydami gauta iSraiska j , kiekvienam k£ =0, 1, ..., m — 1 gauname

m—1
Z bn—k s"
n=~k

= = = (L=s)Gak(s). (18)
s’ 3 b

m—1
> 5 -
7=0 j=0 n=j+1



Todeél, lygybe gauname skai¢iuodami ribg s — 1~ abiejose lygybése pusése reikalaujant, kad
baigtiné riba

lim (1 —s)Gag(s) = lim ag(n).

s—1— n—00
egzistuoty. O
Jei kiekviena seka ag(n), ag(n), ..., am—1(n) turi baigtine riba, kai n — oo, tada pagal (4,

lim a, = ag hm ag(n)+ay lim ag(n) 4+ ...+ apm—1 lim ay,—1(n). (19)
n—oo n—oo n—oo

Lygybé sujungia lim, . a, su tiesine ag, a1, ..., a,—1 kombinacija. Jei lygybé yra teisinga,
galime laisvai parinkti ag, aq, ..., a,—1 ir, uzfiksave sekos b reikSmes, suzinoti a,, riba rekurentinéje sekoje
, kai n — oo. I8 kitos pusés, jei lygybé (19) teisinga, galime parinkti lim, o, a, ir i§ to rasti tokias
pradines reik8mes ag, a1, ..., @m_1, kad a i8 artéty j norimg reikSme. Todél, taip pat analizuosime, kaip
galima gauti reikS8mes ag, a1, ..., a;m—1 per riba lim, . a,. Bendru atveju, néra unikaliy ag, a1, ..., @Gm—1
reik8miy, kurios apibrézty lim, o ap.

Tarkime, kad a1, ag, ... yra B(s) — s™ Saknys, m € N. Remdamiesi pagrindine algebros teorema galima
sakyti, kad egzisituoja bent m Sakny, skai¢iuojant kartu su kartotinumais. Paskutiné[2.3]teorema ir jos iSvada
isreiskia sekos rek8mes ag, a1, ..., Gm—1 per lim, . a,. Kai m = 1, tada lim,, o a, = ag limy, o0 ap(n).

Teorema 2.3. Tarkime m > 2. Taip pat sakykime, kad seka b tokia, kad by # 0, by + by + ... = 1 ir
m # Z;’;l jb;. Tarkime, kad as, o, ..., am—1 # 1 yra B(s) — s™ paprastosios Saknys ir ag, a1, ..., Gm—1
yra tokie, kad baigtiné riba lim, _,~ a, egzistuoja. PaZymékime

™M m—1
lim 1 _S ZakMk = L;,j=1,2...,m—1,
S O(J — —
— Zjbj lim a, =: L.
, n— 00
My(s) yra (1 — s)Gay(s) Makloreno eiluté, k=0,1,...,...,m—1. Tada
m—1 m—1
> bpat bp—1al oo boa'm +b1am 1 boa"™ 1
= n=1
m— m—1
> bpak bp_1ay ... boay'” —I—blam ! boagl_l o Ly
— n=1 aq LQ
- (20)
- - _ m— — Ay L,_
E _1 Z n— 104 L. boaz_i =+ blam_i boam_% a 2 I !
n=0 n=1 m—1
m—1 m—
Z Z ... by + by bo
ir sistema turt unikaly sprending (ag, a1, ..., Gm—1).
Irodymas. sistema konstruojama i3 @ lygybés. Jei m € {2,3,...} ir a1, ag, ..., a1 # 1 yra

paprastosios B(s) — s™ 8aknys, tada pirmosios m — 1 i§ m sistemos (| . lyg¢iy gaunamos s —> ag, k =
1,2,...,m — 1 abiejose (6) pusés. Pastebékime, kad (1 — s)A(s) Makloreno eiluté yra > ;°; U ap Mi(s),
kur Mj(s) yra (1 — s)Gay(s) Makloreno eiluté. Paskutiné (20)) sistemos lygtis gaunama taip pat i§ (6)
skai¢iuojant ribg s — 1~ abiejose pusése

s—1— 1—s

B(s) —s™ .
E ag E bn = lim (1 —3s)A(s )M: m — E jb;j nleréoan.
i=1



Sistema turi unikaly sprendinj, kadangi matricos determinantas, remiantis lema, yra

m

m—1
(71)% H(aj_l) H (aj —a;), m € N\ {1}. (21)
j=1

1<i<j<m—1
O

Remdamiesi [6], suformuluojame bei jrodome pagalbine lema apie matricos determinanta, kuri padéjo
jrodyti 2.9] teorema.

Lema 2.1. Tarkime, kad a1, s, ..., am—1 # 1 yra B(s) — s™ paprastosios Sankys, s € C, by # 0 ir
bo+ b1+ ... =1. Tada matricos determinantas lygus

(_Dimﬂ f[(aj_l) H (aj — ), m € N\ {1}, (22)

1<i<j<m—1

Irodymas. Skai¢iuojame matricos |A| determinanta:

m—1 m—1 9 1 1
m— m— m—
Zo bpaf Zl bp_1af ... boa]" +bio] boat
n= n=
m—1 m—1 9 1 1
m— m— m—
Zo bpal) ) bp_1ady ... boay T 4+ brad boasy
n=. n—=
|A] == :
m—1 m—1 9 1 1
n n m— m— m—
Zo bpalt_q Zl bp_1all,_1 ... boaln"i+biag "y boarn Ty
n= n=
m—1 m—1
> by > bp—1 ... bo + b1 bo
n=0 n=1
Pirma iskeliame by. Toliau dauginame paskutinj stulpelj i§ b,,_1, bm_1, ..., b1 ir atitinkamai atimdami i
pirmo, antro, ..., prieSpaskutinio stulpelio, gauname
m—2 m—2 9 1
m— m—
> bpaf 3 bpaal .. boa of
n=0 n=1
m—2 m—2 9 1
m— m—
> bpak Yo P VYo ol
n=0 n=1
|A] = bo : :
m—2 m—2 9 1
n n m— m—
Z bnarn—l Z bn—lam—l s boam—l X1
n=0 n=1
m—2 m—2
> by > b bo 1
n=0 n=1

Kartodami panasiai operacijas su prieSpaskutiniu stulpeliu (ikeliamas by ir sandaugos atimamos i§ prie§ tai
einanciy stulpeliy) ir toliau kitais, gauname determinanta

—2 m—1
1 « ooaf Q _ _
! P a;—1 a?—1 ... a?—1 a1
1 (%) [ Oé;n Oé;n 2 m—2 }n—l
pm ag —1 a; -1 .. o« -1 « 1
Al =pm |- . . . 0 2 2 2
| Al =bg" |: : " : ST (=t
—2 m—1 . .
1 op-1 ol «
- m—1 m—1 2 m—2 m—1
1 1 1 i om-1—1 o, ;-1 ... o, 7—1 a,";1—1
m m
ay af af
m m—1 o ay’ ay’
= (—1)m+1 H (aj —1) : :
=t ' 3 -2
m— m—
1 ama Q1 1



O paskutiné matrica yra Vandermondo matrica (ziuréti [9, 6.1 skyrius|), kurios determinanta suskaic¢iave
gauname

pm m—1
|A] = (_1)#“ (a; — 1) H (aj —a).
j=1 1<i<j<m—1
O
I§ teoremos [2.3] gauname isvada.
Isvada 2.2. Jei[2.3 teoremos sqlygos yra tenkinamos ir Ly = Ly = ... = Ly,—1 = 0, tada
L mt Qa;
= — , 23
a0 b() H Q5 — 1 ( )
Jj=1
b + b L m—1 1 m—1
0 + 01
ap = — b aO+FHa'—1 a5 — Z Qjy = Q5 | s (24)
0 0 j=1 79 j=1 1<j1< . <jm_2<m—1
-1
bo + by bo + b1 + bo L'} 1
ag = — a; — ap + — 25
? by bo 0" by aj—1 (25)
j=1
m—1
x H a5 — Z Qjy * " Qi + Z Qjy = A5 |
Jj=1 1< < <Jm—2Sm—1 1<i< . <Jm-3<m—1
1 m—2 /m—1—1 I m—1 1 m—1
am_lz—boz<2bk>ai+boﬂaj1><<Haj— (26)
i=0 k=0 j=1 j=1
> Qjy Qi T > R A (—1)’”“),
1< < <Jm—2<m—1 1< <. <gm—3<m—1

Irodymas. Paprastumo délei sistema pazymékime Aa = L. Tada a = A™'L = ﬁCTL, kur C yra

matricos A kofaktoriy matrica. Pastebékime, kad Ly = Lo = ... = L1 = 0, todél uztenka paskai¢iuoti
matricos C' paskutine eilute, t. y. matricos A minorus M, 1, M2, ..., My, m. Pradedame nuo M,, ;:
m—1 m—1
> bpaf S bpo1at L boozi’“2 + blai’“l boa’f%l
—0 —
o o 2 1 1
> bpad DT bporaly oo bpag T+ biad T bpag'T
n=0 n=1
A= :
m—1 m—1 9 3 4
Sbpal g Y bp—ral ... boam i+ by boar Ty
=0 =1
" m—1 " m—1
Z by, E brn—1 S by + by bo
n=0 n=1
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Skai¢iuodami analogiskai, kaip ir [2.I] lemos jrodyme, gauname

m—1 m—1 1
m—
Z bn,la? Z bn,QOZ? . boO[l
n=1 n=2
My := :
m—1 m—1 1
m—
> bprag, 0 busag, boa,—3
n=1 n=2
2 m—1
o af R % mel
_1m—1 . . . . _ gm—1 .
= by : : - : = Y9 H Qj H
2 am—% j=1 1<i<j<m—1
. m—

Am—1 Qo g

Pastebékime, kad minoras M, ; yra

m—1 m—1 1
> bpal bp_oaf ... boal"”
n=0 n=2

Mpy,0: =
m—1 m—1
m—
> baag, bp—20m, 4 boa,, —
n=0 n=2
2 m—1
bo + blal (o7 A A
__gm—2 . . .
= bO : :
2 —1
bo + blam_l Q1 1

= b6n71 H (aj — Ozi) Z

1<i<j<m—1

Kaip ir pries tai, M,, » yra apibréztas, kai m > 2. Tesiame toliau

m—1 m—1 m—1
> bnof > bnoraf > bn_sal
n=0 n=1 n=3
Mpy,3:=
m—1 m—1 m—1
n n n
Z bnam—l Z bn—lam—l Z bn—3am—1
n=0 n=1 n=3
—1
bo + baa? a1 ol ooaft
_ 1m-—2 . .
- bO . .
2 3 m—1
bo +bocvs, 1 Qo1 0,4 oy

= byt H (0 — ;) Z Qg -

1<i<j<m—1 1<j1<...<Jm—3<m—1

12

a]l o .ajrnf2 + bf
0

1< < <m—2<m—1

apibréztas, kai m > 1 ir M; ; = 1, kai m = 1. Skaic¢iuojame toliau



Galiausiai

m—1 m—1 9 1
Z bna? Z bn,la? . booz?h —+ bla?%
n=0 n=1
Mm,m =
m—1 m—1 9 1
Sobpall 1 > byrad ... boagm i Fbian Ty
n=0 n=1
m—1 m—1
> bpal S bpgad ... boatTE
n=0 n=1 b
1
= : *Mm,m—l
m—1 m—1 9 bO
Sobpalt 1 > bp—radh 4 ... boag Ty
n=0 n=1
_ b — by
=05 T ey = o)+ (P My o (1) M
1<i<j<m—1 0 0
— b2 bl
+. (=) 1b—Mm,mf2 + Mo m1
0 0

Vektoriaus a reik8mes gauname atitinkamus minorus padaline i§ matricos A determinanto, gauto lemoje.
O
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3 Pavyzdziai

Siame skyriuje analizuosime jvairias b sekas prie§ tai nagrinétame kontekste. Skai¢iavimai atlikti su
Wolfram Mathematica programine jranga [I6], grafikai nubraizyti naudojantis R statistiniais paketais [14].

Pavyzdys 3.1. Imkime sekgb={-3,2, —1,3,0,...,0, ...} irm =1. Gausime sekos a reiksmes.
Siame pavyzdyje

B(s) = =3 + 25 — 5% + 35,

bo(1 — s) =3(1—ys) 1
1_ G = = =

(1= 5)Garo(s) B(s)—s —3+s—s2+3s° 1+ 2s+s%

2 5 28 11 230 =
M :1_7 _ Y2 Rt B S o1 e — nn
o(s) 3579 Tt Tw® ot HZ:OC 5

kur
2 2
60:17 01:753anfgcn—lfcn—%n:Qa 37

Konvergavimo spindulys My(s) yra Ry ~ 0.78218 (1/(1 — s)/Gap(s) Saknies —0.78218 modulis). Todél
eiluté My(s) nekonverguoja, kai s — 1~. Pagal ir

ap(0) =1, ap(n) =ap(n—1)+cp,n=1,2, ...,

w1l 22
0 — 537 97277 ’
1

lim sup oo (n + 1) — ag(n)|Y™ = 7o = 12785,

n— oo M

Tada, pagal , an = ag(n)ag, n € Ny, gauname

an = ag(ag(n — 1) + ¢,).
Imdami ag = 1 gauname seky a = {1, %, —%, 5—?, }
Kaip ir [4] buvo pastebéta, Siame pavyzdyje ap(n) sekos reik8miy poros (ag(n), ap(n — 1)), sujungtos
plokstumoje, sukuria vaizdinga struktura. Tai galima pamatyti [I] grafike.

0.0 04 08 0.0 04 08 0.0 04 08

(a) N =50 (b) N =150 (c) N =400

1 pav.: Poros (ap(n), ag(n — 1)), plok§tumoje sujungtos atkarpomis, kai n kinta nuo 0 iki N

Pavyzdys 3.2. Imkime sekq b, = m Suma by + b + bs + ... = 1. Apskaiciuosime sekos g
reiksmes.

14



Atitinkamai

e’ —1
B(s) = ———
(s) c—D)s’
bo(1 — s) (1—3s)s
1— = =
(1= 5)Gao(s) B(s)—s e —1+(1—¢e)s?’
5 43 113e  11e? >
M =1 -5 —— —4 2 s — — 4. = n
0(s) +( 2—1—6)5—1—( D e—I—e)s —|—< 54 D 5 —|—e>s + chs,

n=0

kur

5 3 R dng1 ok
00:1,01:6—2,0n2<e—2>cn1—2 nJ};;,n:2,3,...
k=3

Konvergavimo spindulys My (s) yra Ry &~ 2.3515 (1/(1 — s)/Gap(s) Saknies 2.3515 modulis). Tada, pagal

().

1
lim Mp(s) = lim ap(n) =

s——1 n—00 e—2

Pagal ir
ap(0) =1, ap(n) =ap(n—1)+cp,n=1,2, ...,

00:{176—3,62—36—61 },

2 12’
1i 1/n 1 o
imsup |ag(n + 1) — ap(n)]"" = — = 0.425.
n— 00 RM
Pavyzdys 3.3. Siame pavyzdyje tmkime
-1)" In(1
b= T pen,, B(s) = IS

n+1 s
kai m = 3.

Tada atitinkamai

(bo + b1s+bas®)(1 —s)  (s—1)s(6 — 3s + 2s?) Nt
1-9)G = . = , M = ns",
(1= 5)Gao(s) B(s) — 8 6(s* — in(s + 1)) o(s) ;}C‘“ s
(bos + b1s%)(1 — s) (s —2)(s—1)s? =
1-—35)G = = M = n n,
( S) aq (8) B(S) _ 83 2(ln(s + 1) o 84)? 1(5) nz::OCL S
bos?(1 — s) (s —1)s® =
1-— G == - M. n n7
(1= 35)Gaz(s) B(s)—s*  st—lIn(s+1)’ 2(5) ;CQ’ y
kur kiekvienam k = {0, 1, 2}
5
co0 =1, cop =1, co2=0, cp3= T
c10=0,c11=1, c12=-1, c13= 3
c20=0, c201 =0, co2=1, co3= 5
L ! 42 + Stk >4
Ckn = 5Ckn—-1— 5Ckn—2T 7 Ckn-3 —F  Qnt+i1-k, N =%
2 3 4 P k

15



My(s) konvergavimo spinduliai Ry ~ 0.894, todél eilutés Mj(s) nekonverguoja, kai s — 1~ kiekvienam
k ={0, 1, 2}. Surandame seky ay(n) reiksmes:

ao(0) =1, ap(1) =0, ag(2) =0,

041(0) = 0, 041(1) = 1, 061(2 = 0,

042(0) = 07 Oég(l) = 0, a2(2 = 1,
(

Pagal kiekvienam k = {0, 1, 2}

L1 1
ligsoliplak(n) —ap(n—1)|"" = T = oen 1O
Taip pat pastebékime, kad pavaizdave trejetus (ag(n), ag(n — 1), ar(n —2)) erdvéje, galima gauti jdomia
struktura. [2] paveikslélyje pavaizduoti Sie trejetai m = 1 ir m = 3 atvejais.

(a) N=40,m=1 (b) N=40,m=3

2 pav.: Trejetai (ag(n), ag(n — 1), ar(n — 2)), erdvéje sujungti atkarpomis, kai n kinta nuo 0 iki N irm =1
irm=3

Pavyzdys 3.4. Imkime sekg b= {1, 1,2, 4,9, 21, 51, ...}, kur b, yra Motzkin skaiciai ([I2, |A001006]) ir
m = 1. Rasime sekos aqg reiksmes.

Motzkin skai¢iai generuojami naudojantis rekurentiniu sarysiu

2n +1 3n—3
My=M, =1, M, = o1+ ———M, 2, n>=2.
0 1 ) D) Lt 2, N
Siame pavyzdyje
1—s—+v1—2s—3s2
B =
(5 = ,
_ bo(1—s) 2(s —1)s?

(1—-35)Gag(s) =

)

B(s)—s —1+s5+2s3+ (1+s)(1—3s)

Mo(s):1—3—282—233—54—2s6+~-~:chs",
n=0
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https://oeis.org/A001006

kur

Co = 17 C1 = 71, Cy = 72, C3 = 727 Cq = 71,
n—1 n—1 n—2 n—4

Cp = — Z CkCn—k + Z CkCn—1—k — Z CkCn—2—k — Z CkCn—d—k — 2Cn—1 + Cn—2 — 2Cn—3 + 2¢n—4,
k=1 k=0 k=0 k=0

n=>5,6,...

Konvergavimo spindulys My(s) yra Ry = 1/3, todél eiluté My(s) nekonverguoja, kai s — 17. Sekos ag(n)
reikS8meés atitinkamai bus

ap(0) =1, ap(n) =ag(n—1)+c,, n > 2.

Galime paskaiiuoti pirmasias reik§mes ag = {1, 0, —2, —4, =5, =5, —7, —19, —58, —161, ...}. Pagal

1 1
li - )Y — = — =3
imsup ag(n) ~ aon — D]/ = 7= 12
Pavyzdys 3.5. Nagrinékime tolydzigjq trupmeng
ay
T = bo + b—aQ. (27)
1t —m
b3+' T
Pagal [15]
Ay,
anE,nENO, (28)
kur
A,1 =1, AO = bo, An = bnAnfl + anAn727 ne N7
B_, = 0, By = 1, B, =b0,B,_1+ aan_z, n € N.
Jei riba egzistuoja, ji lygi x = lim, o z,. Tarkime a,, = b, = 1 kiekvienam n € Ny. Tada atitinkamai
Aqg=1LA=1A4,=A, 1+A, 2,neN,
B_; = 0, By=1,B,=B,_1+B,_s,neN.
Nagrinékime seka z,, = % = %, %7 %, %, %, = F}+17 n € Np, o F,, yra Fibonacci skai¢iy seka. Kaip

pastebéta [111, 2 skyrius], ;n — ¢ ~ 1.618, kai n — o0, t. y. x, artéja j aukso pjuvi. Pasinaudodami Binet
formule Fibonacci sekos nariui [5, 6.6 skyrius|, galime tiesiogiai isreiksti x,, reikSmes:

et =" (pil+\/5 _1-5

F =
n \/S I 2 Y ¢ 2
Pazymékime 7 := 1/ = —1/p?. Gauname
1 —pntl rh
= = 1 .
=g =etell-r)—2
Tada
1-—s
1— 5)Gao(s) = ———
(1= 9)Gan(s) = 5
lo 53, 34 o
Mo(s):1—2s—|—§s +68 —l—%s —|—-~-:nZ:Ocns,

17



kur

co=1¢c=-2,

n—1
F
an—zdkcn—mn?l dy=1,dy = =2 g >2.
k=1

Byt
Atitinkamai
ap(0) =1, ap(n) =ag(n—1)+cu, n > 2.
Paskai¢iuokime pirmasias reik§mes ag = {1, -1, —1, %, %, —4—70, —%, %, S

Galima pavaizduoti trejetus (a(n), ag(n —1),ax(n — 2)), sujungtus atkarpomis, erdvéje. 3| paveiksléliuose
pavaizduoti Sie trejetai keliems V.

(a) N=50 (b) N=300 (c) N=1000

3 pav.: Trejetai (ag(n), ax(n — 1), ar(n — 2)), erdvéje sujungti atkarpomis, kai n kinta nuo 0 iki N

Pavyzdys 3.6. Siame pavyzdyje imkime b = {10, =9, 8, —4, —4, 0, ..., 0, ...}, kai m = 5.

Tada atitinkamai

B(s) =10 — 9s + 85% — 45® — 4s*,

(1 —8)Gag(s) = URAULE bQ‘g(;bis;Jr b)) 1(1)07_,_9(? i gii :5122 _T_ ;1;4’ My(s) = gco,nsn,
(1 s)Gay (o) = Lottt e L) =8 R R ) ni;ocl,ns“,
N e e e AT gcms“,

(- s)Gags) = L0 S s = i

(1= 5)Gaa(s) = b%iigl—_si) T 10+s+ 915281 s Mals) = Tic“’"sn’
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kur kiekvienam k = {0, 1, 2, 3, 4}

co0 =1, co1 =—1, co2=0, co3=0, co4 =0,
c10=0,c11=1 c12=-1,c13=0, c14 =0,
c20=0, c21 =0, c22=1, c23=—1, c24 =0,
c30=0, c31 =0, c32=0, c33=1, c34=—1,

c40=0, c41 =0, c42=0, c43=0, cgq4 =1,

1
1O(Ckn1+90kn 2 +5Ckn-3+Crn-a), n=b.

M;j:(s) konvergavimo spinduliai Ry &~ 0.98644, todél eilutés My (s) nekonverguoja, kai s — 1~ kiekvienam
k={0,1, 2, 3, 4}. Surandame seky ay(n) reikSmes:

Ck,n

a0 (0) = 1, ap(1) =0, an(2) =0, ao(3) =0, ag4) =0, ao(3) = 1.
@ (0) =0, ar(1) =1, aa(2) =0, @(3) =0, 1 (4) =0, aa(5) = 2,
02(0) = 0, ax(1) = 0, @1(2) = 1, 22(8) = 0, a2(4) = 0, as(5) = .
as(0) = 0, a5(1) =0, a5(2) =0, as(3) =1, as(4) =0, as(5) = 3,
0s(0) =0, as(1) =0, 04(2) =0, 04(3) = 0 @s(4) = 1, 04(5) = 11

ar(n) =ag(n—1) +cxmn, n=6.
Pagal kiekvienam k = {0, 1, 2, 3, 4}
1

|
i _ )M = A~ 1.0137.
imsup g (n) = ar(n — 1) Re  0.98644

Taip pat pastebékime, kad pavaizdave trejetus (ag(n), ag(n — 1), ar(n —2)) erdvéje, galima gauti jdomia
struktura. [4] paveiksléliuose pavaizduoti Sie trejetai m =1 ir m = 5 atvejais.

—k=0
— k=1
— k=2
k=3
\ k=4
1 \ \
08 | A
06 | \
; oA N
02 |
o i o
ot z \ 1
. o) 0,
M . Q ) D'S
o b
P o
x - ‘ ° ~0,
y & T 5
o
> X ~
(a) N=100, m =1 (b) N =100, m=5

4 pav.: Trejetai (ag(n), ar(n — 1), ap(n — 2)), erdvéje sujungti atkarpomis, kai n kinta nuo 0 iki N ir m =1
irm=>5

Pavyzdys 3.7. Tarkime, kad
(/2] i

73
Z (n—2j)151" n € No.
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Galima sakyti, kad b, = P(Y = n), oY yra pasiskirstes kaip Hermite skirstinys su parametrais a1 = 1,
as =2, t. y. Y ~ Herm(1, 2) [10].

Naturalu, kad by + by 4+ b3 + ... = 1. IeSkome generuojanciy funkcijy

B(s) = e(s=D+2(s*=1) _ 6252“—3,

~ (bo+bis+bys?)(1—s)  2+3s®—5s® e n
(1= 5)Gao(s) = B(s) — s*  2e5t+2s% _ 2353’ Mo(s) = gco,ns ’
(bgs + b1s?)(1 — s) 5— 83 = n
(= 8)Ga(s) = == = v gy Mils) = Z :
bos?(1 — s) (s —1)s? > n
(1 - S)GQQ(S) = B(S) _ g3 = €s+252 _ 6353’ MQ(S) - Z 2,0,
n=0
kur kiekvienam k = {0, 1, 2}
13
coo=1, cop=-1, co2=0, co3=e"— 5
5
cro0=0,c11=1c2=-1, c13= 5
c20=0, c21 =0, co2=1, ca3=-2,
n
dy, + 4d,_1
Chin = €°Clyn—3 — ch,n—zdlm nz4, do=di=1dpi1= Tl

i=1

My(s), k ={0, 1, 2} konvergavimo spinduliai Ry ~ 0.5286, todél eilutés My (s) nekonverguoja, kai s — 1~
kiekvienam k = {0, 1, 2}. Surandame seky oy (n) reikSmes:

13
ap(0) =1, ap(1) =0, a(2) =0, ap(3) =¢” — 5
5
Cvl(O) = 0, al(l) = ]., 0[1(2) = 0, a1(3) = —5,
QZ(O) = 07 a2(1) = 07 0[2(2) = ]'7 042(3) = _]"
ar(n) =ag(n—1)+ckn, n=3
Pagal kiekvienam k = {0, 1, 2}
limsup |ax(n) — ag(n —1)|7" = — ~ 1.8918.

s oo R. _ 0.5286

Pavyzdys 3.8. Sikart bus nagrinéjama seka

by, = a™ (3cos(nf) — 11sin(nd)), a = g, 6 = arccos (—é)

Nors nariy iSraiskos néra itin grazios, taciau generuojanti funkcija patogi tolimesnéms manipuliacijoms:

15 —5s

B =
(5) s2+4s+5
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Taip pat pastebékime, kad b; 4+ b + b3 + ... = 1. Imkime m = 3. Tada

(bo + b1s +b2s?)(1 —s)  (5+4s+ s)(75 — 85s + 53s?)

jEAYe = = M, = ns",
(1= 5)Gao(s) B(s) — 53 25015 + 105 + 1057 7 557 1 517 1o(®) ;C‘)’ s
(bos + b1s%)(1 — 5) 5(5 4 4s + s2)(17s — 15) >
1—5)G = — = M - n nv
(1= 5)Gauls) B(s) — &3 5015 1 105 + 1052 + 557 1 517 1108 ;::OCL s
bos?(1 — s) 35%(5 + 4s + s?)

(1—-29)Gasy(s) =

= M. = nn7
Bl —5 153105+ 1052 1555 4517 20 ;}CQ’S

kur kiekvienam k = {0, 1, 2}

1
co0=1, co0=-1, co2=0, cp3= 157 G044 = "5
53 26
C1,0 = 0, C11 = 1, C12 = -1, C1,3 = —%, C14 = Ea
2 5
e 07 e 0 = ]_’ = —, = —=,
C2.0 C2.1 , C2,2 C23 15 C2.4 9
1
Ckn = —== (10¢cg n—1 + 10¢k n—2 + 5k n—3 + Crn—a), n=05.

15

My(s), k = {0, 1, 2} konvergavimo spinduliai Ry; =~ 1.3891, todél eilutés My (s) konverguoja, kai s — 1~
kiekvienam k = {0, 1, 2}. Surandame seky ay(n) reikdmes:

84
OZ()(O) = 1, Oé()(l) = O, a0(2) = O7 a0(3) = —,
125
53
011(0) = 0, Ozl(l) = 1, 051(2) = O, 041(3) = —%,
17
042(0) = 0, 0&2(1) = O, 052(2) = 1, a2(3) = TE)’
ar(n) =ag(n—1) +ckn, n=3.
Pagal [2.1] kiekvienam k = {0, 1, 2}
lim sup |ag(n) — « (n—1)|1/n—i— L~ 0.7199
el 1 g TR, 13801 T
Kadangi My (s) eilutés konverguoja, gauname ribas
. 86 . 4 . 30
nh_{rgo ap(n) = 205 nli)n;oal(n) =~ nh_)ngo ag(n) = o

Siuo atveju tenkinamos teoremos salygos, todél ja remdamiesi paskai¢iuosime pradines sekos a reikSmes.
B(s) — s3 turi dvi saknis konvergavimo srityje a12 = —0.0301 £ 1.3888. Tada L; = Lo = 0 ir, nustate

lim,, o0 @y, = %7 gauname L = % . % = 1. Todel
bo + biaq + bga% boay + bla% boa% ag 0
bo + bras + bga% bocva + bla% bo()é% a; ]l =10
bo + by + b bo + by bo a2 1

Gauname pradines reik8mes ag = 0.2151, a; = 0.2505 ir as = 0.2434.
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3.1 Daugiau grafiniy pavyzdziy
Siame skyrelyje pateikta daugiau grafiniy pavyzdziy, nubraizyty su [I4], jvairioms b sekoms.
— k=0

— k=1
— k=2

(a) N=300, m=1 (b) N =300, m=3

5 pav.: Trejetai (ag(n), ar(n —1),ax(n —2)) sekai b = {10, —9, 8, =7, 6, =5, 4, -3, 2, =5, 0, ..., 0, ...},
erdvéje sujungti atkarpomis, kai n kinta nuo 0 iki N beim =1irm =5

z z Qv{“\ %/ms
a2 oy ;‘ e o X

[N o z | | 05
(a) N =100, m = 1 (b) N =100, m = 3 (¢) N =100, m =5

6 pav.: Trejetai (ag(n), ar(n —1),ar(n —2)) sekai b = {5,0, =5, =2, 3,0, ..., 0, ...}, erdvéje sujungti
atkarpomis, kai n kinta nuo 0 iki N beim =1, m=3irm =5

— k=0
— k=1
— k=2
k=3
k=4

(a) N=50,m=1 (b) N=50,m=3 (¢) N=50,m=5

7 pav.: Trejetai (ag(n), ar(n —1),ar(n —2)) sekai b = {-2, —2,0,3,2,0,...,0, ...}, erdvéje sujungti
atkarpomis, kai n kinta nuo 0 iki N beim =1, m=3irm =5
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— k=1

o ) [/ A
Repd \k i S
S \k’w/ 1) ol
( T, K3V
o | -, . \
o 7 /7200 s =309
z ¥ \ ~10p 2 S /-0
& b o N ]
> S x oAl ]
VA = x RS / 100
S e 109 5 S s f
F e T
oo o/ TS 8 8 5 0
S 8 TN §
y ¥ y
(¢) N =200, m=>5

(a) N=200, m=1 (b) N =200, m=3
8 pav.: Trejetai (ag(n), ar(n —1),ar(n —2)) sekai b = {—6,5, —4, 3,3,0, ..., 0, ...}, erdvéje sujungti
atkarpomis, kai n kinta nuo 0 iki N beim =1, m=3irm =5

(a) N =100, m = 1 (b) N =100, m = 3
9 pav.: Trejetai (ax(n), ax(n —1),ax(n —2)) sekai b = {-7,1,0,1,6,0,...,0, ...}, erdvéje sujungti at-

karpomis, kai n kinta nuo 0 iki N beim=1, m=3

(c) N =300

(a) N = 50 (b) N = 200
10 pav.: Trejetai (ag(n), ar(n —1),ar(n —2)) sekaib = {8, 1,0, =1, =8, 1, 0, ..., 0, ...}, erdvéje sujungti

atkarpomis, kai n kinta nuo 0 iki N bei m =1
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4 ISvados

Siame darbe iSnagrinétos sasukos tipo rekurentinés sekos, apibréztos per zinoma seka b ir baigtinj pradiniy
reik8miy skaic¢iy. Parodyta, kad tokios sekos gali buti nagrinéjamos pasitelkiant pagalbines sekas ir generuojanciy
funkcijy metodus, leidzian¢ius kiekviena sekos narj iSreiksti kaip tiesine pradiniy reik§miy kombinacija.

Nustatyti rySiai tarp nagrinéjamy seky generuojanciy funkcijy ir sekos sudaro pagrinda seky elgsenos
analizei. Gautos pakankamos salygos, kurioms esant egzistuoja pagalbiniy seky ribos, o kartu ir pradinés
rekurentinés sekos riba. Parodyta, kad sekos riba, jei ji egzistuoja, yra tiesiogiai susijusi su pradiniy reiksmiy
parinkimu ir gali buti apskai¢iuojama naudojant gautas iSraiskas.

Pateikti pavyzdziai iliustruoja teoriniy rezultaty taikyma skirtingoms koeficienty sekoms ir parodo, kad
net paprastos rekurentinés strukturos gali lemti sudétinga seky elgsena. Darbe gauti rezultatai gali buti tai-
komi tolesniems diskrec¢iy rekursiniy sistemy tyrimams ir sudaro pagrinda platesnei sasukos tipo rekurentiniy
seky analizei.
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Priedai

Cia pateikti kai kurie skai¢iavimo pavyzdziai atskirais atvejais su programine jranga R [14].
Konvergavimo spindulio skai¢iavimas:

library(nleqslv)

make_sys <- function(f) {
function(x) {
z <- x[1] + 1i * x[2]
y <- f(2)
c(Re(y), Im(y))
}
}

# Pagrindine funkcija
radius_of_convergence <- function(D, N = NULL,
n_starts = 50,
xrange = c(-4,4),
yrange = c(-4,4),
remove_roots = c(0+0i)) {

sys <- make_sys(D)
roots <- c()

for (k in 1:n_starts) {
start <- runif(l, xrange[1], xrange[2]) +
1i * runif(1, yrange[1], yrange[2])

sol <- nlegslv(c(Re(start), Im(start)), sys)
z <- sol$x[1] + 1i * sol$x[2]

if (sol$termcd == 1) {
roots <- c(roots, z)
}
}

roots <- unique(round(roots, 6))

good <- roots
if ('is.null(W)) {

good <- good[ abs(N(good)) > le-6 ] # keep only non-removable
}

for (r in remove_roots) {
good <- good[ abs(good - r) > le-6 ]
}

R <- min(Mod(good))
list(radius = R, roots = good)
}
#Pavyzdys 3.2. N yra skaitiklis, D yra vardiklis:
N <- function(s) (1-s)*s
D <- function(s) exp(s)-1+(l-exp(1))*s~2
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radius_of_convergence(D, N,
n_starts = 80,
remove_roots = c(0+0i, 1+0i))

« reikSmiy skai¢iavimas ir grafiky braizymas m = 1 atveju:
N <- 300
b <- ¢c(8, 1, 0, -1, -8, 1, rep(0, N-length(b)))

alpha_0 <- numeric(N)
alpha_O[1] <- 1

for (i in 2:N){
sum_term <- sum(sapply(0:(i-1), function(j) b[i - j] * alpha_O[j + 1]) , na.rm = TRUE)
alpha_0[i] <- 1/b[1] * (alpha_O[i-1] - sum_term)

}

df <- data.frame(

x = alpha_O[1:(length(alpha_0) - 2)],
y = alpha_0[2:(length(alpha_0) - 1)1,
z = alpha_0[3:1length(alpha_0)]

plot_1y() %>%

add_trace(
data = df,
x="x,y="y, z ="z,
type = "scatter3d", mode = "lines",
line = list(color = "red")
) %>%
layout(

showlegend = FALSE, # hide legend
scene = list(
xaxis = list(showline

TRUE, showgrid = TRUE),

yaxis = list(showline = TRUE, showgrid = TRUE),
zaxis = list(showline = TRUE, showgrid = TRUE),
aspectmode = '"cube"

)
« reikSmiy skai¢iavimas ir grafiky braizymas m = 3 atveju:

N <- 100

b <- ¢c(8, 1, 0, -1, -8, 1, rep(0, N-length(b)))

alpha_0 <- ¢(1,0,0, (1-b[4]1)/b[1], rep(0, N-4))
alpha_1 <- c(0,1,0, -b[3]/b[1], rep(0, N-4))
alpha_2 <- ¢(0,0,1, -b[1]/b[1], rep(0, N-4))

27



for (i in 5:N){

sum_term <- sum(sapply(0:(i-1), function(j) bl[i - j] * alpha_O[j + 1]) , na.rm = TRUE)
alpha_0[i] <- 1/b[1] * (alpha_0[i-1] - sum_term)

}

for (i in 5:N){
sum_term <- sum(sapply(0:(i-1), function(j) bl[i - j] * alpha_1[j + 1]) , na.rm = TRUE)
alpha_1[i] <- 1/b[1] * (alpha_1[i-1] - sum_term)

}

for (i in 5:NM){
sum_term <- sum(sapply(0:(i-1), function(j) bl[i - j] * alpha_2[j + 1]) , na.rm = TRUE)

alpha_2[i] <- 1/b[1] * (alpha_2[i-1] - sum_term)
}

df0 <- data.frame(

x = alpha_0[1:(length(alpha_0) - 2)],
y = alpha_0[2:(length(alpha_0) - 1)],
z = alpha_0[3:length(alpha_0)]

df1 <- data.frame(

x = alpha_1[1:(length(alpha_1) - 2)],
y = alpha_1[2:(length(alpha_1) - 1)],
z = alpha_1[3:length(alpha_1)]

df2 <- data.frame(
x = alpha_2[1:(length(alpha_2) - 2)],

y = alpha_2[2:(length(alpha_2) - 1)],
z = alpha_2[3:length(alpha_2)]

)

library(dplyr)

dfO$source <- "dfO"
dfi1$source <- "df1"
df2$source <- "df2"

all_df <- bind_rows(df0, dfl, df2)

library(plotly)

plot_1y(O) %>%

add_trace(
data = dfO0,
x="x,y="y, z= "z,
type = "scatter3d", mode = "lines",

line = list(color "red"),
name="k=0"

) %>

add_trace(
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data =
x = 7%,
type =
line =

df1,

y="7y, z=
"scatter3d",
list(color =

name="k=1"

) %>
add_trace
data =

x = 7x,
type =
line =
name="k
) %>
layout(
showleg
scene =
xaxis
yaxis
zaxis
aspec

)

(

daf2,
y="Ty,2z=
"scatter3d",
list(color =

=on

end = FALSE,
list(

= list(showline
= list(showline
= list(showline
n cube n

tmode =

~z,
mode = "lines",
"blue"),

~z,

mode = "lines",
"green"),

# hide legend

TRUE, showgrid
TRUE, showgrid
TRUE, showgrid

TRUE) ,
TRUE) ,
TRUE) ,

a reiksmiy skai¢iavimas ir grafiky braizymas m = 5 atveju:

N <- 100
b <- c(-7,

alpha_0
alpha_1
alpha_2
alpha_3
alpha_4

for (i in 7

sum_term <- sum(sapply(O:(i-1), function(j) bl[i - j]

1, 0, 1, 6, rep(0, N-length(b)))

1

5=

5=

b[5]/b[1], rep (0,
b[4]/v[1], rep(0,
b[3]1/v[1], rep(0,
b[2]/b[1], rep(0,

N-6))
N-6))
N-6))
N-6))

alpha_0[i] <- 1/b[1] * (alpha_0[i-1] - sum_term)

3

for (i in 7

sum_term <- sum(sapply(O:(i-1), function(j) bl[i - j]

D1

alpha_1[i] <- 1/b[1] * (alpha_1[i-1] - sum_term)

3

for (i in 7

sum_term <- sum(sapply(O:(i-1), function(j) bl[i - j]

:D{

alpha_2[i] <- 1/b[1] * (alpha_2[i-1] - sum_term)

3

for (i in 7

sum_term <- sum(sapply(O:(i-1), function(j) b[i - j]

N {

alpha_3[i] <- 1/b[1] * (alpha_3[i-1] - sum_term)

}

for (i in 7

N {
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rm
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sum_term <- sum(sapply(0:(i-1), function(j) b[i - j]l * alpha_4[j + 1]) , na.rm = TRUE)
alpha_4[i] <- 1/b[1] * (alpha_4[i-1] - sum_term)
}

df0 <- data.frame(

x = alpha_O[1:(length(alpha_0) - 2)],
y = alpha_0[2:(length(alpha_0) - 1)1,
z = alpha_0[3:length(alpha_0)]

df1 <- data.frame(

x = alpha_1[1:(length(alpha_1) - 2)],
y = alpha_1[2:(length(alpha_1) - 1)1,
z = alpha_1[3:length(alpha_1)]

df2 <- data.frame(

x = alpha_2[1:(length(alpha_2) - 2)],
y = alpha_2[2:(length(alpha_2) - 1)],
z = alpha_2[3:length(alpha_2)]

df3 <- data.frame(

x = alpha_3[1:(length(alpha_3) - 2)],
y = alpha_3[2:(length(alpha_3) - 1)],
z = alpha_3[3:length(alpha_3)]

df4 <- data.frame(

x = alpha_4[1:(length(alpha_4) - 2)],
y = alpha_4[2:(length(alpha_4) - 1)1,
z = alpha_4[3:1length(alpha_4)]

# library(plotly)

plot_1y () %>%

add_trace(
data = dfO0,
x="x,y="y, z= "z,
type = "scatter3d", mode = "lines",
line = list(color = "red"),
name="k=0"

) %>h

add_trace(
data = df1,
x="x,y="y, z="z,
type = "scatter3d", mode = "lines",
line = list(color = "blue"),
name="k=1"

) >%

add_trace(
data = df2,
x="x,y="y, z ="z,
type = "scatter3d", mode = "lines",
line = list(color = "green"),
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name="k=2"

) %>%
add_trace(
data = df3,
x="x,y="y, z ="z,
type = "scatter3d", mode = "lines",
line = list(color = "orange"),
name="k=3"
) %>
add_trace(
data = df4,
x="x,y="Ty, z= "z,
type = "scatter3d", mode = "lines",

line = list(color = "pink"),
name="k=4"
) %>
layout(
showlegend = TRUE, # hide legend
scene = list(
xaxis = list(showline = TRUE, showgrid =
yaxis = list(showline = TRUE, showgrid
zaxis list(showline TRUE, showgrid
aspectmode = "cube"

Il
Il
Il
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