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Diskretaus laiko E. Sparre Andersen modelio bankroto
laiko analizé

Santrauka

Siame magistro baigiamajame darbe nagrinéjamas diskretaus laiko E. Sparre An-
dersen rizikos modelis. Pristatomas draudiko valdomo turto procesas, apibréziamas
bankroto laikas, baigtinio ir begalinio laiko bankroto tikimybés. ISvedama rekursiné
formulé, leidzianti apskai¢iuoti bankroto laiko tikimybes, ir aptariama grynojo pelno
salyga. Praktinéje darbo dalyje analizuojami atvejai, kai zaly dydziai ir laiko tar-
pai tarp zaly aprasomi Puasono skirstiniais. Naudojant Python programavimo kalba,
atliekami skaitiniai bankroto laiko ir bankroto tikimybiy skai¢iavimai skirtingoms mo-
delio parametry reikSméms.

Raktiniai ZodZiai: E. Sparre Andersen modelis, diskretaus laiko rizikos modelis,
bankroto laikas, baigtinio laiko bankroto tikimybé, begalinio laiko bankroto tikimybé,
grynojo pelno salyga, Puasono skirstinys, Skellam skirstinys, modifikuotoji pirmosios
rusies Bessel funkcija, rekursiné formulé, tikimybiy masés funkcija.

Analysis of the Ruin Time in a Discrete Time E. Sparre
Andersen Model

Abstract

This master’s thesis reviews the discrete time E. Sparre Andersen risk model. The
insurer’s surplus process, the ruin time, finite time and infinite time ruin probabilities
are defined. A recursive formula for calculating ruin time probabilities is derived, and
the net profit condition is discussed. In the practical part of the thesis, cases in which
claim sizes and interarrival times between claims are described by Poisson distributions
are analyzed. Using the Python programming language, numerical calculations of ruin
time and ruin probabilities are performed for different values of the model parameters.

Keywords: E. Sparre Andersen model, discrete time risk model, ruin time, finite time
ruin probability, infinite time ruin probability, net profit condition, Poisson distribu-
tion, Skellam distribution, modified Bessel function of the first kind, recursive formula,
probability mass function.



Ivadas

Rizikos teorijoje draudimo bendrovés veikla daznai apraSoma matemati-
niais modeliais, kurie leidZia analizuoti draudiko turto kitima laike. Vienas
i§ tokiy modeliy yra E. Sparre Andersen modelis, pirmg kartg pristatytas E.
Sparre Andersen 1957 m. tarptautiniame aktuary kongrese Niujorke [1]. Sis
modelis apibendrina Cramér-Lundberg modelj atsisakant ribojanéiy prielaidy
apie zaly atsiradimo laikg. E. Sparre Andersen modelyje taikoma prielaida, kad
laiko tarpai tarp zaly ir zaly dydZziai yra aprasomi nepriklausomomis ir vienodai
pasiskirs¢iusiomis atsitiktiniy dydziy sekomis, kurios tarpusavyje yra nepriklau-
somos, todél §is modelis yra lankstesnis nei Cramér-Lundberg modelis.

Praktiniuose taikymuose draudimo bendroviy duomenys daznai analizuoja-
mi diskreciais laiko momentais, pavyzdziui, ménesio, ketvir¢io ar mety gale,
todél siame darbe nagrinéjamas diskretaus laiko E. Sparre Andersen modelio
variantas, kuris leidzia taikyti rekursinius skai¢iavimo metodus ir tiksliai ap-
skaiciuoti bankroto tikimybes.

Viena svarbiausiy diskretaus laiko rizikos modelio charakteristiky yra bank-
roto laikas, kuris apibrézia pirmajj laiko momenta, kai draudiko turtas pasiekia
nulj arba tampa neigiamas. Sio magistro baigiamojo darbo tikslas yra istir-
ti bankroto laiko pasiskirstyma diskretaus laiko E. Sparre Andersen modelyje,
apibréziant bankroto laika ir jo tikimybes, suformuluojant rekursine bankroto
laiko tikimybiy skai¢iavimo formule ir teorinéje dalyje aprasytus skai¢iavimo
metodus pritaikant praktiniuose skai¢iavimuose.



1 E. Sparre Andersen modelis

E. Sparre Andersen modelis arba kitaip rizikos atstatymo modelis apraso drau-
diko turto kitima bégant laikui. Sis modelis apibréziamas taip:

Apibrézimas 1.1. Sakoma, kad draudiko valdomas turtas W (t) kinta pagal
rizikos atstatymo models, jeigu bet kuriam laiko momentui t > 0,

N(t)
W(0):=u,  Wt)=utct— Y X;t>0. (1)
i=1
Siame apibrézime:
e u > 0 yra draudiko pradinis turtas,

o X1, X5, X5... yra nepriklausomos neneigiamo atsitiktinio dydzio X kopi-
jos. Atsitiktinis dydis X; nusako draudiko i-osios Zalos dydg,

e ¢ > 0 yra premijy surinkimo greitis,

o N(t) yra Zaly skaicius intervale [0,t]. Galima pastebéti, kad N(t) taip pat
yra atstatymo procesas, t.y.

N(t)=max{n e N:0; + 0+ ...+ 0, <t}. (2)

Cia 01,0, 05, . .. yra nepriklausomos neneigiamo atsitiktinio dydzio 0 ko-
pijos. Atsitiktinis dydis 01 yra pirmosios Zalos pasirodymo laikas, o atsi-
tiktiniai dydziai 0;, i > 1 nusako laiko tarpg tarp (i — 1)-osios ir i-0sios
Zaly,

o Atsitiktiniy dydziy sekos 01,605,035, ... ir X1, X0, X3... tarp saves yra ne-
priklausomos.

Sis E. Sparre Andersen modelis (1) apibréziamas tolydziam laikui, taciau
praktiniuose skai¢iavimuose patogiau naudoti diskretaus laiko rizikos modelj,
nes draudimo bendrovés jprastai naudoja duomenis ne nuolat, o kas tam tikra
laiko tarpg, pavyzdziui, ménesio, ketviréio ar mety pabaigoje.

Butent todél siame darbe toliau bus nagrinéjamas diskretaus laiko rizikos
modelis, islaikant tas pacias E. Sparre Andersen modelio prielaidas, tik indek-
suojant procesa pagal diskrecius laiko momentus ¢ € N.

Diskretaus laiko rizikos atstatymo modelis apibréziamas taip:

Apibrézimas 1.2. Sakoma, kad draudiko valdomas turtas U(t) kinta pagal
diskretaus laiko rizikos atstatymo models, jeigu bet kuriam laiko momentuit € N,

UO)=u, Ut)=u-)Y (Xi—cb;), teN. (3)

Siame diskretaus laiko rizikos modelyje Zyméjimai ir jy reiksmes islicka tokie
patys kaip ir tolydaus laiko rizikos modelio apibrézime 1.1.



Galima pastebéti, kad lygtyje (3) nebéra atstatymo proceso N (t), kuris buvo
naudojamas tolydaus laiko modelio apibrézime 1.1. Taip yra todél, nes diskre-
taus laiko modelyje laikas nagrinéjamas tam tikrais fiksuotais momentais - po
kiekvienos zalos atsiradimo.

Tam pazymimas t-osios zalos pasirodymo laikas:

T, =601 +02+ -+ 0,

Pagal formule (2), N(T;) = t. Tada

N(Ty) t t
W(Tt) ZZU—FCE— ZXzz’U,—FCZgz—ZXZ
i=1 i=1 i=1

Toliau Siame darbe visi apibrézimai ir skai¢iavimai bus formuluojami diskre-
taus laiko kontekste.

Dabar galima apibreézti viena i§ svarbiausiy charakteristiky, susijusiy su ri-
zikos atstatymo modeliu - bankroto laika. Sis dydis nusako laiko momenta, kai
turtas U(t) pirma karta pasiekia nulj arba tampa neigiamas.

Apibrézimas 1.3. Laiko momentas, kai draudiko turtas pirmg kartq pasie-
kia nuly arba nukrenta Zemiau nulio vadinamas bankroto laiku. Bankroto laikg
diskretaus laiko rizikos modeliui (3) galima apraSyti lygybe:

T min{t > 1: U(t) < 0},
) oo, jei U(t) > 0 visiems t € N.

Kadangi bankroto laikas yra atsitiktinis dydis, toliau galima nagrinéti jo
pasiskirstyma, t.y. tikimybes, kad bankrotas jvyks konkrec¢iu laiko momentu.

Apibrézimas 1.4. Bankroto laiko tikimybe diskretaus laiko rizikos modeliui (3)
galima apibrézti taip:

P(T,=1)=P(X — ¢ > u),

l
P(Tu:l):IP’<Z(XZ-—CGi)> w, sup Z X; — cb;) ),16{2,3,...}.
i=1

1<n<Ii— 15

Kadangi toliau bus naudojami diskretus atsitiktiniai dydziai, verta apibrézti
tikimybiy masés funkcija ir jos savybes, kurios apraso diskretaus atsitiktinio
dydzio pasiskirstyma.

Apibrézimas 1.5. Tarkime, kad X yra diskretus atsitiktinis dydis, galintis jgyti
retksmes is aibés Z. Tada funkcija

fR)=P(X =k), keZ

vadinama atsitiktinio dydzio X tikimybiy masés funkcija.
Tikimybiy masés funkcija tenkina Sias savybes [2]:



e 0< f(k) <1 visiems k € Z,
Y fk) =
k=—oc0
e Bet kurio juykio A C Z tikimybé apskaiciuvojama pagal formule:

P(X € A)=>_ f(k)

keA

Sios savybés leidZia diskretaus dydZio patekimo i intervalg tikimybe skaiciuoti
sumuojant, pavyzdziui,

Pla<Y <b)=Y_ f(k).

Pritaikius diskretaus laiko rizikos modelio apibrézimus 1.2, 1.3, 1.4 ir tikimybiy
masés funkcijos apibrézimg 1.5, galima suformuluoti ir jrodyti lema 1.1, kuri
bankroto laiko tikimybes leidZia apskaic¢iuoti rekursigkai. Tokia rekursiné for-
mulé (4) leidzia kiekvieno laiko momento bankroto tikimybe susieti su ankstes-
niais laiko momentais, todél skaiciavimai tampa patogesni, aiSkesni ir lengviau
pritaikomi praktiskai.

Lema 1.1. Jeil € {2,3,...} ir
Fk):=P(X —ch=k), keZ

yra atsitiktinio dydzio X — c0 tikimybiy masés funkcija, tai bankroto laiko tiki-
mybé diskretaus laiko rizikos modeliui (3) tenkina Sig rekursine formule:

k=—oc0
kur T, yra bankroto laikas, apibréztas apibréZime 1.3.

Irodymas. Kadangi ! € {2,3,...}, tai bankrotas laiko momentu [ reiskia, jog po
l-ojo zingsnio draudiko turtas pirma karta tampa neigiamas:

!
P(T,=0)=P <Z(Xi —cb;) > u, sup Z —cb;) ) . (5)

P 1<n<i-17

Kadangi nagrinéjamas atvejis, kai [ > 2, tai reiskia, kad bankrotas laiko
momentu ! = 1 nejvyko, todeél turi galioti X7 — cf; < u. Tokiu budu (5) galima
perraSyti:



l
P(Z i —cb;) >u, sup Z <uX1—091<u>

— 2<n<l1
i=1

1
P(Z i —cl) > u— (X1 —cbh),

n

sup Z(Xz —cb) <u— (X1 —cby), X1 —cb) < u) (6)

2<n<i-14

Kadangi {X;},i € N yra nepriklausomos atsitiktinio dydzio X kopijos, o
{6;},7 € N yra nepriklausomos atsitiktinio dydzio 6 kopijos, bei tarpusavyje Sie
dydziai yra nepriklausomi, tai, remiantis Saltiniu [3], {X; — ¢f;} yra nepriklau-
somos atsitiktinio dydzio X — cf kopijos, todél, remiantis pilnosios tikimybes
formule [4], salyginé tikimybé pagal pirmaji Zingsnj leidzia iSskaidyti jvykius
pagal galimas X7 — cf; reikSmes. Galima pazyméti tokio zingsnio reikSme k ir
sumuoti pagal visas galimas k < u, tada (6) perraSoma taip:

u—1 l n
> P(Xy -ty = k)P (Z(Xi —cf) >u—k, sup Y (Xi—c) <u-— k:)

2<n<i—17%

k=—o00 i=2 =2
u—1 -1
k)P X;—cl)>u—k, su y<u-—k]|,
k;_mfw (;< )20k S )
u—1
Z JR)P(Ty—p =1—1).
k=—oc0

O

Lema 1.1 apraSo bankroto laiko tikimybes tam tikrais laiko momentais. To-
liau apibréziamos baigtinio ir begalinio laiko bankroto tikimybeés.

Apibrézimas 1.6. Baigtinio laiko bankroto tikimybé apibréZiama formule
Y(u,T)=P(T, <T),

kur T, Zymi bankroto laikg, apibréztq apibréZime 1.3.

Atitinkamai, bankroto tikimybé begaliniu laiku apibréZiama formule
Y(u) =P(T, < 00).

Apibrézimas 1.6 apraso bankroto tikimybes baigtiniame ir begaliniame laike.
Toliau apibréziama salyga, kuri parodo, ar bankroto tikimybé begaliniame laike
yra lygi vienetui, t. y. ar bankrotas yra neiSvengiamas.



Apibrézimas 1.7. Jeigu diskretaus laiko modelyje (3) Zalas generuojantis at-
sitiktinis dydis X bei tarplaikius generuojantis atsitiktinis dydis 6 turi baigtinius
vidurkius, tai sglyga

EX — cEf <0,

vadinama grynojo pelno sglyga rizikos atstatymo modelius.
Jeigu grynojo pelno salyga netenkinama, t. y.
EX — cEf > 0,

tai bankroto tikimybé begaliniame laike 1 (u) yra lygi vienetui visoms pradinio
turto reikSméms w > 0. Tai reiskia, kad bankrotas tikrai jvyks. Taip pat, kai
EX — cEf = 0, bankroto tikimybé begaliniame laike ¥ (u) = 1, iSskyrus kai
kuriuos atvejus, kai abu atsitiktiniai dydziai X ir 6 yra iSsigime [8]. Tuo tarpu,
kai grynojo pelno salyga tenkinama, bankroto tikimybé begaliniame laike yra
mazesné uz vienetg ir draudikas bankroto gali ir nepatirti.

I8 tikryjy, jeigu vidutinés draudiko pajamos virsija vidutinius nuostolius, tai
draudikas dirba pelningai ir turi galimybe iSgyventi, taciau jei vidutinés paja-
mos yra mazesnés uz vidutinius nuostolius, tai bankrotas bus neisvengiamas.

Apibrézimai 1.1-1.7 ir gauta rekursiné formulé lemoje 1.1 apraSo diskretaus
laiko E. Sparre Andersen modelj. Sios iSraiskos leidzia apskai¢iuoti bankroto
laiko tikimybes skirtingiems pradinio turto ir modelio parametry pasirinkimams.
Toliau Sie rezultatai taikomi praktiniams pavyzdziams ir skai¢iavimams.

2 Praktiniai pavyzdziai

Pavyzdys 2.1. Tarkime, kad X ~ P(A1), 0 ~ P(\2) yra Puasono atsitiktiniai
dydzZiai su A1 > 0,\a > 0 parametrais ir ¢ € N. Pavyzdyje bus parodyta, kaip
Siuo atveju apskaiciuojama atsitiktinio dydzZio X — c@ tikimybiy masés funkcija.

Pasinaudojus pilnosios tikimybés formule [4] pagal 6 ir Saltiniu [2] apie Pu-
asono atsitiktinio dydzio tikimybiy masés funkcija, atsitiktinio dydzio X — cf
tikimybiy masés funkcija, kur X ir 6 yra nepriklausomi yra

P(X —c)=Fk) = P(X—cl=kl6=7P0 =)

I

<
Il
=)

k+cj J
)\l —A2 )\2

o

P(X =k+cj)PO@=j)= > e™ (

Y i
= = k+cj)! 4!
k+cj>0
cjtk\j
B RV T (7)
= W (cj + k)!
k4cj>0



Toliau bus nagrinéjamas atvejis, kai ¢ = 1:

)\J”“)\J
P(X —0=k) =e Math2) Z k€ Z. (8)
k+g>0

Kadangi, kai ¢ = 1, atsitiktinis dydis X —c# yra dviejy nepriklausomy Puaso-
no dydziy skirtumas, toliau nagrinéjamas Skellam skirstinys [5], kuris apibudina
butent tokj skirtuma.

Apibrézimas 2.1. (Skellam skirstinys)

Jei X ~ P(Ay) ir 0 ~ P(A2) yra nepriklausomi Puasono atsitiktiniai dydZiai,
tai atsitiktinis dydis K = X — 0 turi Skellam skirsting. Jo tikimybiy masés
Sfunkcija yra:

NCE
P(K = k)= e it (L) p (2 )\1)\2) . keZ
A2

Cia I, yra modifikuotoji pirmosios rusies Bessel funkcija, kuri apibréZiama taip:

1 x\ 2i+k
(@) :;}m (5) ke 9)

Modifikuotoji pirmosios rusies Bessel funkcija tenkina Sig savybe [6]:
Ik(x):I,k(x) k ez,
todél Skellam skirstinio tikimybiy masés funkcija yra apibrézta visiems k € 7.

Galima pastebéti, kad i (9) formule jstacius x = 24/A\1 A2 gaunama:

k(2 A)\)_i : (2 AW)QM i
PRIV G+ k).

2 GG+ k)
£ (Mo)?
W JZ::O jf(;j)k), kez. (10)

k)2
Gauta (10) israiska padauginus is e~ (M1+A2) <§—;) gaunama (8):

k/2 0 j 00 yjtkyj

- A k (M Ag)? _ A1
(A1+A2) 1 A o)2 172 — (A1+A2) ke,

‘ (&) (ak) JZ:Oj!(j+k)! Z G+ k)!

Todél

k/2
P(X — 0= k) = e~ Mat22) Gl) I (2\/)@2) . kez. (11)
2

Taigi gauta iSraiska (11) yra Skellam skirstinio tikimybiy masés funkcija su
parametrais A1, As.
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Pavyzdys 2.2. Tarkime, kad X ~ P(1), 0 ~ P(1) yra nepriklausomi Puasono
atsitiktiniai dydzZiai, premijos surinkimo greitis ¢ = 1. Tegul pradinis draudi-
ko turtas u € Ny. Siame pavyzdyje parodoma, kaip praktiskai apskaiciuojamos
bankroto laiko tikimybés diskreciam E. Sparre Andersen modeliui, esant pasi-
rinktoms parametry reikSméms.

Pagal apibrézima 1.4,
PT,=1)=P(X —cl >u)=1—-P(X —cl < u).
Kadangi ¢ = 1, 0 A\; = \; = 1, tai, remiantis (11) formule,
P(X —0=k)=e2I;(2), kez,

kur It (2) yra modifikuotoji pirmosios rusies Bessel funkcija, todél

PT,=1)=1- uz_: PX—-0=k)=1-¢7? uz_: I (2). (12)
k=—oc0 k=—oc0

Lema 2.1. Jei I (2),k € Z yra modifikuotoji pirmosios ruSies Bessel funkcija,
tai Ve > 0,3J € N:

Z Ik(2) <e.

k<—J

Irodymas. Kadangi modifikuotoji pirmosios rusies Bessel funkcija turi savybe
I_1(2) = Ix(2),k € Z [6], tai uodega gali buti perrasyta taip:

S @) =3 L), (13)

k<—J k>J

Tada i apibrézimo (9), jsistacius = 2, gauname

o) 1 9 2j+k oo 1
I’“(Q):;jzr(ﬁkﬂ) (2) :jgoj!(ﬁk)r 1)

Kadangi visi nariai yra teigiami, tai gauta idraiska (14) galima jvertinti i§ abiejy
pusiy:

Tada
0< S I(2) < Z% (15)

Taip pat zinoma, kad



Taigi eiluté Y72 ) & konverguoja, todél, remiantis Saltiniu [7], jos uodega ten-
kina :
Ve > 0,3J € N:

todél remiantis (15), Ve > 0,3J € N:

> Ik(2) <.

k>J

Galiausiai, remiantis (13), Ve > 0,3J € N:

Z Ik(Q) <e.

k<—J
O

Kadangi, remiantis lema 2.1, formuléje (12) vietoj —oo galima sumuoti nuo
pakankamai mazo sveikojo skai¢iaus, tai praktiniuose skai¢iavimuose su Python
programavimo kalba naudojamas pjuvis k = —KNEG,...,u—1,kai KNEG =
100.

Tuomet gaunamos Sios reikSmeés:

N\u 0 1 2 3 4 5 6 7
1 0.65425 | 0.34575 | 0.13048 | 0.03724 | 0.00845 | 0.00158 | 0.00025 | 0.00003

1 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T;, = 1), kaic=1ir X ~ P(1), 8 ~ P(1).

I5 lenteléje (1) pateikty rezultaty matosi désningumas: didéjant pradiniam
turtui u, bankroto tikimybé per vieng zingsnj P(T, = 1) sparciai maZéja. Pa-
vyzdZiui, kai u = 0, gaunama P(Ty = 1) = 0.654, taciau padidinus pradinj turta
iki u = 4, tikimybeé sumazéja iki 0.0085, o kai u = 7, ji praktiskai lygi nuliui.
Taigi pakankamas pradinis turtas smarkiai sumazina bankroto rizika.

Kai T,, = 2,3,..., bankroto laiko tikimybé apskai¢iuojama remiantis rekur-
sine formule (4):

P, == 3 fRETr=l-1)=c? 3 QBT =1-1).

k=—o0 k=—o0

Kadangi 0 < P(T,_r =1 —1) <1, tai, remiantis lema 2.1, gaunama:

k=—co k=—J
= 3 LE@PTur=1-1)< > L(2) 1<e
k<—J k<—J

12



Taigi pakankamai dideliam J uodega reikSmingos jtakos neturi, todeél, kaip
ir P(T, = 1) atveju, praktiniuose skai¢iavimuose vietoj —oo galima sumuoti nuo
pakankamai mazo sveikojo skaiCiaus, todél praktiniuose skai¢iavimuose naudo-
jamas tas pats pjuvis k = —KNEG,...,u—1, kai KNEG = 100.

Remiantis Python skai¢iavimais bankroto laiko tikimybéms, kai T, = 2,3, .. .,
gaunamos reik§meés:

Nu 0 1 2 3 4 5 6 7
2 | 0.08773 | 0.13848 | 0.12353 | 0.07379 | 0.03311 | 0.01197 | 0.00364 | 0.00096
3 | 0.04370 | 0.07723 | 0.08726 | 0.07062 | 0.04455 | 0.02309 | 0.01017 | 0.00390
4 | 0.02713 | 0.05065 | 0.06364 | 0.05984 | 0.04535 | 0.02893 | 0.01597 | 0.00777
5 | 0.01891 | 0.03643 | 0.04860 | 0.04986 | 0.04223 | 0.03072 | 0.01964 | 0.01121
6 | 0.01415 | 0.02781 | 0.03854 | 0.04185 | 0.03815 | 0.03033 | 0.02147 | 0.01372
7 | 0.01109 | 0.02212 | 0.03148 | 0.03556 | 0.03416 | 0.02893 | 0.02205 | 0.01531
8 | 0.00900 | 0.01813 | 0.02632 | 0.03062 | 0.03057 | 0.02715 | 0.02188 | 0.01619
9 | 0.00749 | 0.01521 | 0.02242 | 0.02667 | 0.02744 | 0.02529 | 0.02129 | 0.01655
10 | 0.00636 | 0.01300 | 0.01939 | 0.02348 | 0.02473 | 0.02348 | 0.02046 | 0.01655

2 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T,, = 1), kaic=11ir X ~ P(1), 8 ~ P(1).

Siekiant jsitikinti, kad pjuvis k = —KNFEG,...,u — 1, kai KNEG = 100
tikrai neturi reik8mingos jtakos rezultatams, buvo atliktas jautrumo testas. Tie
patys skai¢iavimai buvo pakartoti kelioms KNEG reiksméms (KNEG = 50, 100,
150), o gautos tikimybés P(T,, = 1), I = 1,...,10 buvo palygintos tarpusavyje,
apskaiCiuojant didZiausig absoliuty skirtuma tarp rezultaty. Gautas maksima-
lus skirtumas buvo mazdaug 1.11 - 10716, kas reigkia, kad skirtumas yra tikrai
nereikSmingas, todél skai¢iavimuose naudota pjuvi KNEG = 100 galima laikyti
tinkamu ir neturinc¢iu jtakos galutiniam rezultatui.

Grafike (1) pavaizduotos funkcijos P(T, = [) reikSmés grafiskai, kai u <
10. Grafikas leidzia vizualiai lengviau jvertinti, kaip pradinis turtas u veikia
bankroto laiko pasiskirstyma.
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1 pav.: Bankroto laiko tikimybiy P(7,, = l) grafikas kai ¢ = 1 ir X ~ P(1),
0~ P(1).

Pateiktas grafikas (1) vaizduoja bankroto tikimybes skirtingiems u iki u =
10, kai ¢ = 1. I8 grafiko matyti priklausomybé tarp pradinio turto dydzio
ir tikétino bankroto laiko: didéjant pradiniam turtui, ankstyvojo bankroto ti-
kimybés sparc¢iai mazéja o bankrotas tampa labiau tikétinas vélesniuose laiko
momentuose [. Kreivés tampa lygesnés ir, didéjant pradiniam turtui u, jos vis
labiau artéja prie 0. Tai rodo, kad didesnis pradinis turtas sumazina ankstyvojo
bankroto tikimybe.

Aigkiai iSsiskiria atvejis, kai © = 0: bankrotas pirmame Zingsnyje yra labai
tikétinas (apie 65%), nes be jokio pradinio turto, draudikas negali padengti net
vienos zalos. Didéjant pradiniam turtui w, pavyzdziui, kai v = 3 arba u = 5,
didziausios tikimybés persikelia j vélesnius laikotarpius, t.y. draudiko turtas gali
padengti kelias zalas iki kol taps neigiamas. Kai v = 10 visy pirmuyjy Zingsniy
tikimybés yra arti nulio, t.y. draudikas, su didesniu pradiniu turtu turi Zymiai
mazesne rizikg bankrutuoti pirmaisiais laiko momentais, nes didesné turto suma
veikia kaip saugumo buferis, leidZiantis padengti kelias Zalas i$ eilés.

Galima pastebéti, kad esant pakankamai dideliam w (pvz., kai u > 5) kreivés
yra panagios, tai reiskia, kad didéjant pradiniam turtui, bankroto laiko pasi-
skirstymo forma stabilizuojasi.

Tokie rezultatai patvirtina, kad pradinis turtas tiesiogiai mazina tiek bendra
bankroto tikimybe, tiek tikimybe, kad bankrotas jvyks pirmaisiais laiko momen-
tais.

Atskiros bankroto laiko tikimybés P(T,, = [) parodo, kokia yra bankroto ri-
zika butent [-tuoju laiko momentu, bet praktikoje taip pat svarbu zinoti, kokia
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bus tikimybé, kad bankrotas jvyks iki tam tikro laiko momento, todél dabar
galima skai¢iuoti baigtinio laiko bankroto tikimybes P(T;, < [), apibréztas api-
brézime 1.6, kurios leidZia jvertinti bankroto rizikos augima bégant laikui.

Baigtinio laiko bankroto tikimybiy reikSmeés:

N\u 0 1 2 3 4 5 6 7

1 0.65425 | 0.34575 | 0.13048 | 0.03724 | 0.00845 | 0.00158 | 0.00025 | 0.00003
2 0.74198 | 0.48423 | 0.25401 | 0.11102 | 0.04155 | 0.01355 | 0.00389 | 0.00099
3 0.78568 | 0.56146 | 0.34127 | 0.18165 | 0.08610 | 0.03663 | 0.01406 | 0.00490
4 0.81281 | 0.61211 | 0.40492 | 0.24148 | 0.13145 | 0.06557 | 0.03004 | 0.01267
5 0.83173 | 0.64855 | 0.45352 | 0.29134 | 0.17368 | 0.09628 | 0.04968 | 0.02388
6 0.84587 | 0.67635 | 0.49206 | 0.33319 | 0.21183 | 0.12661 | 0.07115 | 0.03760
7 0.85696 | 0.69847 | 0.52354 | 0.36876 | 0.24599 | 0.15554 | 0.09320 | 0.05291
8 0.86596 | 0.71660 | 0.54987 | 0.39937 | 0.27656 | 0.18270 | 0.11508 | 0.06910
9 0.87345 | 0.73182 | 0.57229 | 0.42605 | 0.30399 | 0.20799 | 0.13636 | 0.08564
10 | 0.87981 | 0.74482 | 0.59168 | 0.44953 | 0.32872 | 0.23146 | 0.15683 | 0.10220

3 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T,, <), kaic=11ir X ~ P(1), 8 ~ P(1).

Toliau grafike (2) pavaizduotos funkcijos P(T;, < l) reik§més grafiskai, kai
u < 10.
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2 pav.: Bankroto laiko tikimybiy P(T, < I) grafikas kai ¢ = 1 ir X ~ P(1),
0~P(1).

Pateiktas grafikas (2) parodo baigtinio laiko bankroto tikimybes P(T, <)
skirtingiems u iki w = 10, kai ¢ = 1. Cia analizuojama, kokia yra tikimybeé, kad
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bankrotas jvyks iki tam tikro laiko momento.

Grafike (2) galima pastebéti, kad, kai v = 0, bankroto rizika yra didelé ir
artimiausia vienetui, t.y. jau per pirmus kelis zingsnius tikimybé pasiekia dau-
giau nei 80%.

Didéjant pradiniam turtui, pavyzdziui, kai u = 5, net ir po 10 zingsniy tiki-
mybé siekia apie 23%, o kai u = 10 - vos kelis procentus. Tai rodo, kad didesnis
pradinis turtas ne tik sumazina ankstyvojo bankroto tikimybe, bet ir prailgina
laika, per kurj rizika realiai pasireiskia.

Kadangi X ~ P(1), § ~ P(1) ir ¢ = 1, tai, remiantis 1.7 apibrézimu ir
saltiniu [4]
EX -cEd=1-1-1=0,

todél §iuo atveju grynojo pelno salyga netenkinama ir bankroto tikimybé bega-
liniame laike ¢(u) = 1.

Pavyzdziui atlikus tuos pacius skai¢iavimus Python iki 50 Zingsnio, P(T,, <
50), kai ¢ = 1 gaunamos tokios reikSmés:

\u 0 1 2 3 4 5 6 7
50 | 0.94582 | 0.88337 | 0.80872 | 0.73276 | 0.65903 | 0.58849 | 0.52166 | 0.45898

4 lentelé: Bankroto laiko tikimybeés P(T,, < 50),kaic=1ir X ~ P(1), 6 ~ P(1).

Pateikti skai¢iavimai P(T,, < 50) lenteléje (4) iliustruoja, kaip P(T,, < 1)
artéja prie vieneto didéjant [.

Pavyzdys 2.3. Tarkime, kad premijos surinkimo greitis ¢ > 0, t.y. nebutinaz
lygu vienetui ir X ~ P(A1), 0 ~ P(Aa), kur Ay = Ao = 1 yra nepriklausomi
Puasono atsitiktiniai dydZiai. Tegul pradinis draudiko turtas u € Ny. Siame
pavyzdyje parodoma, kaip praktiskai apskaiciuojamos bankroto laiko tikimybés
su pasirinktomis parametry reikSmeémis.

Remiantis (7) formule:

(A1+22) AP
k) =P(X —cf = k) = e~ M1
fh) =P(X —c) =k)=e Z:O e+ k).
cg+k>0
1
—e? Y kezZ
e - - K € L.
= jlcj + k).
citk>0
Tada
u—1
— — _ —2
k=—0c0 320
cg+k>()
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Lema 2.2. Tarkime, kad

AN
(k) = /22— i =0,1,2,...
a]( ) ]'(C]-ﬁ-k)“ J Ly S )
kur ¢ >0, A1, A2 >0, 0 k <u—1 yra fiksuotas sveikasis skaicius.
Tada Ve > 0,3J € N:

Zaj(k)<5 Vk <u-—1.
g>J

Irodymas. Galima pastebéti, kad narys a; (k) yra apibréztas tik tada, kai ¢j+k >
0, nes kitaip faktorialas (c¢j+k)! buty neapibréztas, todél, jei ¢j+k < 0, laikoma,
kad
aj(k) =0.
Taigi, nemaZinant bendrumo, faktorialg (¢j + k)! galima jvertinti taip:
(cj + R =1, (17)

nes faktorialas yra didéjanti funkcija.
Kadangi A;,A2 > 0, ¢ > 0, j = 0,1,2,..., tai, remiantis (17), narj a;(k)
galima jvertinti taip:

cjNJg cjyJ cy.\Jj
0< a(h) = 2102 M (AiA)
- Nej+E)! — 411 g!
Taigi, virSutiné riba b; nepriklauso nuo k, todél toks jvertis tinka visiems
k<u-—1.
Toliau galima pastebéti, kad suma E;io b; yra baigtineé:

[e%e} [e'e] AiAQj
Soh =3 A

=0 =0 J

— Aihe

< 00.

Kadangi Z;io b; konverguoja, tai, remiantis [7], jos uodega tenkina tokig
taisykle :
Ve > 0,3J e N:

D bi<e. (19)

i>J

Tada i (18) ir (19) seka, kad

Taigi Ve > 0,3J € N:
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Skaic¢iuojant bankroto laiko tikimybes, naudojama formulé:

/\C”’W
P(T,=1)=1-P(X —c <u)=1—e M11r2)
(T, =1) ( ) kE%);; e
cj+k>0

Toliau bus jrodyta, kad iSorine suma pagal k galima sumuoti nuo kazkokio didelio
neigiamo skaic¢iaus reikSmingai nepakeic¢iant rezultato.

Lema 2.3. Tarkime, kad
cj+k\j
ATTEN

e NNe T ST A
i+ k) J

a;(k) =
kur ¢ >0, A1, A2 > 0.
Galima pazZyméti tikimybiy masés funkcijg

(k) =e"atre) i a;(k)
j=0

Tada Ve > 0,3K € Z:

> flk)y<e

k<—-K

Irodymas. Pirmiausia reikia pastebéti, kad, kaip ir lemoje 2.2, narys a;(k) yra
apibréztas tik tada, kai ¢j + k& > 0, nes kitu atveju faktorialas (¢j + k)! buty
neapibréztas. Todél, jei ¢j + k < 0, laikoma, kad

Clj(k) =0.

Taigi visiems j ir k:
Clj(k‘) Z 0.
Kadangi a;(k) > 0 ir Ay, g > 0 tai ir e-(1+22) > 0, todél

flk)=e M2 N"q,(k) >0 VkeZ

Kadangi f(k) yra tikimybiy masés funkcija, tai, remiantis apibrézimu 1.5,

Y Sk =

k=—o0

Taigi eilute Y22 f(k) konverguoja ir yra sudaryta i$ neneigiamy nariy.
Toliau galima apibrézti dalines sumas:

K
= Y f(k), KEeN
k=—K
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Kadangi Y 7o f(k) =1, tai
i S

Tuo tarpu

%) K
1=Sk= > fk)y— > fk)= > fR)+ Y f(k)
k=—K

k=—o0 k<—-K k>K

Kadangi visi f(k) > 0, gaunama nelygybeé

0< > f(k)<1-Sk.

k<—K

Kadangi Sk — 1, tai 1 — Sx — 0, kai K — oo, todél pagal dviejy policininky
principa [7]:
> fk) =0, kai K — oc.
k<—K

Vadinasi, kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja toks K € Z, kad

> flk) <e

k<—-K
O

Kadangi sprendziamas uzdavinys kai ¢ > 0, Ay = Ay = 1 > 0 tai lemy 2.2 ir
2.3 salygos tenkinamos ir jas galima taikyti formulei (16).

Remiantis lema 2.2, formuléje (16) vidinéje sumoje pagal j vietoj +oo galima
naudoti pakankamai didelj sveikaji skaic¢iy, o pagal lema 2.3, iSorinéje sumoje
pagal k vietoj —oo galima naudoti pakankamai maza sveikajj skaiciy, tai prak-
tiniuose skai¢iavimuose su Python naudojamas pjuvis j = 0,1,...,JMAX, kai
JMAX = 500 ir naudojamas pjuvis k = —KNEG, ... ,u—1, kai KNEG = 500.

Nors Python skai¢iavimas pritaikytas bet kokiam ¢ > 0, praktiniuose skai¢ia-
vimuose vienu metu galima analizuoti tik viena fiksuota c. Tolimesniuose skaicia-
vimuose ¢ = 5.

Tuomet, naudojant formule (16), gaunamos $ios reiksmeés:

Nu 0 1 2 3 1 5 6 7
1 | 0.36923 | 0.23276 | 0.09724 | 0.02955 | 0.00699 | 0.00135 | 0.00022 | 0.00003

5 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T, = 1), kaic=5ir X ~ P(1), 0 ~ P(1).

I lenteléje (5) pateikty rezultaty matosi toks pats désningumas kaip ir na-
grinéjant atveji, kai ¢ = 1 (1): didéjant pradiniam turtui u, bankroto tikimybé
per pirma Zingsnj P(T,, = 1) spar¢iai mazéja. PavyzdZziui, kai « = 0, gaunama
P(Ty = 1) = 0.3692, taciau padidinus turtg iki © = 4, tikimybé sumazéja iki
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0.007, o kai u > 6, tikimybé praktigkai lygi nuliui. Taigi pakankamas pradinis
turtas smarkiai sumazina bankroto rizika.

Taip pat, lyginant (1) ir (5) lenteles, galima pastebéti, kad kai premijy surin-
kimo greitis yra didesnis, tikimybé bankrutuoti per pirmajj zingsnj yra mazesné
visiems pradinio turto u lygiams. Toki rezultatai patvirtina intuicija, kad kai
draudikas gauna daugiau pajamy i$ premijy, jo finansiné padétis tampa stabi-
lesné ir tada didesnis premijy surinkimo greitis veikia kaip papildoma saugumo
pagalvé, mazinanti bankroto laiko tikimybes.

Kai T,, = 2,3, ..., bankroto laiko tikimybé apskai¢iuojama remiantis rekur-
sine formule (4):

Zf w—k =1-1)

k=—o00
(A+As) N Acﬁk)‘]
— o~ Cut P(Ty_p=1—1).
oo 55y
k=—oc0 j= O

Kadangi, kaip ir ¢ = 1 atveju 0 < P(T,,_y =1 — 1) < 1, tai, remiantis lema
2.2 gaunama:

)\Cj+k>\j )\CjJrk)\j

0> L2 P(T, =1-1)<y L2 <o
- i'(ci | - cq |
j>Jj.(Cj + k)! = Jlej + k)!
Analogiskai, remiantis lema 2.3,

0< > fRP(Tur=1-1)< > f(k)

k<—-K k<—-K

Taigi, kadangi nagrinéjamu atveju ¢ > 0 ir A\; = Ay = 1 > 0, tai abu
karpymai (pagal j ir pagal k) jtakos galutinam rezultatui neturi ir vidinéje su-
moje pagal j vietoj +oo galima naudoti pakankamai didelj sveikajj skaiciy, o
iSorinéje sumoje pagal k vietoj —oo galima naudoti pakankamai maza sveikaji
skaiciy, todél praktiniuose skai¢iavimuose ir toliau naudojami tie patys pjuviai
j=01...,JMAX, kai JMAX = 500 ir k = —KNEG,...,u — 1, kai
KNEG = 500

Remiantis Python skai¢iavimais bankroto laiko tikimybiy, kai T, = 2,3, ...
ir ¢ = 5 gautos reikSmeés pavaizduotos lenteléje (6):
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\u 0 1 2 3 4 5 6 7

2 0.00664 | 0.03366 | 0.04526 | 0.03306 | 0.01681 | 0.00664 | 0.00216 | 0.00060
3 0.00665 | 0.00793 | 0.01213 | 0.01342 | 0.01075 | 0.00667 | 0.00338 | 0.00145
4 0.00365 | 0.00356 | 0.00416 | 0.00472 | 0.00459 | 0.00371 | 0.00251 | 0.00145
5 0.00164 | 0.00181 | 0.00199 | 0.00203 | 0.00195 | 0.00172 | 0.00136 | 0.00096
6 0.00076 | 0.00089 | 0.00102 | 0.00103 | 0.00095 | 0.00083 | 0.00068 | 0.00053
7 0.00039 | 0.00045 | 0.00052 | 0.00054 | 0.00050 | 0.00043 | 0.00036 | 0.00028
8 0.00021 | 0.00024 | 0.00028 | 0.00029 | 0.00027 | 0.00024 | 0.00020 | 0.00016
9 0.00011 | 0.00013 | 0.00015 | 0.00015 | 0.00015 | 0.00013 | 0.00011 | 0.00009
10 | 0.00006 | 0.00007 | 0.00008 | 0.00009 | 0.00008 | 0.00007 | 0.00006 | 0.00005

6 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T,, = 1), kai c =5 ir X ~ P(1), 8 ~ P(1).

Siekiant jsitikinti, kad pjuviai j = 0,1,...,JMAX, kai JMAX = 500 ir
k= —-KNEG,...,u —1, kai KNEG = 500 tikrai neturi reikSmingos jtakos
rezultatams, buvo atliktas jautrumo testas. Tie patys skaiciavimai buvo pakar-
toti kelioms KNEG reiksméms (KNEG = 300, 500, 700) fiksavus JMAX=500
reikSme, o gautos tikimybés P(T,, = 1), 1 =1,..., 10 buvo palygintos tarpusavy-
je. Gauti skirtumai tarp rezultaty buvo praktiskai lygus nuliui, todél skai¢iavi-
muose naudota pjuvi KNEG = 500 galima laikyti tinkamu ir neturiné¢iu jtakos
galutiniam rezultatui.

Analogiskai buvo patikrinta pjuvio pagal j jtaka. Fiksavus KNEG = 500
reikSme buvo atlikti skai¢iavimai su JMAX = 300, 500 ir 700 ir visais atvejais
gautos tikimybés sutapo, todél galima teigti, kad JMAX pjuvio pasirinkimas
rezultaty nepaveikia.

Toliau grafike (3) pavaizduotos funkcijos P(T;, = l) reiksmés grafiskai, kai
u < 10.

— u=0
0.35 - =1
- u=2
0.30 - =t=u=3
—e u=4
- u=5
— 0.25- u=6
:'_b - u=7
T 0.20 u=8
é —— u=9
E 015 - $— u=10
"
=
0.10
0.05
0.00 s - - - - o
2 4 [ 8 10

Zingsnis |

3 pav.: Bankroto laiko tikimybiy P(T, = [) grafikas kai ¢ = 5 ir X ~ P(1),
0~P(Q1).
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Pateiktas grafikas (3) vaizduoja bankroto laiko tikimybes skirtingiems w iki
u = 10, kai ¢ = 5. I8 grafiko matyti, kad kaip ir ¢ = 1 atveju, bankroto laiko
tikimybés sparciai mazéja didéjant pradinio turto kiekiui u. Jau nuo u > 4 visos
tikimybes P(T,, =) yra labai arti 0. Galima pastebéti, kad kai « = 0, bankroto
tikimybé antrame zingsnyje yra arti nulio. Taip yra todél, nes kai u = 0, | antra
zingsnj pereina tik tie atvejai, kurie pirmame Zingsnyje yra palankus (t.y. tur-
tas netampa neigiamas). Neturint pradinio turto toks atvejis galimas tik tada,
kai nejvyksta zala, o tada turtas Zenkliai pakyla, nes premijy surinkimo greitis
¢ =5, todél bankroto tikimybé antrame Zingsnyje tampa maza. Tuo tarpu, kai
u = 1,2,..., pirmame zingsnyje imoné dar gali atlaikyti keleta zaly ir tokiais
atvejais turtas, einant j antra zingsnj, gali buti artimas nuliui, o su mazu turtu,
bankroto tikimybé yra didesné. Taigi, su nuliniu pradiniu turtu nebankrutavus
per pirma zingsnj, antrame zingsnyje bankroto tikimybé tampa maza, nes turtas
po pirmojo zingsnio tampa pakankamai didelis.

Lyginant su ¢ = 1 grafiku, reik§mingos tikimybés ¢ia yra ties pirmais dviem
zingsniais. Tai reiskia, kad esant didesnei ¢ reik8mei, bankrotas labiau tikétinas
tik pacioje pradZioje, o vélesniuose laiko momentuose tikimybé tampa artima
0, kai tuo tarpu ¢ = 1 atveju tikimybés iSsidésto placiau, reik8mingos tiki-
mybés dar yra ties 3, 4 laiko momentais. Kadangi ¢ = 5 atveju pajamos per
viena zingsnj didéja greiciau, tai ir turtas kaupiamas greiciau, todél bankroto
tikimybés mazéja pakankamai greitai ir bankroto laiko pasiskirstymas tampa
siauresnis.

Toliau pateikiamos baigtinio laiko bankroto tikimybiy reik§meés:

N\u 0 1 2 3 4 5 6 7

1 0.36923 | 0.23276 | 0.09724 | 0.02955 | 0.00699 | 0.00135 | 0.00022 | 0.00003
2 0.37586 | 0.26643 | 0.14250 | 0.06260 | 0.02379 | 0.00799 | 0.00238 | 0.00063
3 0.38251 | 0.27436 | 0.15463 | 0.07602 | 0.03454 | 0.01466 | 0.00576 | 0.00208
4 0.38616 | 0.27792 | 0.15879 | 0.08074 | 0.03913 | 0.01837 | 0.00828 | 0.00354
5 0.38780 | 0.27973 | 0.16078 | 0.08277 | 0.04109 | 0.02009 | 0.00964 | 0.00449
6 0.38856 | 0.28062 | 0.16180 | 0.08380 | 0.04204 | 0.02092 | 0.01032 | 0.00502
7 0.38894 | 0.28107 | 0.16232 | 0.08434 | 0.04254 | 0.02136 | 0.01068 | 0.00530
8 0.38915 | 0.28131 | 0.16260 | 0.08463 | 0.04281 | 0.02159 | 0.01088 | 0.00546
9 0.38926 | 0.28143 | 0.16275 | 0.08478 | 0.04295 | 0.02172 | 0.01099 | 0.00554
10 | 0.38932 | 0.28151 | 0.16283 | 0.08487 | 0.04303 | 0.02180 | 0.01105 | 0.00559

7 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T, <), kai c=5ir X ~ P(1), 6 ~ P(1).

Grafike (4) pavaizduotos funkcijos P(T, <) reikdmes grafiskai, kai v < 10.
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4 pav.: Bankroto laiko tikimybiy P(T,, < ) grafikas kai ¢ = 5 ir X ~ P(1),
6 ~P(1).

Pateiktas grafikas (4) parodo baigtinio laiko bankroto tikimybes P(T,, < 1)
skirtingiems u iki v = 10, kai ¢ = 5.

Galima pastebéti, kad kai ¢ = 5, baigtinio laiko bankroto tikimybés yra
Zymiai maZesnés, o lyginant su atveju grafike (2), kai ¢ = 1, kreivés greitai
stabilizuojasi. Tai reiskia, kad bankrotas dazniausiai jvyksta per pirmuosius
du Zzingsnius, o vélesni zingsniai papildomos rizikos beveik nesukuria. Taigi,
kuo didesnis jmoky surinkimo greitis, tuo grei¢iau formuojasi turtas ir bankroto
rizika susikoncentruoja proceso pradzioje, o véliau beveik nebeauga.

Kadangi X ~ P(1), 8§ ~ P(1) ir ¢ = 5, tai, remiantis 1.7 apibrézimu ir
Saltiniu [4]
EX-cEd=1-5-1=-5<0,

todél Siuo atveju grynojo pelno salyga tenkinama ir bankroto tikimybé begali-
niame laike 9 (u) < 1.

Grafike (4) galima pastebéti, kad didéjant Zingsniy skaiciui I, tikimybeés
P(T, < 1) stabilizuojasi ir neartéja prie vieneto, kas ir atitinka teorinj rezul-
tata, kad grynojo pelno salyga tenkinama. Tai reiskia, kad draudiko gaunamos
vidutinés pajamos vir§ija vidutinius patiriamus nuostolius ir draudikas dirba
pelningai.

Pavyzdys 2.4. Tarkime, kad premijos surinkimo greitis ¢ = 5 ir tarplaikiy
skirstinys yra 8 ~ P(1), o Zaly pasiskirstymo parametras bus pakeistas, t.y.
X ~ P(A). Siame pavyzdyje nagrinéjama Zaly intensyvumo \; jtaka bankroto
tikimybéms.

Siuo atveju EX = A1, B9 = 1 ir grynojo pelno salyga, apibrézta apibrézime
1.7 jgyja pavidala A; — 5 < 0, todél, kai A; < 5, bankroto tikimybé begaliniame
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laike ¢(u) < 1
Nagrinéjamas atvejis, kai A; = 4, tada grynojo pelno salyga:
EX-cEd=4-5-1=-1<0
ir remiantis apibrézimu 1.7, ¢¥(u) < 1.

Kaic=5ir X ~ P(4), 0 ~ P(1), kur X ir § yra nepriklausomi Puasono
atsitiktiniai dydZziai ir pradinis draudiko turtas u € Ny, tai, remiantis (7):

(atA2) AN
flE)=P(X —cl=k)=e 1772 -
(k) ( ) JZ;O i +k)!
cj+_chO
. 45j+k
—et Y AT ez
T
= J'(55 + k)!
554k>0
Tada
45]+k
P(T,=1)=1- —h<u)y=1—¢" 20
(T=1)=1-P(X —cf <) ZOOZ S @
B 5jj+k>o

Formulei (20) galioja lemos 2.2 ir 2.3, nes \y =4 > 0ir Ao =1 > 0, o
c =5 > 0, todél praktiniuose skai¢iavimuose vidinéje sumoje pagal j vietoj +oo
galima naudoti pakankamai didelj sveikajj skai¢iy, o iSorinéje sumoje pagal k
vietoj —oo galima naudoti pakankamai maza sveikaji skaiciy, todél praktiniuose
skai¢iavimuose naudojami tie patys réziai kaip ir A\; = Ao = 1 atveju: j =
0,1,...,JMAX, kai JMAX =500 ir k= —KNEG,...,u—1, kai KNEG =
500.

Tuomet naudojant formule (20) gaunamos Sios reiksmes:

N\u 0 1 2 3 4 5 6 7
0.50592 | 0.44071 | 0.37507 | 0.29915 | 0.21629 | 0.13954 | 0.08009 | 0.04105

8 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T,, = 1), kaic=5ir X ~ P(4), 8 ~ P(1).

I lenteléje (8) pateikty rezultaty matosi toks pats désningumas kaip ir na-
grinéjant atvejj, kai ¢ = 5 ir X ~ P(1), 0 ~ P(1) lenteléje (5): didéjant pradi-
niam turtui u, bankroto tikimybé per pirma Zingsnj P(T,, = 1) sparc¢iai mazéja.

Lyginant rezultatus tarp lenteliy (8) ir (5), galima pastebéti, kad padidéjes
zaly intensyvumas nuo Ay = 1 iki A\; = 4, bankroto tikimybes Siek tiek padidina
visoms pradinio turto reikSméms u. Pavyzdziui, kai v = 0, bankroto tikimybé
pirmame zingsnyje padidéja nuo ~ 0.37 iki ~ 0.5.
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Kai T, = 2,3, ..., bankroto laiko tikimybé apskai¢iuojama remiantis rekur-
sine formule (4):

u—1

P(Tu = l) = Z f(k)]P)(Tu—k =1- 1)

k=—o0

SN AR

) ZZ Cj+k P( —k=1-1)

45]+k

— " Z Z GER] e P(Lumk =1 1) (21)

OOJO

Remiantis Python skai¢iavimais gautos bankroto laiko tikimybiy reikSmeés
pavaizduotos lenteléje (9):

Nu 0 1 2 3 1 5 6 7
2 | 0.10146 | 0.10565 | 0.10769 | 0.11267 | 0.11928 | 0.12179 | 0.11579 | 0.10119
3 | 0.04633 | 0.05130 | 0.05591 | 0.06096 | 0.06590 | 0.06934 | 0.07021 | 0.06831
4 | 0.02796 | 0.03153 | 0.03497 | 0.03868 | 0.04245 | 0.04559 | 0.04748 | 0.04787
5 | 0.01906 | 0.02168 | 0.02427 | 0.02709 | 0.03000 | 0.03257 | 0.03441 | 0.03533
6 | 0.01396 | 0.01597 | 0.01799 | 0.02019 | 0.02249 | 0.02458 | 0.02620 | 0.02721
7 | 0.01073 | 0.01232 | 0.01393 | 0.01570 | 0.01756 | 0.01929 | 0.02069 | 0.02165
8 | 0.00854 | 0.00983 | 0.01115 | 0.01260 | 0.01414 | 0.01559 | 0.01679 | 0.01766
9 | 0.00698 | 0.00805 | 0.00915 | 0.01036 | 0.01165 | 0.01288 | 0.01392 | 0.01470
10 | 0.00582 | 0.00672 | 0.00765 | 0.00868 | 0.00977 | 0.01083 | 0.01173 | 0.01244

9 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T,, = 1), kaic =5 ir X ~ P(4), 8 ~ P(1).

Toliau grafike (5) pavaizduotos lenteliy (8) ir (9) reiksmés:
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5 pav.: Bankroto laiko tikimybiy P(T;, = [) grafikas kai ¢ = 5 ir X ~ P(4),
0~PQ1).
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Is pateikto grafiko (5) matyti, kad didziausia bankroto tikimybé daugeliu
atvejy pasiekiama pirmuoju ir antruoju laiko momentais, nes kai zaly intensy-
vumas yra didesnis, jau per pirmuosius laiko momentus gali jvykti reikSmingos
zalos.

Lyginant su (3) grafiku, galima pastebéti, kad padidéjus Zaly intensyvumui,
bankroto tikimybés islieka didesnés ir vélesniuose laiko momentuose.

Toliau lenteléje (10) pateikiamos baigtinio laiko bankroto tikimybiy reiksmeés:

Nu 0 1 2 3 1 5 6 7
1 | 0.50592 | 0.44071 | 0.37507 | 0.29915 | 0.21629 | 0.13954 | 0.08009 | 0.04105
2 | 0.60738 | 0.54636 | 0.48276 | 0.41182 | 0.33557 | 0.26133 | 0.19589 | 0.14224
3 | 0.65371 | 0.59767 | 0.53867 | 0.47278 | 0.40147 | 0.33067 | 0.26610 | 0.21055
4 | 0.68167 | 0.62920 | 0.57364 | 0.51146 | 0.44392 | 0.37626 | 0.31358 | 0.25843
5 | 0.70073 | 0.65088 | 0.59791 | 0.53855 | 0.47392 | 0.40883 | 0.34799 | 0.29375
6 | 0.71469 | 0.66685 | 0.61590 | 0.55874 | 0.49641 | 0.43342 | 0.37419 | 0.32096
7 | 0.72543 | 0.67917 | 0.62983 | 0.57444 | 0.51397 | 0.45271 | 0.39488 | 0.34261
8 | 0.73397 | 0.68900 | 0.64099 | 0.58704 | 0.52811 | 0.46830 | 0.41166 | 0.36027
9 | 0.74095 | 0.69705 | 0.65013 | 0.59740 | 0.53976 | 0.48117 | 0.42558 | 0.37497
10 | 0.74676 | 0.70377 | 0.65778 | 0.60608 | 0.54953 | 0.49200 | 0.43731 | 0.38741

10 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T,, <), kaic=5ir X ~ P(4), 6 ~ P(1).

Grafike (6) pavaizduotos funkcijos P(T, < 1) reikdmes grafiskai, kai v < 10.
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6 pav.: Bankroto laiko tikimybiy P(7,, < [) grafikas kai ¢ = 5 ir X ~ P(4),
6 ~P(1).

Is pateikto grafiko (6) galima pastebéti, kad kai A\; = 4, baigtinio laiko
bankroto tikimybés P(T,, < ) sparciai didéja pirmaisiais laiko momentais, o
véliau po truputj stabilizuojasi. Didéjant pradiniam turtui w, baigtinio laiko
bankroto tikimybés mazéja, taciau visoms u reikSméms ji stabilizuojasi 1é¢iau
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nei atveju, kai X ~ P(1).

Nors abiem atvejais tenkinama grynojo pelno salyga EX — cEf < 0, kai
A1 = 4 skirtumas tarp vidutiniy nuostoliy ir vidutiniy pajamy sumazéja. Dél
Sios priezasties ankstyvojo bankroto rizika yra didesné, net ir esant tam paciam
premijy surinkimo greiciui ¢ = 5.

Pavyzdys 2.5. Tarkime, kad Zaly skirstinys yra X ~ P(1), ¢ =5, o tarplaikiy
skirstinio parametras bus pakeistas, t. y. 6 ~ P(Az2). Siame pavyzdyje na-
grinéjama tarplaikiy pasiskirstymo jtaka bankroto tikimybéms.

Kadangi EX =1, 0 Ef = Ay, grynojo pelno salyga, apibrézta apibrézime 1.7
igyja pavidala 1 — 52 < 0, todél, kai Ao > 0.2, bankroto tikimybé begaliniame
laike 9 (u) < 1

Toliau bus nagrinéjamas atvejis, kai Ao = 0.25, tada tada grynojo pelno

salyga:
EX -cEf=1-5-0.25=-0.25<0

ir, remiantis apibrézimu 1.7, ¥ (u) < 1.

Kaic=5ir X ~ P(1), 6 ~ P(0.25), kur X ir 0 yra nepriklausomi Puasono
atsitiktiniai dydziai ir pradinis draudiko turtas u € Ny, tai, remiantis (7):

cj+k\j
Flk) =P(X —cf = k) = e~ 3 ﬁ
= jcj + k)!
cj+k>0
0.257
=eTt® 0. k€L
‘ 2 355 + k)V
7>0
5J+k>0
Tada
257
P(T,=1)=1-P(X —cf <u) = 71252 5 L, )
k=—oo j>0 5] + k
5j+k>0

Formulei (22) galioja lemos 2.2 ir 2.3, nes A\; = 1 > 0 ir Ay = 0.25 >
0, o ¢ = 5 > 0, todél praktiniuose skai¢iavimuose naudojami tie patys réziai
kaip ir A\; = A9 = 1 atveju: j = 0,1,...,JMAX, kai JMAX = 500 ir k =
—KNEG,...,u—1, kai KNEG = 500.

Tuomet naudojant formule (22) gaunamos Sios reikSmes:

N\u 0 1 2 3 4 5 6 7
1 0.77951 | 0.49241 | 0.20581 | 0.06254 | 0.01479 | 0.00285 | 0.00046 | 0.00006

11 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T, = 1), kai ¢ = 5 ir X ~ P(1),
6 ~ P(0.25).
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I5 lenteléje (11) pateikty rezultaty matosi toks pats désningumas kaip ir
nagrinéjant atvejj, kai ¢ =5 ir X ~ P(1), 0 ~ P(1) lenteléje (5): didéjant pradi-
niam turtui u, bankroto tikimybé per pirma laiko momentg P (T, = 1) sparciai
mazeja.

Lyginant rezultatus tarp lenteliy (11) ir (5), galima pastebéti, kad sumaZinus
tarplaikiy parametra nuo Ao = 1 iki s = 0.25, bankroto tikimybés pirmuoju
laiko momentu padidéja visoms pradinio turto reikSméms u. Pavyzdziui, kai
u = 0, bankroto tikimybé padidéja nuo ~ 0.37 iki ~ 0.78. Tokie rezultatai
parodo, kad bankroto rizika gali padidéti tiek dél padidéjusio zaly intensyvumo,
tiek dél sumazinto tarplaikiy parametro.

Kai T,, = 2,3, ..., bankroto laiko tikimybé apskai¢iuojama remiantis rekur-
sine formule (4):

P(T, =1) = Zf wk =1—1)

k=—o00

SN AR

— o~ (A1+A2) Z Z cj n k; (Tu—k =1- 1)

o

0.257
e~ 125 Tyop=1—1 23
¥ Sttty e

Remiantis Python skai¢iavimais gautos bankroto laiko tikimybiy reikSmés
pavaizduotos lenteléje (12):

N\u 0 1 2 3 4 5 6 7

2 0.00743 | 0.14350 | 0.20072 | 0.14759 | 0.07519 | 0.02973 | 0.00969 | 0.00270
3 0.01564 | 0.04908 | 0.10205 | 0.12162 | 0.09985 | 0.06262 | 0.03188 | 0.01370
4 0.01744 | 0.02622 | 0.05044 | 0.07473 | 0.08204 | 0.07008 | 0.04876 | 0.02859
5 0.01447 | 0.02012 | 0.03129 | 0.04560 | 0.05677 | 0.05872 | 0.05081 | 0.03747
6 0.01071 | 0.01650 | 0.02409 | 0.03208 | 0.03964 | 0.04432 | 0.04375 | 0.03787
7 0.00799 | 0.01323 | 0.01983 | 0.02557 | 0.03035 | 0.03392 | 0.03529 | 0.03356
8 0.00634 | 0.01060 | 0.01634 | 0.02132 | 0.02501 | 0.02753 | 0.02882 | 0.02850
9 0.00529 | 0.00871 | 0.01350 | 0.01790 | 0.02121 | 0.02335 | 0.02441 | 0.02440
10 | 0.00453 | 0.00736 | 0.01135 | 0.01514 | 0.01815 | 0.02018 | 0.02122 | 0.02134

12 lentelé: Bankroto laiko tikimybés P(T, = 1), kai ¢ = 5 ir X ~ P(1),
6 ~ P(0.25).

Grafike (7) pavaizduotos lenteliy (11) ir (12) reik8més:
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7 pav.: Bankroto laiko tikimybiy P(T,, = [) grafikas kai ¢

0 ~ P(0.25) .

5ir X ~ P(1),

Is pateikto (7) grafiko matyti, kad didZiausia bankroto tikimybé daugeliu
atvejy pasiekiama pirmaisiais laiko momentais. Ypa¢ ryski ankstyvojo bankroto
rizika pastebima esant mazoms pradinio turto reikdméms u. Didéjant Zingsniui
[, bankroto laiko tikimybés mazéja ir vélesniuose laiko momentuose tampa arti-

mos nuliui.

Lyginant su (3) grafiku, galima pastebéti, kad sumazinus tarplaikiy para-
metro reikSme iki Ay = 0.25, bankroto tikimybés pirmaisiais laiko momentais
zenkliai padidéja visoms pradinio turto reik§méms u.

Lenteléje (13) pateikiamos baigtinio laiko bankroto tikimybiy reiksmeés:

Nu 0 1 2 3 1 5 6 7
1 | 0.77951 | 0.49241 | 0.20581 | 0.06254 | 0.01479 | 0.00285 | 0.00046 | 0.00006
2 | 0.78694 | 0.63591 | 0.40653 | 0.21013 | 0.08997 | 0.03258 | 0.01015 | 0.00276
3 | 0.80258 | 0.68499 | 0.50857 | 0.33175 | 0.18983 | 0.09520 | 0.04203 | 0.01647
4 | 0.82002 | 0.71121 | 0.55901 | 0.40649 | 0.27186 | 0.16528 | 0.09079 | 0.04506
5 | 0.83449 | 0.73133 | 0.59030 | 0.45209 | 0.32864 | 0.22399 | 0.14160 | 0.08253
6 | 0.84520 | 0.74783 | 0.61439 | 0.48417 | 0.36828 | 0.26832 | 0.18535 | 0.12039
7 | 0.85319 | 0.76106 | 0.63422 | 0.50974 | 0.39862 | 0.30224 | 0.22065 | 0.15395
8 | 0.85952 | 0.77166 | 0.65056 | 0.53106 | 0.42363 | 0.329778 | 0.24947 | 0.18245
9 | 0.86482 | 0.78037 | 0.66405 | 0.54895 | 0.44484 | 0.35313 | 0.27388 | 0.20685
10 | 0.86934 | 0.78774 | 0.67541 | 0.56409 | 0.46299 | 0.37331 | 0.29510 | 0.22819

13 lentelé: Bankroto laiko tikimybeés P(T,, < 1),

6 ~ P(0.25).

kai ¢ = 5 ir X ~ P(1),

Grafike (8) pavaizduotos funkcijos P(T, < 1) reik8mes grafiskai, kai v < 10.
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Kaupiamaji tikimybeé PiT, =)

8 pav.: Bankroto laiko tikimybiy P(7;, < [) grafikas kai ¢ = 5 ir X ~ P(1),
0~ P(0.25) .

Pateikta (8) grafika lyginant su (4) grafiku, galima pastebéti, kad pasikeitus
tarplaikiy skirstiniui, baigtinio laiko bankroto tikimybés P(T,, < I) auga spar-
¢iau pirmaisiais laiko momentais.

Nors $iuo atveju grynojo pelno salyga EX — cEf < 0 tenkinama, gauti re-
zultatai rodo, kad nors ir bankroto tikimybé begaliniame laike nevirsija vieneto,
toks tarplaikiy parametro reiksmés pokytis daro jtaka bankroto rizikos pasis-
kirstymui.

Apibendrinant praktinés dalies rezultatus, galima teigti, kad diskretaus laiko
E. Sparre Andersen modelis leidzia aigkiai jvertinti bankroto laiko pasiskirsty-
mo priklausomybe nuo pradinio turto, premijy surinkimo grei¢io bei zaly ir
tarplaikiy pasiskirstymo. Skaitiniai rezultatai ir jy grafikai leidZia jvertinti, kaip
Sios priklausomybés pasireiskia praktiniuose skai¢iavimuose. Taip pat parodyta,
kad taikomi skai¢iavimo metodai ir pasirinkti pjuviai leidzia patikimai ir tiksliai
apskai¢iuoti bankroto laiko tikimybes praktiniuose uzdaviniuose.
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Isvados

Siame magistro baigiamajame darbe buvo nagrinétas diskretaus laiko E. Sparre
Andersen rizikos modelis ir bankroto laiko pasiskirstymas. Teorinéje darbo da-
lyje apibréztas draudiko turto procesas, bankroto laikas bei baigtinio ir begalinio
laiko bankroto tikimybés, i§vesta rekursiné bankroto laiko tikimybiy skai¢iavimo
formulé ir aptarta grynojo pelno salyga.

Praktinéje darbo dalyje, nagrinéjant atvejus su Puasono skirstiniais, atlikti
skaitiniai bankroto laiko tikimybiy skai¢iavimai. Nustatyta, kad pradinis drau-
diko turtas, premijy surinkimo greitis bei zaly ir tarplaiky skirstiniy parametry
pasirinkimas turi esmine jtaka bankroto laiko pasiskirstymui. Taip pat parody-
ta, kad pasirinkti skaitiniai metodai ir taikomi pjuviai yra tinkami praktiniams
bankroto laiko tikimybiy skai¢iavimams.

Ateityje buty galima pratesti Siame darbe pradéta tyrima, taikant apraSytus
skai¢iavimo metodus kitiems diskretaus laiko rizikos modelio parametry pasi-
rinkimams ir skirstiniams.

31



Literaturos saltiniai

[1]

2]

3]

4]

[5]

[6]

7]

8]

Andersen, E.S., On the Collective Theory of Risk in Case of Contagion
between the Claims, Transactions on X Vth International Congress of Actu-
aries, 2, 219-229, 1957.

H. Pishro-Nik, Introduction to probability, statistics, and random processes,
Kappa Research LLC, 2014. https://www.probabilitycourse.com.

A. Bal¢iunas, Taikomoji statistika: 5 paskaita. Atsitiktiniai dydziai, Vil-
niaus universitetas, 2019. https://web.vu.lt/mif/a.balciunas/files/
2019/12/Taikomoji-statistikab.pdf.

H. P. Hsu, Schaum’s Outline of Theory and Problems of Probability, Ran-
dom Variables, and Random Processes, New York : McGraw-Hill, 1997.

N. Gupta, A. Kumar, N. Leonenko, Skellam Type Processes of Order k and
Beyond, Entropy, 22(11), 1193, 2020.

The Bessel Functions, Brown University, Applied Mathematics.
https://appliedmath.brown.edu/sites/default/files/fractional/
35%20TheBesselFunctions.pdf.

V. Mackevi¢ius, Matematiné analizé I. Paskaity konspektas.
https://www.vigirdas.lt/1t/textBooks.html.

A. Grigutis, A. Karbonskis, J. Saulys, Ruin probability for renewal risk
models with neutral net profit condition, Institute of Mathematics, Vilnius
University, 2023

32



Priedai

Python kodas naudotas 2.2 pavyzdyje

import numpy as np

from scipy.special import iv
import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

laml = 1.0

lam2 = 1.0

c=1

iki = 100

KNEG = 100

LMAX = iki + KNEG
EPS = 1le-15

def f_k(k):

k = np.asarray(k, dtype=float)
return np.exp(-(laml + lam2)) * (laml / lam2)*x(k / 2) * iv(np.abs(k), 2 * np.sqrt(laml * lam2))

def skaiciavimas_11(LMAX, KNEG):
11 =[]
for u in range(0, LMAX + 1):
ks = np.arange(-KNEG, u)
reiks = 1.0 - np.sum(f_k(ks))
if reiks < EPS:
11 += [0.0] * (LMAX + 1 - u)
break
11.append (float (reiks))
11 = np.array(l1, dtype=float)
if len(11) < LMAX + 1:
11 = np.pad(11, (0, LMAX + 1 - len(11)), mode=’constant’)
return 11

def sekantis_zingsnis(buves_zingsnis, LMAX, KNEG):
visi = []
for u in range(0, LMAX + 1):
ks = np.arange(-KNEG, u)
idx = u - ks
reiks = np.sum(f_k(ks) * buves_zingsnis[idx])
if reiks < EPS:
visi += [0.0] * (LMAX + 1 - u)
break
visi.append(float(reiks))
visi = np.array(visi, dtype=float)
if len(visi) < LMAX + 1:
visi = np.pad(visi, (0, LMAX + 1 - len(visi)), mode=’constant’)
return visi

def visi_zingsniai(M, iki, KNEG=100):
zingsniai = []
11 = skaiciavimas_11(LMAX, KNEG)
zingsniai.append(11)
buves = 11
for m in range(2, M + 1):
curr = sekantis_zingsnis(buves, LMAX, KNEG)
zingsniai.append (curr)
buves = curr
zingsniai_u = [lay[:iki+1] for lay in zingsniail
return zingsniai_u

M = 10
zingsniai_u = visi_zingsniai(M, iki, KNEG=KNEG)

def visi_zingsniai_skirtingiems_K(KNEG) :

zingsniai_u = visi_zingsniai(M=10, iki=iki, KNEG=KNEG)
return np.vstack(zingsniai_u)
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tikrinu_50 = visi_zingsniai_skirtingiems_K(50)
tikrinu_100 = visi_zingsniai_skirtingiems_K(100)
tikrinu_150 = visi_zingsniai_skirtingiems_K(150)

print("max |K=50 - K=100| :", np.max(np.abs(tikrinu_50 - tikrinu_100)))
print("max |K=100 - K=150|:", np.max(np.abs(tikrinu_100 - tikrinu_150)))

visi = np.vstack(zingsniai_u)
cum_iki_m = np4cumsum(visi, axis=0)

columns = [f"u={u}" for u in range(0, iki+1)]
rows = []

for m in range(1l, M+1):
rows.append ([£"P(T_u={m})"] + list(zingsniai_ul[m-1]))

for m in range(1l, M+1):
rows.append ([£"P(T_u<={m})"] + list(cum_iki_m[m-1]))

df = pd.DataFrame(rows, columns=["Rodiklis"] + columns)
df.iloc[:, 1:] = df.iloc[:, 1:].astype(float).round(5)

pd.set_option("display.max_columns", None)
pd.set_option("display.width", 200)
print (df .to_string(index=False))

m_reikmes = np.arange(l, M+ 1)

plt.figure()
for u_fix in [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]:
if u_fix <= iki:
pmf = visil[:, u_fix]
plt.plot(m_reikmes, pmf, marker=’o’, label=fr"$u = {u_fix}$")

plt.xlabel(r"Zingsnis $1$")
plt.ylabel(r"Tikimybé $P(T_u = 1)$")
plt.grid(True)

plt.legend()

plt.tight_layout()

plt.show()

plt.figure()
for u_fix in [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]:
if u_fix <= iki:
cdf_reiksmes = cum_iki_m[:, u_fix]
plt.plot(m_reikmes, cdf_reiksmes, marker=’o’, label=fr"$u = {u_fix}$")

plt.xlabel(r"Zingsnis $1$")
plt.ylabel(r"Kaupiamoji tikimybé $P(T_u <= 1)$")
plt.ylim(0, 1)

plt.grid(True)

plt.legend ()

plt.tight_layout()

plt.show()

Python kodas naudotas 2.3, 2.4, 2.5 pavyzdZiuose

import numpy as np

import pandas as pd

import math

import matplotlib.pyplot as plt

laml = 1.0 # 4.0
lam2 = 1.0 # 0.25
c =5

iki = 50
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M = 10

KNEG = 500
JMAX = 500
TOL = 1le-20
EPS = le-18
def f_k(k):

k = int(k)

totalas = 0.0
for j in range(0, JMAX+1):
cjpk = cxj + k
if cjpk < O:
continue
log_reiksme = (-(laml + lam2)
+ (cjpk) * math.log(laml)
+ j * math.log(lam2)
- math.lgamma(j + 1.0)
- math.lgamma(cjpk + 1.0))
term = math.exp(log_reiksme)
totalas += term
if term < TOL and j > 10:
break
return totalas

def skaiciavimas_11(iki, KNEG):
11 =[]
for u in range(0, iki + 1):
ks = np.arange(-KNEG, u, dtype=int)
reiks = 1.0 - np.sum([f_k(k) for k in ks])
if reiks < EPS:
11 += [0.0] * (iki + 1 - w)
break
11.append(reiks)
11 = np.array(l1, dtype=float)
if len(11) < iki + 1:
11 = np.pad(11, (0, (iki + 1) - len(11)), mode=’constant’)
return 11

def sekantis_zingsnis(buves_zingsnis, iki, KNEG):
visi = []
for u in range(0, iki + 1):
ks = np.arange(-KNEG, u, dtype=int)
idx = u - ks
apb = (idx >= 0) & (idx <= iki)
tinkamas_ks = ks[apb]
tinkamas_idx = idx[apb]
reiks = np.sum([f_k(k) * buves_zingsnis[i] for k, i in zip(tinkamas_ks, tinkamas_idx)])
if reiks < EPS:
visi += [0.0] * (iki + 1 - u)
break
visi.append(reiks)
visi = np.array(visi, dtype=float)
if len(visi) < iki + 1:
visi = np.pad(visi, (0, (iki + 1) - len(visi)), mode=’constant’)
return visi

def visi_zingsniai(M, iki, KNEG):

zingsniai = []

11 = skaiciavimas_11(iki, KNEG)

zingsniai.append(11)

buves = 11

for m in range(2, M + 1):
curr = sekantis_zingsnis(buves, iki, KNEG)
zingsniai.append(curr)
buves = curr

return zingsniai

zingsniai = visi_zingsniai(M, iki, KNEG)
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visi = np.vstack(zingsniai)
cum_iki_m = np.cumsum(visi, axis=0)

columns = [f"u={u}" for u in range(0, iki+1)]
rows = []

for m in range(1, M+1):
rows.append ([£"P(T_u={m})"] + list(visi[m-1]))
for m in range(1l, M+1):
rows.append ([£"P(T_u<={m})"] + list(cum_iki_m[m-1]))

df = pd.DataFrame(rows, columns=["Rodiklis"] + columns)
df.iloc[:, 1:] = df.iloc[:, 1:].astype(float).round(5)

pd.set_option("display.max_columns", None)
pd.set_option("display.width", 200)
print (df.to_string(index=False))

m_reiksmes = np.arange(1, M + 1)

plt.figure()
for u_fix in [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]:
if u_fix <= iki:
pmf = visil[:, u_fix]
plt.plot(m_reiksmes, pmf, marker=’o’, label=fr"$u = {u_fix}$")

plt.xlabel(r"Zingsnis $1$")
plt.ylabel(r"Tikimybé $P(T_u = 1)$")
plt.grid(True)

plt.legend )

plt.tight_layout ()

plt.show()

plt.figure()
for u_fix in [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]:
if u_fix <= iki:
cdf_reiksmes = cum_iki_m[:, u_fix]
plt.plot(m_reiksmes, cdf_reiksmes, marker=’o’, label=fr"$u = {u_fix}$")

plt.xlabel(r"Zingsnis $1$")
plt.ylabel(r"Kaupiamoji tikimybé $P(T_u <= 1)$")
plt.grid(True)

plt.legend ()

plt.tight_layout()

plt.show()

def visi_zingsniai_skirtingiems_K(KNEG_reiksme):
zingsniai_u = visi_zingsniai(M=M, iki=iki, KNEG=KNEG_reiksme)
return np.vstack(zingsniai_u)

tikrinu_300 = visi_zingsniai_skirtingiems_K(300)
tikrinu_500 = visi_zingsniai_skirtingiems_K(500)

tikrinu_700 = visi_zingsniai_skirtingiems_K(700)

print ("KNEG karpymo testas:")

print ("max |KNEG=300 - KNEG=500| =", np.max(np.abs(tikrinu_300 - tikrinu_500)))
print("max |KNEG=500 - KNEG=700| =", np.max(np.abs(tikrinu_500 - tikrinu_700)))
print ()

def visi_zingsniai_skirtingiems_JMAX(JMAX_reiksme, KNEG_fix=500) :
global JMAX
senas_JMAX = JMAX
JMAX = JMAX_reiksme
zingsniai_u = visi_zingsniai(M=M, iki=iki, KNEG=KNEG_fix)
JMAX = senas_JMAX
return np.vstack(zingsniai_u)
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tikrinu_J300 = visi_zingsniai_skirtingiems_JMAX(300, KNEG_fix=500)
tikrinu_J500 = visi_zingsniai_skirtingiems_JMAX(500, KNEG_fix=500)
tikrinu_J700 = visi_zingsniai_skirtingiems_JMAX(700, KNEG_fix=500)

print ("JMAX karpymo testas (KNEG=500):")

print ("max |JMAX=300 - JMAX=500| =", np.max(np.abs(tikrinu_J300 - tikrinu_J500)))
print ("max |JMAX=500 - JMAX=700| =", np.max(np.abs(tikrinu_J500 - tikrinu_J700)))
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