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IVADAS

Aktualumas
Magistro darbe analizuojama Rymano (Riemann) dzeta funkcijos ((s), s = o +it € C,
kuri pusplokstumeéje o > 1 apibréziama paprastaja Dirichlé (Dirichlet) eilute bei polino-

mine Oilerio (Euler) sandauga,

elgesj. Tiksliau, iSnagrinésime vieng is nuostabiy Sios funkcijos savybiy — universalumo
savybe, reiskiancia, jog Rymano dzeta funkcijos ((s) postumiais ((s+i7), 7 € R, gali buti
aproksimuojama plati analiziniy funkcijy klasé.

Zinome [1], [3], [4], [6], [8], [11], jog Rymano dzeta funkcija tenkina funkcine lygti

s 1-s 1 —
TE(G)((s) = 7T D (5

)¢(1 = s),

kuri duoda ((s) analizinj pratesima j visa kompleksine plokstuma, iSskyrus taska s = 1,
kuris yra paprastas polius su reziduumu 1.

Daugiau nei keturiasdesimt pastaryjy mety, ypatingai daug démesio skiriama funkcijy,
apibrézimy Dirichlé eilutémis ar ju klasiy universalumo savybei jrodyti [10].

Linikas (Linnik) kartu su Ibrahimovu (Ibrahimov) iskélé hipoteze, kuri teigia, jog
visos funkcijos, kurioje nors pusplokstumeéje apibréziamos Dirichle eilute, analiziskai pra-
tesiamos | kaire nuo absoliutaus konvergavimo pusplokstumeés ir tenkinancios kai kurias
naturalias augimo salygas, yra universalios Voronino prasme.

Tokio tipo tyrimus vykdeé ir vykdo daugelis zinomy skaiciy teorijos specialisty, kaip
B. Baggis (Bagchi), H. Baueris (Bauer), R. Garunkstis, S. M. Gonekas (Gonek), A. Lau-
rin¢ikas, K. Matsumotas (Matsumoto), J. Staudingas (Steuding) ir daugelis kity Lietuvos,
Japonijos, Vokietijos bei Lenkijos matematiky. Rezultaty gausa dar karta parodo univer-
salumo problemos aktualuma ne tik dzeta ir L funkcijy teorijoje ir visoje skaiciy teorijoje.
Nors rasta daug universaliy dzeta ir L-funkciju (pavyzdziui, Hurvico dzeta funkcija, Ler-
cho dzeta funkcija ir kt.), taciau nesunku jrodyti, jog ne visos funkcijos, uzrasytos Dirichle

eilute yra universalios.



PavyzdZiui, jei Dirichlé eilutéje a(n) = 1, kai n = 28, k € N, o a(n) = 0 — kitais at-

vejais, gaunama, jog

—an) ~—1 1
2 n® _;ﬁ_1—2—8’

n=1
deja, néra universali funkcija.

Universalumas yra svarbi ir naudinga dzeta ir L funkcijy savybé, turinti visa eile
teoriniy ir praktiniy pritaikymy: universalumas yra sudétiné dzeta ir L funkcijy funkcinés
nepriklausomybeés jrodymo dalis, Si savybé naudojama nuliy pasiskirstymo ir momenty
problemy sprendimui, padeda jrodyti jvairias aibiy tirStumo teoremas, atlikti integraly
pagal sudétingas analizines kreives, naudojamy kvantinéje mechanikoje, vertinima, atlieka
pagrindinj vaidmenj analiziniy funkcijy aproksimavimo teorijoje.

Tolydus ((s) universalumas. 1975 m. S. M. Voroninas [14] pradéjo nagrinéti
Rymano dzeta funkcijos ((s), s = o + it, universaluma. Jis jrodé, kad kiekviena tolydi,

nelygi nuliui analiziné funkcija juostos
1
D:{SE(C:§<U<1}

kompaktiniuose poaibiuose gali buti tolygiai aproksimuota norimu tikslumu postumiais
((s+it), 7 € R. Véliau Voronino rezultatas buvo patikslintas — profesorius A. Lauriné¢ikas
[7] pateiké bendresnj rezultata.
A teorema [7]. Tegqul K yra juostos D kompaktiné aibé, turinti junguyji papilding. Tarki-
me, kad funkcija f(s) tolydi ir nelygi nuliui aibéje K bei analiziné aibés K viduje. Tuomet
su kiekvienu € > 0

lim inf lmeas {7’ € [0,T] :sup|¢(s+iT) — f(s)| < 6} > 0.

T—oo T seK

Cia simboliu meas { A} Zymimas macios aibés A C R Lebego matas.

Voronino jrodytoje teoremoje aibé K yra skritulys [s — 2| <7, 0<r <, 0 A teo-
rema parodo, kad funkcija f(s) yra aproksimuota Rymano dzeta funkcijos postumiais
bendresnéje aibéje negu skritulys; be to, aibés postumiy, aproksimuojanciy duota analizi-
ne funkcija, apatinis tankis yra grieztai teigiamas. Minétos teoremos jrodymas, skirtingai
nuo pirmojo Voronino jrodymo, remiasi ribine teorema apie silpnaji tikimybiniy maty

konvergavima analiziniy funkcijy erdvéje.



Diskretus Rymano dzeta funkcijos universalumas. Atsizvelgiant j poreikj taiky-
my srityje, vis aktualesni tampa rezultatai, susije su analiziniy funkcijy aproksimavimu di-
skreciais minéty funkcijy postumiais. A teoremoje pateikéme taip vadinama tolydaus tipo
((s) universalumo atveja, kuomet postumiai 7 jgyja bet kurias realias reiksmes. Tuo atve-
ju, kai 7 reikSmeés imamos i$ kokios nors diskrecios aibés, tokio tipo teoremos vadinamos
diskretaus universalumo teoremomis. PaprasCiausias pavyzdys yra aibé {kh : k € Ny},
No = NU {0}, kur ~ > 0 yra fiksuotas skaicius (t.y., reikSmés imamos i$ aritmetinés pro-
gresijos). Pirmasis diskretu universaluma Dedekindo dzeta funkcijai nagrinéjo Reichas
(Reich). Véliau tokio pobudzio tyrimus tesé daug kitu matematiky, pavyzdziui, Bagdis
(B. Bagchi) jrodé diskretaus universalumo teorema [1] Dirichlé L funkcijoms, Staudin-
gas (Steuding) Hurvico dzeta funkcijai, su racionaliu parametru [12], R. Macaitiené —
bendroms Dirichlé eilutéms [9] ir kiti.

Naujausig diskretaus tipo universalumo teoremos versija funkcijai {(s), kai postumiy
reikSmeés imamos i$ aritmetinés progresijos, taip pat pateiké A. Laurincikas.

B teorema [7]. Tegul K yra juostos D kompaktiné aibé, turinti junguyji papilding, o
f(s) yra tolydi nelygi nuliui aibéje K ir analizinéje aibés K viduje funkcija. Tuomet su

kiekvienu h > 0 ire >0

lim inf
N—oo seK

! 1#{0§kSN:sup|C(s—l—z’kh)—f(s)| <5} > 0.

Cia #B 7ymi aibés B galig.

B teoremoje pateikta rezultata praplété A. Dubickas ir A. Laurinc¢ikas [2], postumius
imdami i$ sekos {k® : k € Ny}, ¢ia a fiksuotas, 0 < a < 1. Sio rezultato jrodymui
naudotasi tuo, jog seka {k“h : k € Ny} yra tolygiai pasiskirs¢iusi moduliu 1.

Akcentuosime, tai, jog siekiama rasti kuo platesnes diskrecias aibes, kurioms buty

teisingos universalumo teoremos.

Magistro darbo tikslas — jrodyti diskrety Rymano dzeta funkcijos ((s) universalumg

tam tikrai postumiy seky, tolygiai pasiskirsciusiy moduliv 1, klaser.

Nagrinésime seky {z : £ € N} € X C R, tenkinanéiy reikalavimus, klase:
1. {azy} yra tolygiai pasiskirsciusi moduliu 1 su visiais realiaisiais skaiciais a # 0;

2. 1 <z, <k, visiems k € N;



3. Kai 1 <k, m <N, k # m, teisinga nelygybé

1
Tk — T| > —,
Yn
¢ia yy > 0 toks, kad yyry < N.

Tegul, kaip ir anksc¢iau, D = {s € C : % < 0 < 1}; simboliu K zymésime juostos D
kompaktiniy aibiy su jungiuoju papildiniu klase, o simboliu Hy(K), K € K, — tolydziy,
nevirstanc¢iy nuliu aibéje K ir analiziniy aibés K viduje funkcijy klase.

Pagrindiné teorema. Tarkime, kad {z) : k € N} € X. Tequl K € K ir f(s) €

Hy(K). Tuomet su visais h >0 ire >0

1
liminfﬁ# {1 <k < N :sup|C(s+ixh) — f(s)] < 5} > 0.

N—oo seK

Kaip jau minéjome, A. Dubickas ir A. Laurincikas jrodé [2], jog klasées Hy(K), K € K,
funkcijos gali buti aproksimuojamos ((s) postumiais ((s + ik“h), 0 < a < 1, h > 0. Seka
{k“}, 0 < a < 1, taip pat yra klasés X elementas. Remdamiesi 3.10 uzduotimi i§ [5]
turime, jog seka {ak®} yra tolygiai pasiskirsciusi moduliu 1. Be to, nesunku pastebéti,

kad

(k+1)*—k*> a

> s kal 1<k<N -1

Taigi, Siuo atveju, yy galime parinkti taip, kad yy = Tuomet teorema is [2]

a
IN1-a’
atskirasis musy jrodytos teoremos atvejis.

Naudojami tyrimo metodai
Diskreciy ribiniy teoremy jrodymai remiasi silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo
savybémis bei realiyjy skaiciy seky, tolygiai pasiskirs¢iusiy moduliu 1, teorija.
Sekos {k“}, 0 < a < 1, savybés jau buvo taikytos A. Laurinciko, R.Macaitienés ir
D. Siaucitno darbe [8], kuriame jrodytas diskretus Dirichle (Dirichlet) L funkcijy L(s, x)
rinkinio universalumas.
Diskreciai universalumo teoremai jrodyti naudojamos eilu¢iy analiziniy funkcijy erd-

véje savybés, Mergeliano (Mergelyan) teorema.

Darbo struktura
Magistro darba sudaro jvadas, du skyriai, iSvados, literaturos sarasas bei santraukos

lietuviy ir angly kalbomis. Apibrézimai, teoremos, lemos ir formulés numeruojamos skai-



¢iais, nurodant skyriaus, poskyrio bei objekto numerj skyriuje.
Aprobacija
Magistro darbo rezultatai pristatyti dviejose konferencijose:

e 13th International Scientific Conference Students on their Way to Science, Jelgava,

2018 m. balandzio 20 d. [14].

+ 13-0joje Siauliy universiteto Studenty moksliniy darby konferencijoje, 2018 m. ge-

guzés 17 d.



1 NAUDOJAMOS SAVOKOS IR REZULTATAI

Siame skyriuje pateikiami darbe naudojamy savoky apibrézimai, terminai bei pagal-

binés lemos.

1.1 Silpnasis maty konvergavimas

1.1.1 apibrézimas. Tarkime, kad Q) yra netuscia aibé. Aibés €2 poaibiy sistema F

vadinamas Borelio kunu (o-kunu), jei:
a) Qe F;
b) A€ F, ¢ia A€ F (A° aibés A papildinys);
c) Elem e F visoms A, € F, m=1,2,....

1.1.2 apibrézimas. Trejetas (2, F,P) vadinamas tikimybine erdve.

Tegul T topologiné erdve, o B(T) —erdvés T Borelio aibiy klasé, t. y. visy atviry aibiy
sistemos generuotas o-kunas. Tada kiekvienas matas klaséje B(7) vadinamas Borelio
matu.

Tikimybiniy metody panaudojimo idéja, tyrinéjant funkcijy, apibrézty Dirichlé ei-
lutémis, reiksSmiy pasiskirstyma, yra grindziama silpno tikimybiniy maty konvergavimo
taikymu, kuris yra vienas i$ pagrindiniy asimptotiniy metody.

Tarkime, kad P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)).

1.1.3 apibrézimas. Sakome, kad P, silpnai konverguoja j P, kai n — oo, jei

/fdPn—>/fdP, n — 00,
s S

kiekvienai realiai, apibréstai, tolydZiai funkcijai f i§ S. Zymime P, = P.
1.1.4 lema (Galagherio lema.) Tarkime, Ty ir T > 0 > 0 yra realieji skaiciai, o T yra

baigtiné aibé intervale [Ty, T + Ty) ir

Ns(z)= > 1,
teT

[t—xz|<d

Be to, tegul S(x) yra tolydi intervale [Ty, T +To| kompleksinio kintamojo funkcija , turinti



tolydzig isvestine intervale (To, T + Tp). Tada

/ ) P+ ( / S Pds / o ]S’(x)ﬁdw)%.

To To To

S| =

D NTOIS@P <

teT

Darbe naudosime viena i$ paprasc¢iausiy silpno konvergavimo kriteriju [7].
1.1.5 teorema. P, = P tada ir tik tada, jei is kiekvino posekio {P.} galima isskirti kitg
poseki { P!} taip, kad P! = P.
1.1.6 apibrézimas. Apibrézty erdvéje (S,B(S)) tikimybiniy maty seima {P} yra re-
liatyviai kompaktiska, jei kiekvienas elementy i§ { P} posekis turi silpnai konverguojantj
poseky.
1.1.7 apibrézimas. Tikimybiniy maty Seima P vadinama suspausta (tirsta), jei kiekvie-
nam Ye > 0 egzistuoja kompaktiska aibé K C S tokia, kad P(K) > 1 — ¢, visiems P is
{P}.

Tikimybiniy maty silpno konvergavimo teorijoje svarby vaidmenj atliecka Prochorovo
teoremos, susiejancias reliatyvaus kompaktiskumo ir suspaustumo savokas.
1.1.8 lema. Jei tikimybiniy maty Seima {P} yra tirsta, tai ji yra ir reliatyviai kompak-
tiska.
1.1.9 lema. Tequl S - pilna separabili metriné erdvé. Jei apibrézty erdvéje (S, B(S))
tikimybiniy maty Seima { P} yra reliatyviai kompaktiska, tai ji yra ir suspausta.

1.1.8, 1.1.9 teoremy jrodymai pateikti [1].
1.1.10 apibrézimas. Atsitiktiniy elementy seka {X,} konverguoja pagal skirsting i at-
sitikting elementq X, kai n — oo, jei X,, skirstiniai konverguoja j elemento X skirsting.
Zymésime (X, LN X).

Tegul S — separabili metriné erdve su metrika p, o X,,, X1, Xyo, ... yra S-reikSmiai
atsitiktiniai elementai, apibrézti erdvéje (2, F,P).
1.1.11 lema. Tarkime, kad (Xym = X3), kai n — oo (kiekvienam k), bei (Xp 2 X),
kai k — oco. Jei kiekvienam € > 0

lim Tim P{p(X,,Y,) > e} =0,

tai Y, 2>X, kat n — oo.

Taip pat pateikiame keletg savoky susijusias su vienu is pagrindiniy komponenty ribi-

niy teoremy jrodymuose — Haro (Harr) matu.
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1.1.12 apibrézimas. Tequl aibéje G apibrézta grupés bei topologiné struktura. Jei funkci-
jah:GxG — G, apibréZiama lygybe h(x,y) = zy~', yra tolydi, tuomet aibé G vadinama
topologine grupe.

1.1.13 apibrézimas. Topologiné grupé vadinama kompaktiska, jei jos topologija yra kom-
paktiska.

1.1.14 apibrézimas. Borelio matas P, apibréztas kompaktiskoje topologinéje grupéje G,
vadinamas invariantiniu, jei P(A) = P(zA) = P(Az) visoms A € B(G) ir x € G. Cia
zA ir Az yra atitinkamai aibés {zy :y € A} ir {zy: x € A}.

1.1.15 apibrézimas. Invariantinis Borelio matas, apibréztas kompaktiskoje topologinéje
grupéje, vadinamas Haro matu.

1.1.16 lema. Kiekvienoje kompaktiskoje topologinéje grupéje egzistuoja vienintelis tiki-

mybinis Haro matas.

1.2 Tolygus pasiskirstymas moduliu 1

1.2.1 abibrézimas. Seka {z* : k € N} C R yra vadinama tolygiai pasiskirsciusia

moduliu 1, jei kiekvienam intervalui I = [a,b) C [0,1), kurio ilgis |I|, teisinga lygybé

1

n—oo N

> xa{z}) =11,

¢ia x1 yra intervalo I indikatorius, o {u} yra skaicius u € R trupmeniné dalis.

Tiek B, tiek pagrindinés teoremos jrodymui naudojamas Veilio (Weyl) kriterijus, nuro-
dantis butinas ir pakankamas salygas, kad realiuju skaiciy seka {zj : k € N} butu tolygiai
pasiskirsc¢iusi moduliu 1.

1.2.2 lema [5]. Realiy skaiciy seka {xy : k € N} yra tolygiai pasiskirsciusi moduliu 1

tada ir tik tada, kai su visais sveikaisiais m # 0 yra teisinga lygybé

1 N
: § : 2mimaxy —

k=1
1.3 Universalumo teorija

Universalumo teoremos jrodymui naudojami analiziniy funkcijy aproksimavimo, bei
tikimybiniy maty funkcijy erdvéje atramos radimo metodai.
1.3.1 apibrézimas. Mato P atrama (neséju) vadinama tokia minimali uZdara aibé

A € B(s), kad P(A) = 1.

11



Remiantis silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo apibrézimu, sudétinga nustatyti
konkreciy tikimybiniy maty konvergavima, todél naudojamasi ekvivalentais, fotmuoja-
mais aibiy terminais.

1.3.2 lema. Tegul P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)). Tuomet
P,, kat n — o0, silpnai konverguoja § P tada ir tik tada, kai galioja bent vienas is

tvirtinimay:

1. Su kiekviena tolygiai aprézta realia funkcija f erdvéje S

lim fdPn:/fdP;
S s

n—oo

2. Su kiekviena erdvés S uZdargja aibe F' yra teidinga nelygybé

limsup P, (F) < P(F);

n—oo

3. Su kiekviena erdvés S atvirgja aibe G yra teisinga nelygybé

liminf P,(G) > P(G);

n—oo

4. Su kiekviena mato P tolydumo aibe A (aibé A yra vadinama mato P tolydumo aibe,

jeigu jos krasto OA matas P yra lygus nuliui, t.y., P(OA) = 0)) yra teisinga lygybé

lim P,(A) = P(A).
1.3.3 lema (Mergeliano) Tegul K C D yra kompaktiné aibé, turinti junguji papilding,
o funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné aibés K viduje. Tuomet su kiekvienu e > 0,

egzistuoja toks polinomas p(s), kad

sup [g(s) — p(s)| <e.
seK

12



2 PAGRINDINES TEOREMOS JRODYMAS

Siame skyriuje pateikiami nauji ir jau zinomi rezultatai, naudojami pagrindinés teo-

remos jrodymui.

2.1 Tikimybinis modelis

Pazymeékime B(X) erdvés X Borelio o-kuna. Tegul v, = {s € C : |s| = 1} yra

vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje ir
0= H )
p

su visais pirminiais p. Zinoma [7], kad su sandaugos topologija ir patagkine daugyba
begaliniamatis toras € yra kompaktiné topologiné Abelio grupé, todeél erdvéje (2, B(£2))
galima apibrézti tikimybinj Haro mata my. Gaunama tikimybine erdve (€2, B(Q2), my).
Pazymékime w(p) elemento w € Q projekcija j kordinating erdve v, ir apibrézkime komp-

leksines reiksmes jgyjant] atsitiktinj elementa

C(s,w) = H (1 _ W(p)>_1_

S
p p

Irodyda [7], kad si sandauga pagal pirminius skai¢ius konverguoja tolygiai juostos D
kompaktiskuose poaibiuose beveik visiems w € Q. Taigi, ((s,w) yra H(D)-reikSmis,
atsitiktinis elementas, apibréztas ant tikimybinéje erdvéje (2, B(Q), my). Cia H(D) zymi
analiziniy juostoje D funkcijy erdve su tolygaus konvergavimo ant kompaktiniy topologija.

Tarkime, P yra atsitiktinio elemento ((s,w) skirstinys, t.y.,
Pr(A)=mpwe:((s,w) € A), AeB(H(D)).

Sio poskyrio tikslas yra jrodyti pagalbinj rezultata apie tam tikro tikimybinio mato kon-
vergavimag } .

2.1.1 teorema. Tarkime, kad {z : k € N} € X. Tuomet su visias h > 0

def 1

Py(A) = N

#{1 <k < N:((s+izzh) € A}, Ae B(H(D)),

13



kai N — oo silpnai konverguoja § Pr.

2.1.1 teoremos jrodymo pagrindas yra ribiné teorema tore ). Pazymékime

Qn(A4) = %#{1 <kE<SN:(p™'.peP)ec A}, AcB().

2.1.2 teorema Tarkime, kad seka {axy} yra tolygiai pasiskirsciusi moduliv 1 su visais
realiaisias a # 0. Tuomet kiekvienam h > 0, matas Qn, kai N — oo, silpnai konverguoja
1 tikimybing Haro matg my.

Irodymas. Veilio kriterijus, kurj pateikéme 1.2 poskyryje (1.2.2 lema), yra puikus
budas patikrinti, ar seka yra tolygiai pasiskirsc¢iusi moduliu 1.

2.1.2 teoremos jrodymui taikysime Furje transformacija gn(k), k = (k, : k, € Z,p €

P), kur P zymi visy pirminiy skai¢iy aibe. Zinoma, kad

k=1 p

N
1 :
= exp {—mkh g ky logp} ,

k=1 p

QN(E) = /QHWkp(p)dQN = %Z Hp—imkkph _

(2.1)

¢ia tik baigtinis sveikyjy skaiciy &, skaicius yra nelygus nuliui. Akivaizdu, jei k = 0, tada

gn(k) =1. (2.2)

Be to, gerai zinoma, kad pirminiy skaiciy logaritmai yra tiesiskai nepriklausomi virs ra-

cionaliyjy skaiciy kuno. Todél, jei k£ # 0, tada
Z kylogp # 0.
p

Taigi, remiantis pirmuoju reikalavimu klasés X elementams, tuo atveju kai k # 0, seka

1
{—%xkhg k, logp}

yra tolygiai pasiskirs¢iusi moduliu 1. Vadinasi, pagal Veilio kriterijy

N
1 ‘
]\}lil(l)oﬁ E exp{—mkh E k;plogp} =0

k=1 p

14



IS cia, bei (2.1) ir (2.2) seka, kad

1 jei k=0,
Jdim gy (k) = (2.3)
o 0 jeik+#0.

Kadangi (2.3) Furje transformacijos desiné pusé sutampa su Haro matu my, pasinaudoje
tolydumo tikimybiniams matams kompaktinése grupése teorema, gauname 2.1.2 lemos
tvirtinima. |

Sekantis rezultatas, kuris bus reikalingas 2.1.1 teoremos jrodymui, yra ribiné teorema
absoliuciai konverguojanciomis Dirichlé eilutéms.

Tegul 6 > % yra fiksuotas skaic¢ius. Pazymékime

vn(m) = exp {— (%)6} C mneN,

ir apibrézkime

Cals) = Z Uz(;n)

Irodyta [7], kad eiluté ¢,(s) absoliudiai konverguoja pusplokstuméje o > % Apibrézkime

tikimybinj matg
1
Py, (A) = N#{l <k <N:((s+ixgh) € A}, A€ B(H(D).

Nagrinésime Py ,,(A) silpna konvergavima, kai N — oo.

Apibrézkime funkcija w, : Q — H(D) formule

() = 3 A

¢ia w(m) yra pratesta j aibe N formulés

H w'p, meN,
plim
pl+1)[m
pagalba.
Kadangi ¢,(s) absoliu¢iai konverguoja pusplokstuméje o > %, turime, kad funkcija u,
yra tolydi. Sie argumentai kartu su 2.1.2 teoremos rezultatu sudaro galimybe nesunkiai

irodyti ribine teorema matui Py ,,.
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2.1.3 lema. Tarkime, kad seka {axy}, yra tolygiai pasiskirsciusi moduliu 1. Tuomet
tikimybinis matas Py, kat N — oo silpnai konverguoja i matq ﬁn(A) = mpyu, !

Lemos jrodymas yra analogiskas 2.1.1 teoremos i$ [8] jrodymui, todél ji praleisime.

Sudétingiausia 2.1.1 teoremos jrodymo dalis yra ,,peréjimas” nuo (,(s) prie ((s). Tam
naudosime kitus reikalavimus sekos X elementams.

Tegul p(g1, g2) Zymi metrika su indukuota, tolygaus konvergavimo kompaktuose topo-
logija.

2.1.4 teorema. Tarkime, kad {z;} € X, tada su kiekvienu h > 0,

N
1
lim lim sup ¥ Z p(¢(s +ixgh), Cu(s +izgh)) = 0.

n—00 N_so —1

Irodymas. Remiantis 3-iuoju reikalavimu seky klasei X, randame, kad

al 1
— YN
|(Ek—$m‘<$

Todél, atsizvelge i gerai zinomus jvercius

/1T o+ i) 2dt = O(T), o€ (%1) |

bei .
/ |/ (o +it)]2dt = O(T), o€ (%, 1) ,
1

ir pasinaudoje 1.1.4 (zr. 1.1 poskirj) lema bei 2-uoju ir 3-iuoju reikalavimais klasés X
elementams, randame, kad, kai % <o<l,

znh
|C(o +izph +it)|* < %N/ |C(o +iT + it)|*dT

1h

znh anh %
T </ (o + it + it)|2d7'/ (o + it + it)|2dr) (2.4)

lh xlh

1M

< %N(mh 1) + vk + [t < yvan + unlt] < N(1+ [¢]).

Kaip ir anksciau, tegul K yra kompaktiskas srities D poaibis. Pasinaudoje (2.4) jveréiu

ir pritaike konturinj integravima, analogiskai kaip ir 4.1 teoremos [8] jrodyme, gauname,
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jog

N
1
lim limsup — Z sup |((s + izgh) — (o(s + tzph)| = 0.
N0 Nooo IV 4 ek
IS sios lygybés ir metrikos p apibrézimo seka teoremos jrodymas. |

2.1.1 teoremos jrodymas. Tikimybinéje erdvéje ((AZ,]: , i) apibrézkime atsitiktinj dydj ny

formulé
1

—, k=1...,N.
N? Y Y

p(ny = rph) =

Tegul Xn ,,, yra H(D)-reikSmis atsitiktinis elementas

XN,n = XN,n<3) = Cn(s + 7;77N)7

oP, (apibréztos 2.1.3 lemos) yra H(D)-reikSmio atsitiktinio elemento X, skirstinys. Tada,

naudojantis konvergavimo pagal pasiskirstyma teorija bei 2.1.3 lema turime, kad

N—o0

Toliau nagrinésime, tikimybiniy maty Seima {]3” 'n e N} ir jrodysime, kad ji yra tirsta

(suspausta). Is tiesy, pasinaudoje sekos (,(s) absoliu¢iu konvergavimu, randame, kad

m2a -

1
suplimsupf/ |Co (o 4 it)|*dt = supz

=1 1
. g > <(C<o0,0>-=.
neN T—oo neN S m* T o~ 2

Pastarasis rezultatas, Galagherio lema (zr. 1.1 poskyrj) ir Kosi nelygybé duoda jvertj

N

1
suphmsup—Z\CnJ+mkh)\<Cl<oo o> —.
neEN N—oo 1 2

Todél, pasinaudoje integraline Kosi formule, galime daryti prielaida, jog egzistuoja teigia-

ma konstanta Bj, kad

sup lim sup N Z sup |G (s +izgh)| < By, (2.6)

neN N—oo e 1s€Kl

kur {K; : | € N} yra kompaktisky poaibiy srityje D seka tokia, kad

D=|JK, KK
=1

17



ir, jei K C D yra kompaktiskas poaibis, tai K C K; tam tikriems /.
Tarkime, ¢ > 0 yra tam tikras fiksuotas skaic¢ius, o M; = Bie~'2!. Tuomet, atsizvelge

1 (2.6) gauname, kad su visaisn € Nir [ € N,

lim sup (sup | XN n(s)| > Ml>

N—o0 seEK;

1
= lim sup N# {1 <k < N:sup|G(s+izgh)| < Ml}

N—oco seK;
N €

< lim sup sup |Gu(s +1xph)| < =.

Nooo INM, ;sem [Gn <h) 2!

Tada, i$ (2.5) seka, jog
— €
u (sup | X0 (s)] > Ml> < 5 (2.7)
seK;

su visais n € N ir [ € N. Pazymékime,

K=K()= {gEH(D) :sup |g(s)] SMZ,ZEN}.

seK;

Tuomet aibé K yra kompaktiskas H (D) poaibis ir remiantis (2.7), gauname jvertj
w(Xn(s) € K)>1—g¢,

visiems n € N. Kitaip sakant, ISn(K) > 1—esuvisiasn € N. Is 1.1.7 apibrézimo (zr. 1.1
poskyri) seka, kad tikimybiniy maty Seima ﬁn yra suspausta.

Is l/D\n suspaustumo seka reliatyvus kompaktiskumas. Vadinasi egzistuoja, toks posekis
{ﬁnl} C {Ign}, kad ]3nl, kai | — oo, silpnai konverguoja j tam tikrg tikimybinj matg P,
apibrézta erdvéje 1§ (H (D), B(H(D)). Kadangi erdve H(D) separabili, tai

X — P. (2.8)

l—o00

Pazymékime dar vieng H(D)-reikSmj atsitiktinj elementa Xy = Xn(s) = ((s + iny).

18



Tada, naudodamiesi 2.1.4 teorema, gauname, kad su kiekvienu € > 0,

lim lim sup pu(p(Xn(s), Xy n(s))

n—00 N_soc0
N (2.9)

1
< lim lim sup Ne E p(C(s + ixgh), Gu(s + izgh)) = 0.
k=1

n—00 N_o0

Dabar, naudodamiesi 4.2 teorema is [7] ir (2.5), (2.8) bei (2.9), gauname, jog
D
Xy —— P, (2.10)
N—oo

t.y., tikimybinis matas Py, kai N — oo, silpnai konverguoja j mata P. Pastarasis sarysis
parodo, kad ribinis matas P yra nepriklausomas nuo sekos {P,;}. Kadangi {P, : n € N}
yra reliatyviai kompaktiskas,

X, —2— P,

n—oo
t.y, tikimybinis matas Py, kai N — oo, silpnai konverguoja j P.

Be to, A. Laurin¢iko monografijoje [7] jirodyta, kad
1
Tmeas{T €[0,7]:{(s+1i1) € A}, A€ B(H(D)),

kai T" — oo, taip pat silpnai konverguoja i ribinj matg P ir P = F.. Taigi, Py, kai

N — oo, kaip silpnai konverguoja i P.. W

2.2 Pagrindinés teoremos jrodymas

Mums bus reikalinga Mergeliano teorema apie analiziniy funkcijy aproksimavimag po-
linomais. Ja pateikéme 1.3 poskyryje.

Remiantis Sia lema, egzistuoja toks polinomas p(s), kad
)] «
sup | f(s) — eP'¥| < 7 (2.11)

seK

Zinoma [7], kad mato P; atrama yra aibé {g € H(D) : g(s) # 0 arba g(s) = 0}. Tegul

G= {g € H(D) : suplg(s) — e’®| < E}.
seK 2

Kai eP(*) % 0, G yra ribinio mato P atramos elemento eP®) atviroji aplinka. Todél galioja
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nelygybé P:(G) > 0. Taigi, i$ 2.1.1 teoremos turime, kad
1
liminf —#{1 <k < N :((s+izxh) € G} > P(G) > 0.
N—oco N

Sis jvertis ir aibés G apibrézimas, leidzia gauti nelygybe

N—oo seK

IS dia ir (2.11) gauname teoremos jrodyma. B

1
liminfﬁ# {1 <k < N :sup|C(s +izph) — eP¥| < %} > 0.
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ISVADOS

Magistro darbe iSnagrinétas Rymano dzeta funkcijos universalumo klausimas, akcen-
tuojant analiziniy funkcijy aproksimavimo diskreciais Rymano dzeta funkcijos postumiais
problemg.

Magistro darbe pateiktas Rymano dzeta universalumo atvejis apibendrina anksciau
gautus ([2], [7]) rezultatus — gauta universalumo teorema tam tikrai, platesnei diskreciy

postumiy seky klasei.
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SANTRAUKA

Analiziniy funkcijy aproksimavimas

diskreciais Rymano dzeta funkcijos postumiais

Gerai zinoma, jog Rymano dzeta funkcija ((s), s = o + it, yra universali funkcija
Voronino prasme — funkcijos ((s) postumiais ((s + 1), 7 € R, gali buti aproksimuojama
plati analiziniy funkcijy klase.

Voronino tyrimus tesia daugelis zinomy skaic¢iy teorijos specialisty, pavyzdziui B. Bag-
¢is (Bagchi), A. Reichas (Reich), S. M. Gonekas (Gonek) ir daugelis kity matematiky.
Rezultaty gausa dar kartg parodo universalumo problemos aktualuma ne tik dzeta ir L
funkcijy teorijoje, bet ir visoje skaiciy teorijoje.

Atsizvelgiant j poreikj taikymy srityje, vis aktualesni tampa rezultatai, susije su ana-
liziniy funkcijy aproksimavimu diskreciais minéty funkcijy postumiais. Tuo atveju, kai 7
reikSmes imamos iS kokios nors diskrecios aibés, tokio tipo teoremos vadinamos diskretaus
universalumo teoremomis. Paprasciausias pavyzdys, kurj pateiké Bagcis (B. Bagchi) [1],
yra aibé {kh : k € Ny}, Ng = NU {0}, kur ~ > 0 yra fiksuotas skaicius (t.y., reikSmes
imamos i$ aritmetinés progresijos). Pateikta rezultata praplété A. Dubickas ir A. Laurin-
¢ikas [2], postumius imdami i$ sekos {k*h : k € Ny}, ¢ia « fiksuotas, 0 < a < 1. Vienas i$
aktualiausiy uzdaviniy diskretaus universalumo teorijoje yra rasti kuo platesne postumiy,
su kuriais galioty universalumo teoremos, aibe.

Magistro darbo tikslas — jrodyti diskrety Rymano dzeta funkcijos ((s) universalumg
tam tikrai postumiy seky, tolygiai pasiskirsciusiy moduliv 1, klasei.

Nagrinétos sekos {x), : k € N} € X C R, tenkinancios reikalavimus:

1. {azy} yra tolygiai pasiskirsciusi moduliu 1 su visiais realiaisiais skaiiais a # 0;
2. 1 <z, <k, visiems k € N;

3. Kai 1 <k, m <N, k # m, teisinga nelygybé

1
|xk - xm| Z )
YN

¢ia yy > 0 toks, kad yyry < N.

Magistro darbe jrodytas ((s) universalumas, postumius imant is klasés X.
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Pagrindiné teorema. Tarkime, kad {z) : k € N} € X, K yra juostos D = {s €
C: 3 <o <1} aibé, turinti junguji papilding, o f(s) yra tolydi nelygi nulivi aibéje K ir

analiziné aibés K viduje funkcija. Tuomet su kiekvienu h > 0 ire >0

1
liminfﬁ# {1 <k < N :sup|((s+ixh) — f(s)] < 6} > 0.

N—oo seK
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SUMMARY

Aproximation of analytic functions by

discrete shifts of the Riemann zeta-function

It is well known that the Riemann zeta-function ((s), s = o + it, is universal in the
Voronin sense, that is, its shifts {(s + i7), 7 € R, approximate a wide class of analytic
functions.

Voronin’s result turned out to be interesting for number theorists. A. Reich, S. M. Go-
nek, B. Bagchi, A. Good and others proposed new methods for proving of universality,
improved Voronin’s theorem and extended the universality property for other zeta and
L-functions.

In the master thesis we focus on the discrete universality of ((s), when 7 takes values
from a certain discrete set (e.g., from an arithmetic progression). The simplest discrete
result was given by B. Bagchi [1] for the set {kh : k € No}, Ny = NU {0}, where h > 0
is a fixed number. His result was generalized by A. Laurincikas [7], and later extended
by A. Dubickas and A. Laurincikas [2] for the sequence {k“h : k € Ny} with a fixed «,
0<a<l

The aim of this work was a generalization of the mentioned A. Dubickas and A.
Laurincikas’ result. More precisely, we have obtained the discrete universality of ((s) for

the class X of sequences {z} : k € N} C R satisfying the following hypotheses
1. {ax)} is uniformly distributed modulo 1 for all real a # 0;
2. 1<z, <k forall k e N;

3. for 1 <k, m < N, k # m, the inequality
1
N

holds with yx > 0 satistying yyzny < N.

We obtaibed the following result.
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Main theorem. Suppose that the sequence {x : k € N} € X. Let K C {s € C:
% < o < 1} be a compact subset with connected complement, and let f(s) be a continuous
non-vanishing function on K which is analytic in the interior of K. Then, for every h > 0
and e > 0,

1
liminfﬁ# {1 <k < N :supl|((s+izih) — f(s)] < 5} > 0.

N—o0 seK
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