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Ivadas

Daugiau kaip pries dvidesimt mety A. Vailso (Wiles) jrodyta P. Ferma (Fermat)
teorema apie lygties

n

"yt =2", x,y,2 € 7, n >3,

neissprendziamuma, sukélé dar didesnj nei anksciau susidoméjima moduliniy formy dze-
ta funkcijomis, kurios vaidino svarby vaidmenj sios problemos sprendime. Todél pastargjj
desimtmetj ypatingai daug démesio skiriama moduliniy formy dzeta funkcijy reikSmiy pasi-
skirstymui. Vienas i$ tokiy pavyzdziy — A. Sankaranarayananas (Sankaranarayanan), kuris
lygiagreciai A. Selbergo (Selberg)sukurtai teorijai (Rymano dzeta funkcijai), iSvysté parabo-
liniy formy dzeta funkcijy teorija. Tai sudaré galimybes nagrinéti normuoty tikriniy formy
dzeta funkcijas Boro-Jeseno (Bohr—Jessen) metodu ir gauti analogiskus rezultatus A. Sel-
bergo (Selberg), D. Dzoinerio (Joyner), A. Gudo (Good), A. Goso (Ghosh), A. Laurin¢iko
pateiktiems rezultatams Rymano dzeta funkcijai.

Magistro darbe nagrinésme normuoty paraboliniy formy dzeta funkcijy reikSmiy pa-
siskirstyma. Ribinés teoremos normuoty tikriniy paraboliniy formy dzeta funkcijoms yra
nagrinétos ir ankséiau. Pavyzdziui, R. Ivanauskaité [5] pateiké paraboliniy formy dzeta
funkcijy momenty asimptotikag arti kritinés tiesés, siy funkcijy argumento formules, jrodé
ribine teoremg apie konvergavima j pusiau normalyjj désnj paraboliniy formy dzeta funkci-
joms. A. Kolupajeva [7] nagringjo ribines teoremas paraboliniy formy L-funkciju sasukoms
su Dirichlé charakteriais. R. Ivanauskaités disertacijoje [5] gauta asimptotiné formulé leidzia
irodyti ribine teorema normuotoms paraboliniy formy dzeta funkcijoms (s, F') arti kritinés
tieseés.

Funkcijos (s, F') apibrézimas ir savybeés pateikiamos 1.1 poskyryje, tac¢iau priminsi-
me, jog kiekvienai normuotai tikrinei formai F'(z) galima apibrézti dzeta funkcija (s, F)

Dirichlé (Dirichlet) eilute

(s, F)= > COZ), 5 =0 +1it.
m=1 T

Dirichlé eiluté konverguoja absoliuciai srityje o > “T“, kur x yra modulinés formos svoris.
Be to, funkcija (s, F') yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokStuma.

Darbo tikslas — jrodyti ribine teoremgq apie konvergavimg j lognormalyj; désng para-
boliniy formy dzeta funkcijoms arti kritinés tiesés.

Tyrimo objektas — normuoty tikriniy paraboliniy formy dzeta funkcijos.



Ribiniy teoremy jrodymui taikomas momenty metodas.

Pirmajj tikimybinio pobudzio rezultata Rymano dzeta funkcijai {(s), primenantj Siuo-
laikines ribines teoremas silpnojo tikimybinio mato konvergavimo prasme, pra¢jusio amziaus
ketvirtajame deSimtmetyje gavo H. Boras ir B. Jesenas [2].

Tegul R yra uzdaras sta¢iakampis su lygiagre¢iomis agims krastinémis, m yra Zordano
(Jordan) matas ir

L(o,R) =m(t € ]0,T] :log((c +it) € R).
1930 m. Boras ir Jesenas jrodé tokia teorema.

A teorema [2]. Tegul o > 1. Tuomet egzistuoja riba

Jim L(‘;’R) “ (0, R),

T—o00
kuri priklauso tik nuo o ir R.
Véliau A teorema buvo iSplésta j sritj o > 1/2.
Naudojant Siuolaikine terminologija, A teorema yra formuluojama tikimybiniy maty

silpnojo konvergavimo prasme. Tegul B(S) yra erdves S Borelio aibiy klasé, meas{A} Zymi

macios aibés A C R Lebego (Lebesgue) mata, o
1
vr(...) = Tmeas{t €[0,7]: ..}

Cia vietoje daugtaskio yra rasoma salyga, kurig tenkina ¢. Tuomet Siuolaikinis A teoremos

analogas turi tokj pavidala [8].

B teorema [8]. Tegul o > 1/2. Tuomet erdvéje (C,B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas

P,, i kury, kat T — oo, silpnai konverguoja tikimybinis matas
vr(((o +it) € A), A e B(C).

Pirmaja ribine teorema funkcijai ¢(s, F') jrodé A. Kacénas su A. Laurin¢iku [6]. Tegul
D ={s e C:o > k/2} o H(D) yra analiziniy srityje D funkciju erdvé su tolygaus
konvergavimo ant kompakty topologija. Be to, tegul v = {s € C : |s| = 1} yra vienetinis

apskritimas kompleksinéje plokstumoje ir

Q= H7p7
p

kur 7, = « visiems pirminiams p. Su sandaugos topologija ir pataskines daugybos ope-

racija begaliniamatis toras ) yra kompaktiska topologiné Abelio grupé. Todél erdvéje



(©,B(2)) gali buti apibréztas tikimybinis Haro (Haar) matas mpy. Gauname tikimybine
erdve (2, B(2), my). Tegul w(p) yra elemento w € €2 projekcija j koordinating erdve ~,. Tiki-
mybininéje erdvéje (Q, B(), my) apibréziame H(D)-reikSmj atsitiktinj elementa ¢(s,w, F)

sy 1 (1 2 ()

p

formule

Tuomet minéta teorema turi pavidala [6].

C teorema [6]. Tikimybinis matas
vr(p(s+im, F) € A, Ae B(H(D)),
kai T — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento p(s,w, F') skirsting.

Sj rezultata A. Laurincikas ir K. Matsumotas (Macumoto) panaudojo C teorema
funkcijos (s, F') universalumo jrodymui. Ribinése teoremose dzeta funkcijoms kritinéje
ties¢je arba salia jos yra reikalingas normavimas. Rymano dzeta funkcijai A. Laurincikas [8]

irodé tokj rezultata. Tegul I — oo, kai T" — oo,

1,1
op =+ —
T2y
ir
. (27 loglr) ™2, jeilr <logT,

N
I

(27 loglr)~Y2, jeily > logT.

Be to, tegul

1 T w2
O(z) = \/%/oo e du

yra standartinio normaliojo désnio pasiskirstymo funkcija, o

O(logz), x>0,
G(x) =
0, r <0,
yra lognormalioji pasiskirstymo funkcija.

D teorema [8]. Pasiskirstymo funkcija

vr(|¢(6r + it)|( V2~ loglr) ! <)

I

kai T — oo, pataskiui konverguoja j G(x).



Magistro darbe gaunamas D teoremos analogas funkcijai (s, F'). Tegul

K n Ury/loglogT

o=y logT

r > 0,97 — oo ir logyr = o(loglog T'), kai T' — oo. Be to, tegul
kr = (27 loglog T) =1/
ir
Gr(z) = vo(|plor +it, F)|*T < x).

Pagrindiné teorema Tarkime, jog funkcijai o(s, F) galioja Rymano hipotezés analogas.
Tuomet pasiskirstymo funkcija Gr(x), kai T — oo, pataskiui konverguoja j pasiskirstymo

funkcija G(z).
Darbo struktura

Magistro darba sudaro jvadas, du skyriai, iSvados, literaturos sarasas, santrauka ang-
ly ir lietuviy kalbomis. Apibrézimai, teoremos, lemos ir formulés numeruojamos skaiciais

naudojant skyriaus, poskyrio bei objekto numerj skyriuje.
Aprobacija

Magistro darbo rezultatai pristatyti 13-ojoje Siauliy universiteto studenty moksliniy

darby konferencijoje 2018 m. geguzés 17 diena.

1 Naudojamos savokos ir rezultatai

Siame skyriuje pateikiami darbe naudojamy savoky apibrézimai, terminai bei pagal-

biniai rezultatai.

1.1 Modulinés formos
Tegul, kaip jprasta, Z yra visy sveikyjy skaiciy aibé, o

a b

SL(2,Z) = {
c d

ra,b,e,d €, ad—bc:l}.

Matricy daugybos operacijos atzvilgiu aibé SL(2,7Z) yra grupé, nes:

1. Dviejy matricy su sveikaisiais elementais sandauga vél yra matrica, kurios elementai



yra sveikieji skaic¢iai. Kadangi matricy sandaugos determinantas yra lygus sudauginamuyjy
matricy determinanty sandaugai, tai ir sandaugos determinantas yra lygus 1.

2. Vienetinis elementas yra matrica

10
0 1

3. Kadangi SL(2,Z) matricy determinantas lygus vienetui, tai kiekviena tokia matrica turi
atvirkstine, kurios elementai yra sveikieji skaiciai, o determinantas taip pat lygus vienetui.
4. Asociatyvumo désnis matricy daugybai taip pat galioja.

Taigi, SL(2,7Z) pilnoji moduliné grupé.

Tegul ¢ yra sveikas teigiamas skaicius, o

Lo(q) = { “ b € SL(2,Z) : c= O(modq)}
c d
yra pilnosios modulinés grupés pogrupis, vadinamas Hekés (Hecke) pogrupiu mod q.
Pazymékime U = {z € C:z=a+1iy, y > 0} virsutine kompleksinés plokstumos
C pusplokstume kartu su oo. Priminsime, kad racionalus taskai kartu su oo yra vadinami
paraboliniais taskais.
Tegul  yra lyginis teigiamas skai¢ius, o F'(z) yra analiziné pusplokstuméje U funkcija,

visoms matricoms

a
€ SL(2,Z),
c d
tenkinanti funkcine lygti
az+b
F = d)"F(z). 1.1
() = e+ P ) (L
Tuomet, akivaizdu, kad F'(z) yra periodiné funkcija ir begalybéje turi Furjé skleidinj
F(z)= Y c(m)e’™™.

1.1.1 apibrézimas Funkcija F(z) yra vadinama analizine begalybéje, jei c(m) = 0 visiems

m < 0, ir nuline, jeigu c¢(m) = 0 visiems m < 0.

1.1.2 apibrézimas F(z) vadinama analizine ir nuline paraboliniuose taskuose, jeigu funk-

ctija

(cz + d)‘“F(az i b)

cz+d
yra atitinkamar analiziné ir nuliné begalybéje visoms

a b

c d

€ SL(2,7Z).



1.1.3 apibrézimas Analiziné paraboliniuose taskuose funkcija F(z) vadinama svorio k mo-
duline forma, o jos Furjé eiluté turi pavidalg
F(z) =Y c(m)e’™™.
m=0
1.1.4 apibrézimas Jeigu svorio k moduliné forma yra nuliné parabolinivose taskuose, tai ji
vadinama svorio k paraboline forma. Tokia paraboliné forma begalybéje turi Furjé skleiding
F(z) =Y ¢(m)e’™™.
m=1
Jei (1.1) funkciné lygtis yra teisinga visiems pilnosios modulinés Hekés pogrupio modgq

elementams, t.y.,

a b
€ FO(Q))
c d

tuomet paraboliné forma F'(z) yra vadinama svorio k ir lygio q paraboline forma.

Pavyzdziui, funkcija

A(Z) — eQm‘mz H (1 . 627rimz)24 — Z T(m)€27rimz
m=1 m=1

yra svorio 12 paraboliné forma pilnosios modulinés grupés atzvilgiu ir yra vadinama Rama-
nudzano (Ramanujan) paraboline forma, o T(m) yra Ramanudzano funkcija.

Tegul, S.(To(q)) yra visu svorio k ir lygio ¢ paraboliniy formy erdvé. Elementas
F € S.(Ty(q)) yra vadinamas Hekés tikrine forma, jei F yra visu Hekés operatoriy tikriné
funkcija. Siuo atveju forma F (z) galima normuoti, t.y., jos Furjé skleidinys begalybéje turi
pavidalg

o0

F(z) =Y c(m)e’™™, c(l)=1.

m=1

Tegul s = o + 1t yra kompleksinis kintamasis. Kiekvienai normuotai tikrinei formai

F(z) galima apibrézti dzeta funkcija ¢(s, F') Dirichlé eilute

m

R

1974 m. P. Delinis (Deligne) jrodeé, jog

kur d(m) yra dalikliy funkcija



I8 ¢ia iSplaukia, jog funkcijos ¢(s, F) Dirichlé eiluté konverguoja absoliuciai srityje o > “TH
Be to, funkcija ¢(s, F') yra analiziskai pratesiama j visa s-plokstuma (yra sveikoji funkcija)

ir tenkina funkcine lygtj:
(2m) T (s)((s, F)) = (=1)2(20)""T(k — s)p(k — s, F),

¢ia, kaip paprastai, I'(s) — Oilerio (Euler) gama funkcija.

Zinoma, jog (s, F') netrivialis nuliai guli juostoje
{seC:(k—1)/2<0<(k+1)/2}.

Jie yra issidéste simetriskai realiosios asies ir kritinés tieses o = k/2 atzvilgiu. Rymano
hipotezés analogas funkcijai (s, F') teigia, kad visi jos netrivialus nuliai yra kritinéje tieséje
o=K/2.

Kadangi nagrinéjama aritmetiné funkcija c¢(m) yra multiplikatyvi, t.y., ¢(1) = 1,¢(mn) =

c(m)e(n) visiems (m,n) = 1, m,n € N, ir pirminiams p

c(p™) = clp)e(p™) — p*te(@™ ), meN {1},

tuomet srityje o > "‘TH funkcija ¢(s, F') galima uzrasyti Oilerio sandauga pagal pirminius

skaicius

=T+ k) (- 2) (- )

" p? 5 p* p*

Cia a(p) ir B(p) yra tokie jungtiniai kompleksiniai skaiciai, kad c(p) = a(p) + B(p) ir

Multiplikatyviu funkciju g(m) vidurkiy
> g(m)
m<a
tyrimai turi ilga ir jdomia istorija. Paminésime Delianzo (H. Delange), Selbergo (A. Sell-
berg), Erdioso (P. Erdos), Halazo (G. Halasz), Virzingo (E. Wirsing), J. Kubiliaus, Levino
(B. V. Levin), Fainleibo (A. S. Fainleib), Timofejevo (N. M. Timofeev), E. Manstaviciaus,

Tenenbomo (G. Tenenbaum) pavardes, kuriy fundamentalus darbai jtakojo tyrimus Sioje

srityje.
Tegul w # 0 yra bet koks kompeksinis skaicius ir, kai o > —“;“1,
y = ()
s, F') = E .
7 ( 7 ) m=1 m?

10



Funkcija g, (m) yra multiplikatyvi ir

9.(p") = ; d.(p)a! (p)du, (") 85 (p),
d,(p") = W keN.

Tegul h(m) = hy(m;F) = g>(m)m(1 — k). R. Ivanauskaités disertacijoje [5] nagrinétas
vidurkis

M(z) = Z h(m), x — oo,

m<x

kuris panaudotas ¢(s, F') asimptotikai gauti. Magistro darbe pasinaudosime R. Ivanauskai-

tés rezultatais ir jrodysime funkcijos ¢(s, F') ribine teorema Salia kritinés tiesés.

1.2 Pasiskirstymo funkcijy konvergavimas

Kad suprastume magistro darbe nagrinéjamus silpnojo tikimybiniy maty konvergavi-
mo bei pasiskirstymo funkcijy pataskinio konvergavimo klausimus, pateikiame pagrindinius
Sios teorijos aspektus.

Tegul X yra atsitiktinis dydis, apibréztas tam tikroje tikimybinéje erdvéje (€2, A, P).

Tuomet Sio dydzio pasiskirstymo funkcija F'(z), = € R, yra apibréziama formule
Fz)=Pwe: X(w)<ux).

Jei nagrinéjama pasiskirstymo funkcijy seka F,,(x), n € N, sakome, kad F,(z), kai n — oo,
silpnai konverguoja i pasiskirstymo funkcija F'(x), jei su kiekviena tolydzia aprézta realia

funkcija f(x), x € R, yra teisinga lygybeé

T—r00

lim J]oof(x)an(x) = +/Oof(x)dl?’(x)

Panasiai yra apibréziamas ir tikimybiniy maty silpnasis konvergavimas. Pries pateikiant §j
apibrézima, priminsime tikimybinio mato apibrézima.

Tarkime, kad S yra bet kuri metriné arba net topologiné erdvé. Simboliu B(S)
zymésime erdvés S Borelio o-kuna, t.y., maziausia o-kuna (c-algebra), kuriam priklauso

atviryjy aibiy sistema. Pora (5, B(5)) yra vadinama macia erdve.

1.2.1 apibrézimas Tikimybiniu matu, apibréztu erdvéje (S,B(S)), vadiname neneigiamaq
aibés funkcijg P, tenkinanciq aksiomas:

1. P(S) =1,

11



2. Jei Ay, Ay, ... € B(S) ir AyN Ay =2,k #1, tai

o

P(UAM):ZP(Am>-

m=1 m=1

Pirmoji aksioma vadinama mato P normavimo, o antroji — mato o-adityvumo.

1.2.2 apibrézimas Tarkime, kad P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)).
Sakome, kad P,, kat n — oo, silpnai konverguoja j matq P, jei kiekvienai realiai, apréztai,

tolydZiai funkcijai f erdvéje S yra teisinga lygybé
lim / fdp, = / fdP.
S S

Priminsime, kad pasiskirstymo funkcijos V' (z) charakteristiné transformacija wg(7),

T € R, k=0,1, apibréziama integralu
wi(T) = / 2| " sgn*xdV (x).

Be to, sakoma, kad pasiskirstymo funkcija V;,(z), kai n — oo, m—silpnai konverguoja i V (z),
jei pasiskirstymo funkcija V,,(x), kai n — oo, silpnai konverguoja i V(z) (lim,,_ V,(z) =
V(z) visuose V(z) tolydumo taskuose) ir lim,,_,o, V(0) = V(0) bei lim,,,o V(+0) = V(+0).

Zinoma [3], kad tokioms trasfomacijoms yra teisingi Zemiau pateikti tvirtinimai.

1.2.3 lema Tarkime, kad pasiskirtsymo funkcija V, (), kai n — 0o, m—silpnai konverguoja
¢ pasiskirstymo funkcijg V(x) ir wai(7) bei wi(T) atitinkamai yra, charakteristinés funkcijy

Vo(x) ir V(z) transformacijos. Tuomet
nll_}I{.lownk(T) =wr(1), k=01,
konvergavimas yra tolygus T atZvilgiv kiekviename baigtiniame intervale.

1.2.4 lema Tarkime, kad

Jgrgownk(ﬂ =wr(1), k=01,

o funkcja wg(7) yra tolydi taske 7 = 0. Tuomet V,,(z), kai n — oo, m—silpnai konverguoja,

i pasiskirstymo funkcija V,,(x), turin¢ia charakteristine transformacija w(7), k =0, 1.

Siy lemy jrodymus galima rasti [3].

12



2 Konvergavimas j lognormalyjj désnj

Tegul, kaip visada, ®(z) zymi standartinio normaliojo désnio pasiskirstymo funkcija

—11.2

@(x):\/;_ﬂ/e > du,
o) = O (log(x)), x>0, 2.1)
0, x <0,

lognormaliaja pasiskirstymo funkcija.

Siame skyriuje jrodysime ribine teoremg apie konvergavimg j lognormalyjj désnj pa-
raboliniy formy dzeta funkcijoms ¢(s, F'), t.y. irodysime ribine teorema apie konvergavima j
pasiskirstymo funkcija G(x) arti kritinés tiesés. Tam naudosime Rymano hipotezés analoga
funkcijai ¢(s, F).

Tegul, kaip ir [5],
K . Wry/loglogT

o=y logT
¢ia Yp > 0, Yr — oo ir logYeer = o(loglogT), kai T" — oo. Kaip minéjome jvade, tegul

meas{ A} zymi macios aibés A C R Lebego mata, o
1
vr(...) = Tmeas{t €[0,7):..},T>0,

¢ia vietoje daugtaskio rasoma salyga, kurig tenkina ¢. A. Laurinc¢ikas jrodé tokj rezultata

Rymano dzeta funkcijai (jvade ja zyméjome D raide).
D teorema [8]. Pasiskirstymo funkcija

vr(|C(67 + it)| (V2T loslr) ™! 4y

kai T — oo, pataskiui konverguoja j G(x).

Cia Iy — 00, kai T — o0,

L1
2 lr
ir
. (27t logly)"2, jei lp <logT,

(2.2)

S
I

N

(27 logly)~2, jei lp >logT.

Siame skyriuje jrodysime D teoremos analoga funkcijai ¢ (s, F).

Pastaba. Pirmiausia yra jrodoma, jog funkcijai (s, F') reikalingas normavimas.

13



2.1 Funkcijos ¢(s, F') normavimas
Pirmiausia jrodysime, jog pasiskirstymo funkcija
vr(|e(or +it, F)| < z),

kai T — oo, negali silpnai konverguoti i jokia pasisirstymo funkcija. Funkcijai (s, F)
reikalingas normavimas.

Pazymeékime Fy(x) tokia pasiskirstymo funkcija,

1 kaix >0,
Ey(x) = (2.3)

0, kaiz <0.

Tegul By > 0 ir

A

G(x) = vp((Brlolor + it, F)|) Vit < z).

2.1.1 teorema Tegul funkcijai p(s, F) galioja Rymano hipotezés analogas. Pasiskirstymo
funkeija G(z), kai T — oo, silpnai konverguoja j funkcijq Eo(s) tada ir tik tada, kai

) log Br
lim ——— = —o0.

T—oo y/loglogT
2.1.1 teoremos jrodymui naudojama Freceto-Sohato (Frechet-Shohat) teorema, kuria

pateiksime kaip lema. Tegul F(x) yra pasiskirstymo funkcija ir

o = /xde(x), k €Ny, bei BT:/\:chF(:c), reR, >0,

atitinkamai yra pasiskirstymo funkcijos F'(x) k-osios eilés momentas ir m-tosios eilés abso-
liutus momentas.

Pasiskirstymo funkcijos F),(x) atitinkamus momentus pazymeékime o, ir 3, k.

2.1.2 lema [11]|. Tarkime, jog pasiskirstymo funkcija F(x) vienareiksmiskai nusakoma jos
momentais. Jei funkcijos F,(x) momentai oy, i, k € Ny, konverguoja j atitinkamus funkcijos

F(z) momentus, tuomet F,(x), kai n — oo, silnai konverguoja § F(x).

Remiantis Siais bei 1.2 poskiryje pateiktais pagalbiniais tvirtinimais, jrodysime 2.1.1
teorema.

2.1.1 teoremos jrodymas.

Pakankamumas. Pasinaudoje Cebysevo nelygybe, randame, kad su kiekvienu ¢, tei-
singa nelygybé

vr((Br|e(op +it, F)|) ViestosT > ¢) < 62—TBT / lo(or + it, F)| VieslosT dt. (2.4)
0
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Remiantis R. Ivanauskaités disertacijoje [5] jrodyta 2.1 teorema, gauname, kad

T

2
/Iso(aT +it, F)|[VielsT dt < T, u=/2.
0

Si ir (2.4) nelygybés bei teoremoje pateikta salyga duoda, kad su kiekvienu & > 0,
1
7lln’l VT((BT“O(UT + it F)|) VieglogT > 8) =0.
—00

Gerai zinoma, kad tai yra ekvivalentu funkcijos éT(x), kai T — oo silpnam konvergavimui
1 Eo(z).

Butinumas. Tarkime, kad pasiskirstymo funkcija GT(m), kai T" — oo, silpnai kon-
verguoja i Ey(z). Be to, tegul negalioja teoremoje pateikta salyga. Tuomet egzistuoja tokia

seka T, kad, kai T} — oo,

IOg BT1
Vloglog T

yra aprézta arba tolsta j begalybe.
Pirmiausia, tarkime, kad

log B
BT <o e > 0) (2.5)

Voglog T;

Tuomet, remiantis 2.1 teorema i [5], gauname, kad

2

Ty
1
- / (Br,p(om, +it, F)) VT dt < ¢y, ¢y > 0. (2.6)
1
0

Kita vertus, Ey(z) momentams galioja lygybeé
+o00
/ 2" dEy(z) =0, reN.

Todél, remiantis (2.6) ir 2.1.2 lema gauname, kad

Ty
1 2
lim / (Br|o(or, + it, F)|) VessTs dt = 0.

Tl —00 1

Taciau, $i lygybé kartu su (2.5) nelygybe priestarauja minétai 2.1 teoremai is [5].

Dabar, tegul
log B
li g by .

Ti e Vioglog Ty
Tuomet, kai 77 — o0, su kiekvienu £ > 0,
1 2

vn (BT1|§D(O-T1 + it’ F>|) loglos 1 > 5) > VT1<(|§0(0-T1 + it7F)|) loglos ™y > 5) - 0.

Tokiu atveju, gauname, kad Gr(z) negali konverguoti j Ey(x). Teorema jrodyta.
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2.1.3 teorema Tarkime, kad funkcijai p(s, F') galioja Rymano hipotezés analogas. Tuomet
pasiskirstymo funkcija

VT(’()OT—i_ZtF)‘ <ZE‘,) (27)
kai T — oo, negali silpnai konverguoti j jokiq pasiskirstymo funkcijq.

[rodymas. Tarkime priesingai, kad (2.7) pasiskirstymo funkcija, kai 7" — oo, silpnai

konverguoja j tam tikrg pasiskirstymo funkcijg. Tegul

BT — e*\/loglogT'

Tuomet, akivaizdu, kad pasiskirstymo funkcija,
VT(BT|O'T—|—7:t, F>| < J]), (28)

kai T' — oo, m—silpnai konverguoja i Fy(x). Pasiskirstymo funkcijos (2.8) charakteristineés

tranformacijos wg(7), k = 0, 1, yra lygios nuliams, todél pagal 1.2.3 lema, kai T'— oo,

T

1 .

- / (Brlg(or +it, F)|)"dt — 0
0

konverguoja tolygiai 7 atzvilgiu kiekviename baigtiniame intervale. Taip pat, kiekvienam

T € R,
T

1 iT
lim ?/(BT\SO(O—T +it, F)|) Ve T gt = 0.
0
Tuomet, pagal 1.2.4 lema, pasiskirstymo funkcija
vr(Br|p(or +it, F)|) Viesi=T < ),

kai T" — oo, silpnai konverguoja i Eq(x). Be to, kadangi

. log Br y VloglogT
im ————= = lim —V———— =
T—oo y/loglogT — T—oo y/loglogT

tai priestarauja 2.1.1 teoremai. Teorema jrodyta.

2.2 Pagrindinés teoremos jrodymas
Dar kartg suformuosime pagrindinj rezultatg. Tegul
kr = (27 loglog T)~Y/2,
ir
Gr(z) = vo(|p(or + it, F)|'T < x.
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Pagrindiné teorema Tarkime, kad funkcijai o(s, F) galioja Rymano hipotezés analogas.
Tuomet pasiskirstymo funkcija Gr(z), kai T — oo, pataskiui konverguoja i pasiskirstymo

funkcijg G(z)

Akcentuotina tai, kad pagrindiné teorema yra panasaus rezultato Rymano dzeta funk-

cijai ((s) analogas. Tegul

N 1 ¢YpyloglogT
or =5+t ——F ~
2 log T

¢ia funkcija ¢ yra ta pati, kaip ir or apibrézime. A. Laurin¢iko monografijoje [8] irodyta,
kad pasiskirstymo funkcija
(vr(IC(6r +it)[' < x),
kai T" — oo, pataskiui konverguoja i pasiskirstymo funkcija G(x). Taciau funkcija (s, F)
yra kur kas sudétingesné nei ((s), todél reikalingas Rymano hipotezés analogas.
Pagrindinés teoremos jrodymui taikysime momenty metoda. Nesunku patikrinti, kad

skaiciai €/2, k € Ny, yra pasiskirstymo funkcijos G(z) momentai, kitaip tariant,
(o)
) 2
/ zdG(x) =ez.
—00

I$ tiesy, remiantis funkcijos G(x) apibrézimu guname, kad

7xde(x) = 7xkd®(logx) = 76“(1@(:{;) = 127r 7ek””d( /x efdu) =

—00 0 —00 —00 —00

k2 o k2 oo
ez —(z—k)? e

]— 7 ;552+k 2
= —— e 2 "y = e dz =
2V 2%_[0 2V 27T_oo \ 2T S

Be to, Leipniko (R. Leipnik) straipsnyje [10] jrodytas ir zemiau pateiktas tvirtinimas.

—u? K2
e 2 du=¢ez.

2.2.1 lema Pasiskirstymo funkcija G(x) néra vienareiksmiskai apibréZiama jos momentais.

Si lema parodo, kad 2.1.2 lemos ir 2.1 teoremos [5] negalime naudoti pagrindinés teo-
remos jrodymui. Dél Sios priezasties iSnagrinésime pasiskirstymo funkcijos ®(z) momentus.
Tegul ur, kai T — oo, artéja j nulj pakankamai létai. Be to, tegul, 70 > 0, kai

Tr — 00 it T30 > up. Pazymékime
Ap ={t €[0,7T] : |p(op + it, F)| > e TV 2 loglogT
Br={te€[0,T]:1> |p(op +it, F)| > e 7rV?2 loglogTy
Cr={tel0,T]: |p(or +it, F)| > 1}.
Kadangi funkcija ¢(or + it, F') yra tolydi, visos Sios aibés yra iSmatuojamos. Pazymeékime

1 w
My (u) = T / \p(o + it, F)| V2 Tlogloa T df
Ar
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2.2.2 lema Tegu ug > 0 yra tam tikras fiksuotas skaicius. Tuomet, kai T — o0,

2

r) = % (1 4+ o{1)
tolygiai u atZvilgiu, u € [ur, ugp).

Irodymas. Pasinaudosime 2.1 teorema is [5]. Tegul u = %, k € N, tuomet

A T
1 S R— 1 __2u
T,/|¢(0T+it7F)|mdt:T/|@(0T+it7F)|\/mdt:
0

12

—e¥1 (1+0(1)) =14 o(1)

su kiekvienu k € N. Atsizvelge i 2.1.2 lema, nesunkiai matome, kad, kai 7" — oo, pasiskirs-

tymo funkcija
1

vV 2—1 loglog T

Vi(z) £ vp(|o(or + it, F)| 7 <z
silpnai konverguoja j E(z). Cia
1 kaix>1,
E1 (.I) =
0, kaiz<1.
Gauname, jog
A Vr(e™) =0
IS cia seka, kad
meas{ A5}
A AR V) =0 (29)

Remdamiesi (2.9) ir 2.1 teorema [5], gauname, kad

(2
T
/ (07 + it, F)[VEsmer dt — / (plor + it, F)| VTt dt = 7 (14 o(1))
0

Ho(e” ) = %(1 +0(1))

tolygiai u atzvilgiu, u € [ur, uo).

Kadangi funkcijai (s, F') naudojame Rymano hipotezés analoga, galime apibrézti

log [ (o7 + it, F)

V2~ tloglog T

Be to, p,, pazymeékime pasiskirstymo funkcijos ®(z) m-taji momenta.

Kp(t, F) =

2.2.3 lema Visiems m € Ny,

T—o0

1
lim T/Kq’?(t,F)dt:um.
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Irodymas. Pagal 2.2.2 lema,
w2
mr(u) = ez + Rr(u), (2.10)

kur, kai " — oo, Rr(u) = o(1) tolygiai u atzvilgiu, u € [ur, ug]. Remiantis tolygumo savybe,
kai T" — o0,
rp = sup  Rp(0) — 0.
u€ur,up)
Parinkime vy > 0 tokj, kad limy_,o vr = 0 ir o7 > 2up su visais u € [ur, ug] ir k € N,

Rr(u) = o(vk), T — 0. (2.11)

Pavyzdziui, vy = max((log ;) ™", 3ur).

Dabar jrodysime, kad kiekvienam m € N egzistuoja toks taskas u,, r € [vr, 2v7|, kad
R (upr) =o(vk), T —=o0, keN, (2.12)

Tam padalinkime intervalg [vr, 2vr] i 2™ — 1 vienodo ilgio dalinius intervalus. Kiekvienam
sekanc¢iam daliniam intervalui pritaike vidurkiy teorema ir atsizvelge i (2.11) reikalavimus,

gauname, jog egzistuoja 2™~! taskai u; 1, tokie, kad
R}<U1’T> = O(U§“)7 T — oo, k € N. (213)

Dabar pritaikome vidurkiy teorema daliniams intervalams, sugeneruotiems pagal u; r taskus.

Tai kartu su (2.13) parodo, jog egzistuoja 2™~? taskai usr € [vr, 2vr] tokie, kad
Rp(uyr) = o(vh) T — oo, k e N.

Tesdami §j procesa, gauname (2.12) lygybe.
Tokiu atveju, i$ (2.10) ir (2.12) isplaukia, kad

(m)

Pagal 7 (u) apibrézima,

1
W (U ) = T( / + / >e“mvTKT(t’F)K$(t, F)dt.
Cr

Br

Jei m yra lyginis skaicius, tada i Sio bei (2.14) jveréiy seka, jog

1
T / euma KT (W) fom (1 Pyt 1 (2.15)
Cr
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Parinkime w,, r taip, kad w,—17 < Uy, . IS da ir (2.15) gauname, kad

1
7 / eum—1 e Kr(LF) prm=1(; [t <, 1.
Cr

Taigi, (2.15) yra teisinga su visais m € N.
Dabar pasirinkime 77 = cvy', 0 < ¢ < 1. Tuomet, jei 0 < u < wy, 7, i$ (2.14) ir (2.15)
seka, kad

<

1 1 1
M/w%WWmuwt T/MWJW+<M/ﬁw&WWﬁUW4
BT BT

Br

. 1
< ()| + ’T / eum KT E) K¢, F)dt‘ <m 1.
Cr

Pastarasis ir (2.15) jverciai bei aibiy Az, By ir Cr apibrézimai leidZia gauti jvertj
R () <m 1, 0<u< tpr (2.16)
Tam, kad uzbaigtume lemos jrodyma, liko patikrinti, ar

lim RY™(0) =0 (2.17)

T—o00

su visais m € N. Tarkime, priesingai, kad egzistuoja toks mg € N, kad (17) néra teisinga.

Tada, atsizvelge i (16) jvertj, gauname, jog egsiztuoja tokia seka T3 — oo, kad
lim RY™(0) # 0. (2.18)
Vel pasinaudoje¢ vidurkiy teorema, turime, kad
R (g 1y) — RE(0) =ty 1y R (), 0 <t < g1y (2.19)

Kaip jau minéjome anksciau, galime imti wy,, 7, < Umg+1,13- Tada, remiantis (2.16) gauname,

jog visiems 0 < u < Uy, 1y,
RE" ™D (1) € 1.
Tuomet desinioji (2.19) lygybeés puse, kai T3 — oo, artéja i nulj. Taciau tai ir (2.12) pries-
tarauja (2.18). Taigi, (2.17) sarysis galioja.
Nesunku pastebéti, kad ir

2 0 kai m = 2k — 1,

u=0 @B kai m = 2k,

I$ ¢ia ir (2.17) gauname lemos jrodyma.
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Pagrindinés teoremos jrodymas. Apibrézkime

MmeaS{t S AT . KT(t, F) < .’E} (220)
Remiantis (2.9),
. meas{Ap}
Tlg](f)lo — 7 = 1. (2.21)

Todél, atsizvelge i 2.2.3 lema gauname, kad, visiems m € N,

1

li 7/Kthdt: m-
T1—r>20 meas{AT}A T( ) ) K
T

IS ¢ia ir 2.1.2 lemos seka, kad (2.20) pasiskirstymo funkcija, kai 7' — oo, silpnai konverguoja
i funkcija ®(x). Atsizvelge i (2.21) ribos jvertj, gauname, kad pastaroji lygybé yra ekvivalenti

teoremos tvirtinimui. Teorema jrodyta.
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ISvados

Magistro darbe nagrinétas paraboliniy formu dzeta funkcijy (s, F') konvergavi-
mo Salia kritines tiesés klausimas ir jrodytas A. Laurinc¢inko [8] gautos ribinés teoremos apie
konvergavima j lognormalyji désnj Rymano dzeta funkcijai ((s) analogas.

Svarbu akcentuoti tai, jog ribiné teorema apie konvergavima j lognormalyjji désnj
teisinga tik paraboliniy formy dzeta funkcijos moduliui. Be to, Siai funkcijai turi galioti
Rymano hipotezés analogas, teigiantis, jog visi netrivialus (s, F') nuliai yra kritinéje tieséje

o =

R

Gauti rezultatai gali buti panaudoti tolimesniam paraboliniy formy dzeta funkcijy

tyrimui.
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Santrauka

Normuoty paraboliniy formy dzeta funkcijy reikSmiy pasiskirstymas

Magistro darbe nagrinétas normuoty paraboliniy formy dzeta funkcijy reikSmiy pasi-
skirstymas.

Tegul S.(I'y(q)) yra visy svorio s ir lygio ¢ paraboliniy formy erdvé. Elementas
F € S.(T'o(q)) yra vadinamas Hekés tikrine forma, jei F' yra visu Hekeés operatoriy tikriné
funkcija. Siuo atveju, forma F(z) galima normuoti, t.y. jos Furjé skleidinys begalybéje turi
pavidala

o0

F(z) =Y c(m)e’™™, c(l)=1.

m=1

Kiekvienai normuotai tikrinei formai F'(z) galima apibrézti dzeta funkcija o(s, F)

Dirichlé eilute

(s, F)= > C<W8L), 5 =0 +1it.
m=1 "M

Magistro darbo tikslas— jrodyti ribing teorema apie konvergavima j lognormalyjj désnj
paraboliniy formy dzeta funkcijoms arti kritinés tiesés.

Tegul, kaip visada, ®(z) zymi standartinio normaliojo désnio pasiskirstymo funkcija

—U2

2 du,

O(x) = \/127/9” e

0, G(z)- lognormaliajg pasiskirstymo funkcija

o) = ®(log(z)), x>0,

0, x < 0.

A. Laurincikas jrodé tokj rezultatg.

A teorema [8]. Pasiskirstymo funkcija

= _ 1 1
vr(|C(67 +it)| (V2RI < gy gy = S

> I
kai T — oo, pataskiui konverguoja j G(x).

Magistro darbe jrodomas A teoremos analogas funkcijai ¢(s, F'). Tegul

K L Wry/loglogT

or= 9 log T’

¢ia Py > 0,97 — oo ir logr = o(loglog T'), kai T' — co. Be to, tegul
kr = (27 loglog T) /2
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ir
Gr(z) = ve(|plor +it, F)|*T < x).
Pagrindiné teorema Tarkime, jog funkcijai o(s, F') galioja Rymano hipotezés analogas.

Tuomet pasiskirstymo funkcija Gr(z), kai T — oo, pataskiui konverguoja i pasiskirstymo

funkcijg G(z).
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Summary

Value Distribution of Zeta-functions of Normalized Cusp Forms

In the Master thesis, the value distribution of zeta-functions of normalized cusp forms
is investigated.

Denote the space of all cusp forms of weight x and level ¢ by S.(I's(¢)). An element
F € S.(Ty(q)) is called Hecke eigenform if F' is an eigenfunction for all Hecke operators. In
this case, F'(z) can be normalized, i.e.

F(z) =Y c(m)>™™ (1) =1,
m=1

is its Fourier series expansion at oo.

To any normalized eigenform we can attach the zeta—function ¢(s, F') defined by

c(m) 1 1
s T

p(s, F) = i

m g 2y

It is known that Dirichlet series ¢(s, F') converges absolutely for o > "TH Moreover,
©(s, F') is analytically continual to an entire function.

The aim of the master work was to prove a limit theorem for the function ¢(s, F)
near the critical line.

In the case of the Riemann zeta-function, the following result is true [8]. Let

o1 1
or = =+ —.
=9,

Let, as usual,

1 T >
O(z) = \/%/_Oo e du

denote the standard normal distribution function and
d(logz) x>0,
G(r) =
0, xz < 0.

The function G(z) usually is called the lognormal distribution function. A. Laurincikas

proved the following result.
Theorem A [8]. The distribution function

vr(|¢(67 + it)\(m)fl <2)

converges pointwise to the function G(z) as T — 0.
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In the Master thesis, an analogue of Theorem A is obtained. Let

K n Ury/loglogT

=y logT

where 17 > 0,197 — oo and log¥r = o(loglogT') as T' — o©.

Moreover, let
rr = (27 loglog T)~1/2
and

Gr(z) = vr(|p(or +it, F)|* < ).

The main theorem Suppose that the analogue of the Riemann hypothesis for the function
©(s, F) is true. Then the distribution function Gr(x) converges pointwise to the distribution

function G(x) as T — oo.
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