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Santrauka. Straipsnyje analizuojama mokiniy supazindinimo su matematiniu jrodymu specifika. Remiantis tiks-
lingai sukurty jrodymo mokymosi veikly i§bandymo rezultatais nagrinéjama, kaip 5 klasés mokiniai mokosi kons-
truoti teiginiy seka ir kaip jie supranta matematinio jrodymo savoka. Kokybiné duomeny turinio analizé parode,
kad 5 klasés mokiniai i$ jiems zZinomy matematiniy teiginiy konstruoja iSimtinai neformalius jrodymus. Jie tikrina
teiginj nagrinédami pavyzdzius arba kuria jrodyma bendriniam pavyzdziui. Trukstant ziniy apie jrodymui aktualias
matematines savokas, sarysius ir abstrak¢iy teiginiy sekos vaizdavima, dalis mokiniy nesupranta matematiniy teigi-
niy tikslingo surikiavimo prasmés. Mokiniy kuriamiems jrodymams yra buidingas su uzduoties formuluote susijes
kintantis lygis. Todél rengiantis matematinio jrodymo mokymuisi, svarbu i§gryninti mokiniams zinotinus jrodymo
bruozus ir detalizuoti jrodymo mokymosi etapus.

Raktiniai ZodZiai: matematikos mokymo tobulinimas; matematinio jrodymo supratimas; mokymasis jrodyti; teigi-
niy pagrindimas; pagrindinis ugdymas

Learning to Prove by Exploring Sequences of Mathematical
Statements in the 5th Grade

Summary. The article analyses the specifics of introducing students to mathematical proving. Based on the results
of testing purposefully designed proving-learning activities, it examines how 5t-grade students learn to construct
sequences of statements and how they perceive the concept of mathematical proving. Qualitative content analysis
of the data showed that 5"-grade students construct exclusively informal proving from the mathematical statements
known to them. They verify a statement by examining examples or by creating a proving for a generic example.
Due to a lack of knowledge regarding relevant mathematical concepts, relationships, and the representation of
abstract sequences of statements, some students fail not understand the aim of purposefully ordering mathematical
statements. The variety of proving created by students is characterized by a fluctuating level of complexity related
to the task formulation. Therefore, when preparing for the study of mathematical proving, it is essential to clarify
the features of proving that students should know, and to outline in detail the stages of the proving-learning process.
Keywords: improvement of mathematics teaching, understanding of mathematical proving, learning to prove,
justification of statements, secondary education.
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Ivadas

Gilinantis } matematines struktiiras ir sarysius, samprotavimo pagrijstumas keiciasi abs-
traktumo link. Sia prasme teiginius apie matematiniy objekty sarysius pagrindZiantys
irodymai mokyklinéje matematikoje yra matematinj turinj padedanti suprasti priemoné
(Hine, 2019). Irodant teiginius, i$ anksc¢iau turimas Zinias tenka derinti su saglygoje duo-
tais faktais, o taip pat operuoti abstrak¢iomis sgvokomis (Gy6éry & Konya, 2019). Jro-
dant formuluojama hipotezé; i§skiriamos salygoje jvardinty objekty savybés; taikomos
loginio samprotavimo kompetencijos (Varghese, 2017). Irodymo mokymasis gali atlikti
patikrinimo, paaiskinimo, atradimo, sisteminimo, komunikavimo ir intelektualinio i$5i-
kio funkcijas (de Villiers, 1999; Rocha, 2019). [rodymo atlickama paaiskinimo funkcija
mokantis matematikos yra ypac svarbi, nes tuo paciu mokiniai mokosi korektiskai ko-
munikuoti vartodami matemating kalba (Varghese, 2017). Todél pilnavertis matematinio
jrodymo mokymasis apima ne tik teiginio pagrindimo vaizdavima formaliai, bet ir jtiki-
nimo, patikrinimo ir komunikavimo mokymasi (Housman & Porter, 2003).

Vis délto irodymas mokyklin¢je matematikoje neretai suprantamas siaurai — vien tik
kaip paaiSkinimas, kurio forma atitinka tam tikrus formalius loginio taisyklingumo rei-
kalavimus. Toks supazindinimas su jrodymais tampa beprasmiu ritualu (Alibert, 1988),
o jrodymo ugdomoji verté gali biiti kvestionuojama. Mokiniai tiesiog bando atsiminti ir
kartoti specifines jrodymo struktiiras sekdami mokytoju ir mokydamiesi i§ vadovélio.
Bet lieka nesuprate jrodymy jvairoveés, paskirties ir matematiniy jrodymy taikymo gali-
mybiy (Varghese, 2017).

Irodymy konstravimas daugelio Saliy Svietimo dokumentuose yra nepakankamai ak-
centuojamas arba pateiktas pavirSutiniskai (Healy et al., 2009). Mokytojai nesulaukia
tinkamy metodiniy priemoniy, padedanciy integruoti jrodymus j matematikos pamokas
(Haavold et al., 2024). Tikslingas veiklas, mokiniams padedancias suprasti jrodymy
prasme ir jgyti jrodymo gebéjimus, mokytojui tenka kurti paciam (Varghese 2017). Mo-
kytojams gali triikti Ziniy apie jvairias jrodymy formas, mokymo biidus ir jy pritaikyma
pamokose (Ko, 2010; Hine, 2019). Negaunantys metodinés pagalbos mokytojai abejo-
ja irodymy mokymo nauda visiems mokiniams, todél matematinio jrodymo pristatymo
mokiniams vengia arba tik remiasi empiriniais pavyzdziais (Knuth, 2002; Hine, 2019).
Visa tai rodo, kad jrodymy integravimas mokymo programose néra tik techniné uzduotis,
bet reikalauja pokyc¢iy visoje matematikos mokymo kultiiroje (Nardi & Knuth, 2017).
Pripazjstama, kad tuos pokycius realizuoti yra sunku (Stylianides &Stylianides, 2017).

Mokslinéje literattiroje yra nagring¢jami jrodymo supratimo formavimosi etapai (Ba-
lacheft, 1988; Stylianides, 2007; Er & Ding¢ Artut, 2022; Miyazaki at al., 2024), gili-
namasi | dedukcinio jrodymo mokymasi konkre¢iame matematiniame turinyje (Hine,
2019; Sevgi & Orman, 2022). Tac¢iau mokymuisi jrodyti taikytinos veiklos mokiniams
ir mokymosi jrodyti detalés yra aptariamos retai (Dilberoglu, 2023). D¢l jrodymuose
naudojamy matematiniy teiginiy abstraktumo ir mokiniy gebéjimy jvairoveés, jrodymo
supratimo kryptingas ugdymas matematikos pamokose yra vis dar nepakankamai iSana-
lizuotas (Stylianides & Stylianides, 2017; Hanna et al., 2023).
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Matematinio jrodymo gebéjimai gilé¢jant matematinéms zinioms vystosi laipsni§kai —
nuo paprasty zodiniy argumenty iki formalesniy rasytiniy jrodymy (Maher & Martino,
1996). Tebevyksta diskusijos, kokio amziaus vaikai tampa pajégis jsisavinti dedukcinj
jrodyma. Manoma, jog 10—12 mety amziaus vaikai jau gali sprgsti matematinius uzdavi-
nius, reikalaujancius dedukcijos (Carreira et al., 2020). Tam svarbu korektiskai, derinan-
tis prie mokiniy amziaus, apibrézti matematikos sgvokas, iSryskinti jy bei matematiniy
procediiry hierarching struktiirg (Mockaityté-Rasteniene, 2022).

Tyrimais nustatyta, kad matematinio jrodymo pristatymas mokiniams yra naudin-
giausias, kai jrodymus konstruoja patys mokiniai, nes norint iSmokti, vien stebéti, kaip
tai yra daroma, nepakanka (Freudental, 2012). Neturintiems pakankamai matematiniy
ziniy mokiniams jrodymus konstruoti yra sunku (Healy & Hoyles, 2000; Lin, 2005).
Dazna nesékmés priezastis yra zZiniy apie jrodymo struktiirg trilkumas, todél bitina uz-
tikrinti, kad mokiniai Sias Zinias jgyty (Weber, 2001, Miyazaki et al., 2024). Parinkus
atvirus klausimus, mokiniy jrodymo gebéjimai gali biiti plétojami samprotaujant, keliant
hipotezes, formuluojant apibendrinimus (Sevgi & Orman, 2022).

Lietuvos Bendrojoje matematikos programoje (2022) jtvirtinus nuostatg mokyti ar-
gumentuoti ir formuluoti matematinius teiginius; kurti nuoseklia, logiskai pagrista tei-
giniy sekg ar uzduoties sprendima; vertinti teiginiy teisinguma; jrodyti matematinius
teiginius, aukSciau aptarta mokiniy supazindinimo su jrodymais problematika tapo itin
aktuali. Todél Siame darbe ieSkoma teoriniu ir empiriniu biidu pagrjsto atsakymo j prob-
leminj klausimg — kaip mokinius supazindinti su matematiniu jrodymu? Kadangi mo-
kiniy mokymasis suprasti ir konstruoti matematinius jrodymus vis dar nepakankamai is-
tirtas (Stylianides &Stylianides, 2017; Hanna et al., 2023), Siame straipsnyje pristatomo
tyrimo tikslas dvejopas: iSanalizuoti 5 klasés mokiniy mokymasi konstruoti matemati-
niy teiginiy seka ir detalizuoti mokymosi jrodyti sglygota matematinio jrodymo sgvokos
supratimg. Matematinio jrodymo sqvokos supratimu ¢ia vadinsime jrodymo proceso ir
jo rezultato savybiy pastebéjimg ir taikymg komunikuojant apie jrodymus bei mokiniy
sukurtuose jrodymuose.

Matematinio jrodymo apibréZtis pedagoginiu poZiiriu

Mokslinéje literatliroje matematinio jrodymo sgvoka apibréziama abstrak¢iai ir jvairiai,
glaustai arba detaliai jvardinant esmines jrodymo savybes. Apibréztis grupuojant pagal
savybes, gali biiti i$skirti jrodymo atlickamas funkcijas apraSantys, jrodymo pateikimo
pavidalg detalizuojantys bei misrais pasirinkimai (1 lent).

Kadangi jrodymas yra pagrindiné matematikos idéja, kuri neretai suprantama intuity-
viai (Tall, 2002) dél adresaty amziaus ir negausios matematinés patirties, svarstoma jro-
dymo apibrézties formuluoté turéty pasizymeti lanks¢iu pozitiriu i jrodymo grieztuma.
Mokyklinéje matematikoje nagrinéjami jrodymai turi remtis tuo, kas priimta ir Zinoma
konkreciai klasés bendruomenei tam tikru metu (Rocha, 2019). Taigi matematiné argu-
mentacija, kurig tam tikra mokiniy klasé pripazins jrodymu, kitoje klas¢je, sudarytoje i$
kito amziaus ar geb&jimy mokiniy, jrodymo kategorijai gali biiti ir nepriskirta. Teisingos
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bet kuriomis sglygomis jrodymo sagvokos apibrézties néra, nes kiekviena Zzmoniy grupé
matematinio jrodymo sgvoka yra pajégi suprasti vis kitaip, t. y. mokyklinéje matemati-
koje jrodymui turi biiti priskirta mokiniams konkreciu laiko momentu pasiekiama pras-
mé (CadwalladerOlsker, 2011).

1 lentelé. Mokslinéje literatiiroje randami matematinio jrodymo apibrézciy variantai

Apibréztyje Apibréz¢iy charakteringi
ivardintos savybés pavyzdziai
o Priimtinomis tiesomis pagrjsta argumentacija
. i Patikrinimas (Leddy, 2001; Steele & Rogers, 2012)
Irodymo paskirtis Paaiskinimas Sarysius tarp objekty atskleidzianti aiSkinimo
forma (Ma, 2020)

Loginiy i§vady granding, apimanti teiginiy seka nuo pradiniy

Irodymo pavidalas prielaidy iki galutinés iSvados (Joseph, 2011)

Irodymo paskirtis ir Paaiskinimui, sisteminimui ir atradimams naudojama dedukcija
irodymo pavidalas (Bleiler-Baxter & Pair, 2017)

Pastaraja mokslo ziniomis grindziamg informacijg gretinant su matematinio jrodymo
apibreézC¢iy grupavimu (1 lent.) matyti, kad jrodymo mokyklin¢je matematikoje apibréz-
¢iai jrodymo paskirties ir jo priimtino pavidalo jvardinimas yra reikalingas. Mokyklinés
matematikos jrodymy paskirtis turi iSryskinti jrodymy ugdomaja verte (patikrinimas,
imtinas pavidalas apima jrodymo grieztumo nusakyma ir nuo jo priklausomus jrodymo
raiSkos biidus, t. y. mokiniams suprantamy teiginiy aibe, argumentavimo ir argumenty
pateikimo biidus (Stylianides, 2007).

Irodymas matematikoje skiriasi nuo jrodymo mokyklinéje matematikoje. Mokantis
matematikos, Sios sgvokos prasmé yra platesné. Apimama gausybé jvairaus grieztumo
argumentavimo ir vaizdavimo formy. Jrodymu gali biiti vadinami tiek paaiSkinantys,
tiek pagrindziantys samprotavimai (Hanna, 1991); tiek ,,sintaksiniai®, tiek ,,semantiniai‘
jrodymai (Weber & Alcock, 2004). Nors pastaryjy jrodymy grupiy apibréztys Siek tiek
skiriasi, taciau esme iSlieka ta pati — matematinius jrodymus galima skirstyti j formalius
bei neformalius. Sie terminai, nors ir neapibrézti, vartojami ir Lietuvos bendrojo ugdy-
mo programoje (2022).

Formalus jrodymas yra grieztg loging struktiirg turinti teiginiy seka, kurioje, naudojant
logines taisykles, i§ duotos prielaidy aibés yra gaunama iSvada (Aristidou, 2020). Formalus
jrodymas remiasi dedukciniu samprotavimu, o ne kitomis samprotavimo formomis, o jj
skaityti, suprasti ir patikrinti galima remiantis aksiomy sistema ir logikos taisyklémis. Da-
lies matematiky nuomone, argumentacija, kurios negalima patikrinti remiantis formalios
logikos taisyklémis, yra bereikSme, nes negarantuoja teisingumo (Rota, 1997).

Formalts jrodymai yra sunkiai suprantami ir dél to jy svarba mokiniams yra menka
(Thurston, 1995). Ieskant biido kurti ir komunikuoti mokyklinés matematikos Zinias,
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negali buti vien tik rekomenduojama supazindinti su formaliais jrodymais (Hanna et al.,
2023).

Praktinis matematinis jrodymas yra tai, kg darome, kad vieni kitus jtikintume teiginio
teisingumu (Hersh, 1997). Jei formaliam jrodymui priimtina tik dedukcinio samprotavi-
mo forma, tai neformaliis jrodymai, naudojantys schemas ar bendrinius pavyzdzius, gali
biiti suprasti jau zemesnése mokyklos klasése. Mokyklinéje matematikoje, geriausias
jrodymas yra tas, kuris padeda suprasti jrodomo teiginio prasme (Hanna, 1995). Moky-
kloje neformaliis jrodymai yra reikalingi, nes padeda mokiniui grieZtesnj samprotavimag
jvaldyti pamazu.

Terminas jrodymas nuo Lietuvos nepriklausomybés atgavimo minimas kiekvienoje
matematikos bendrojo ugdymo programoje. Taciau jrodymo savoka matematiniam ug-
dymui apibrézta tik 2022 m. patvirtintoje bendrojo ugdymo programoje. Sioje progra-
moje pateikta Stylianides (2007) suformuluota jrodymo sgvokos apibréztis: jrodymu va-
dinama matematiné argumentacija, kurig sudaro matematinj teiginj patvirtinanciy arba
paneigianciy susijusiy teiginiy seka, pasizyminti savybémis:

* naudojami mokiniams zinomi, nereikalaujantys papildomo pagrindimo teiginiai;

* taikomos mokiniams Zinomos arba nesunkiai isvedamos argumentavimo formos;

* taikomas mokiniams tinkamas ir jiems Zinomas vaizdavimas.

Tokioje mokyklinio matematinio jrodymo apibréztyje pastebimi jrodymo pavidalg
(argumentavimo ir argumenty pateikimo btidus) detaliai nusakantys elementai, taciau i§
visy mokantis matematikos prasmingy jrodymo paskirciy (patikrinimas, paaiskinimas,

v —

vienintelé, patikrinimo, funkcija.

Matematinio jrodymo kokybés vertinimas pedagoginiu poziiiriu

Nors matematiniai jrodymai gali biiti klasifikuojami jvairiai, mokslinéje literatiiroje daz-
niausiai aptariami 4 jrodymo biidai (Varghese, 2017):

1. [rodymas kontrapavyzdziu. Teiginys objekty aibei negalioja, jei egzistuoja bent
vienas aibés elemento pavyzdys, kuriam teiginys yra klaidingas.

2. Tiesioginis dedukcinis jrodymas. Teiginys iSvedamas remiantis duotos informaci-
jos struktiira, apibrézimais, aksiomomis ir teoremomis.

3. Netiesioginis jrodymas. Laikomasi nuostatos, kad paneigus jrodomg teiginj atsi-
randantis prieStaravimas rodo, kad pradinis teiginys vis tik yra teisingas.

4. [rodymas indukcijos biidu. Remiamasi matematinés indukcijos principu (jei duota
savybé yra teisinga, kai n yra 1, ir jei visiems n > 1, kai savybé yra teisinga n, tai
jiteisinga ir n + 1, tai ta savybe¢ yra teisinga visiems natiiraliesiems skaiciams).

Pradedant mokytis jrodyti, svarbu ne tick matematikams jprasta jrodymo tipy jvairo-

vé, kiek mokinio gebéjimo suprasti/konstruoti jrodymo struktiiras kaita. Siuo poziiiriu,
matematinio jrodymo mokymasis apima tris lygius: ikistruktiirinj, dalinai struktiirinj ir
holistinj strukttrinj (Miyazaki et al., 2017). Mokiniai jrodymg gali suprasti tiesiog kaip
simboliais pavaizduoty objekty rinkinj (ikistruktirinis lygis). Jie gali atpazinti atskiras
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jrodymo strukttirines dalis ir pastebéti sarysius tarp kai kuriy daliy (daliniy struktiiry
lygis). Arba gali matyti jrodyma kaip j logine granding susiety prielaidy ir iSvady visumg
(holistinis struktiiry lygis).

Irodymy skirstymas pagal jtikinimui pasirinkty argumenty prigimtj atskleidzia mo-
kinio konstruojamo jrodymo elementy papildomas savybes. ISskiriama iSorinis (angl.,
external) jtikinimas, empirinis (angl., empirical) bei analitinis (angl., analitical) jrody-
mai (Harel & Sowder, 2007; Housman & Porter, 2003). ISoriniam jtikinimui biidinga
remtis jrodymo forma, ne jo turiniu; remtis autoritetu; manipuliuoti simboliais, nesigi-
linant j prasme¢. Empirinio jrodymo esmé yra pavyzdziy naudojimas bendrinio atvejo
(angl., general case) teisingumo patvirtinimui; iSvady darymas remiantis nepilnai pa-
gristais dedukcija elementariais vaizdiniais. Analitiniam jrodymui buidingas dedukcija
grindziamas tikslingas idéjy transformavimas; aksiomy kaip pirminiy teiginiy, kuriy
nereikia jrodyti, reikalingumo pripazinimas ir taikymas jrodant.

Vertinant mokiniy konstruojamus jrodymus, daugelj mety aktualumo nepraranda ir
dar viena jrodymy vertinimo tipologija (Varghese, 2011). Balacheff (1988) isskiria ketu-
ris jrodymy lygius: praktinis patikrinimas (angl., naive empiricism); esminiai bandymai
(angl., crucial experiment); bendrinis pavyzdys (angl., generic example); iSmastymas
(angl., thought experiment). Praktinio patikrinimo lygiui buidinga rémimasis vieno ar
keliy pavyzdziy teisingumu. Esminiy bandymy lygyje, remiantis patikrinty pavyzdziy
teisingumu, kuriami apibendrinimai. Bendrinio pavyzdzio lygyje, teiginio teisingumas
tikrinamas pasirinkus tam tikros objekty klasés visus atvejus reprezentuojantj pavyzdj.
ISmastymo lygyje, teisingumo jrodymas nebesiejamas su pavyzdziy teisingumu. Jame
remiamasi matematiniais apibrézimais, teiginiais, iSvady gavimo taisyklémis (Er & Artut,
2022). Pirmieji trys jrodymo lygiai yra neformalis, priklausantys nuo pasirinkty veiks-
my ar vaizdy. IS Sios grupés labiausiai iSsiskiriantis treciasis lygis atitinka peréjimg nuo
konkretaus pavyzdzio prie apibendrinimo, nuo pragmatinio pagrindimo prie konceptua-
laus supratimo. Ketvirtasis lygis yra formalus jrodymas (Balacheff, 1988).

Pastarasis mokiniy sukonstruoty jrodymy vertinimas detaliai atspindi kelig, kurj mo-
kinys turi nueiti, sickdamas priartéti prie matematiniams jrodymames biidingo grieztumo.
Si jrodymo tipologija detaliai atskleidzia mokymuisi jrodyti bidingg induktyvaus supra-
timo kaita link deduktyvaus supratimo. Tokia kaita realizuojasi, laipsniSkai konstruojant
vis rimtesnius apibendrinimus (Varghese, 2011).

Matyti, jog Cia aptartos jrodymy tipologijos pedagoginiu poziiiriu tarpusavyje skiria-
si jrodymo supratimo/konstravimo lygiy ,,susmulkinimu® (1 pav.).

I8 esmés, siekianciam matematiniy jrodymy mokymosi prasmingumo mokytojui rei-
kia jvairiapusio zZinojimo, kaip tas supratimas gali biiti daugelio mokiniy jgytas.

Pirma, remiantis jrodymy grupavimu pagal argumentavimo prigimtj, mokykliniame
amziuje, argumentavimo prigimtis gali keistis:

* nuo bandymy imituoti jrodymo forma link jrodomo fakto tikrinimo remiantis jvai-

raus bendrumo pavyzdziais;

* nuo pavyzdziy ir jrodymo elementy tyrinéjimo link apibendrinimy, siekiant jvairia-

pusiskai suprasti jrodoma teiginj;
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* nuo bendrinio atvejo teisingumo demonstravimo link tikslingo jrodymo konstravi-
mo remiantis dedukcija.

Pagal jrodymo mokymosi Pagal struktiiravima Pagal arg_ur_'ner?tavimo

kelio detales prigimt]

S N 7T N

: Praktinis patikrinimas AN | Ikistruktdrinis < || ............. » ISorinis |

|

[ Esminiai bandymai i I | I

~~~~ Dalinai struktdrinis <I-T> Empirinis [

| Bendrinis pavyzdys i I | | |
I -

l I8mastymas B NS— !\-->Ho|istinis struktdrinis -  R— > Analitinis I

— / —_—— e = ~— /

1 pav. Skirtingoms jrodymo tipologijoms budingy jrodymo lygiy tarpusavio dermé

Antra, remiantis jrodymy grupavimu pagal struktiiravima, struktiiros supratimo kaita
mokantis rodo mokinio pasirengimo jungti jrodymo elementus j visumg brandg. Mokant
jrodyti, supazindinimas su struktiirinémis jrodymo dalimis ir jy jungimo j vientisg jrody-
mg galimybémis yra biitina, taciau nepakankama salyga holistiniam jrodymo supratimui.
Be dalinio struktiiravimo mokymosi etapo, formalaus jrodymo mokymosi ugdomoji ver-
té daugeliui mokiniy yra abejotina. Tik konstruktyviai susipazing su daliniu strukttravi-
mu, mokiniai gali jgyti jrodymy kiirimo pagrindus.

Trecia, jrodymy grupavimas pagal mokymosi konstruoti matematinius jrodymus ke-
lig (1 pav.) kaip tik i8ryskina pedagoginés veiklos Zingsnelius, sietinus su matematikos
pamokose realiai vykstan¢iu jrodymy jsisamoninimu. Viena vertus, $ie zingsneliai at-
sako j klausimg, kaip organizuoti mokiniy mokymasi konstruoti ir suprasti jrodymus.
Praktinio patikrinimo, esminiy bandymy, bendrinio pavyzdzio lygiy (Balacheff, 1988)
atpazinimas mokiniy veiklose mokytojui gali biiti naudingas tikslingam tolimesniy vei-
kly parinkimui. Kita vertus, tokiu btidu mokiniai jgyja pragmatiniy jrodymy ribotumus
atskleidziancig patirtj ir taip konceptualiy jrodymy nagrinéjimas mokiniams gali tapti
priimtinesnis (Varghese 2017).

Metodologija

Mokykloje atlickami empiriniai tyrimai reikalingi norint konstruoti matematikos pamo-
ky realybe atitinkancius, tyréjy iSanksting nuomone apie matematikos mokymasi de-
talizuojancius ir su ta nuomone nebitinai sutampancius, modelius (Dilberoglu, 2023).
Straipsnyje pristatomame tyrime buvo pasirinkta nagrinéti tyréjy tikslingai parengtoje
ugdymo veikloje dalyvaujanciy 5 klasés mokiniy jrodymo mokymasi.

Tyrimo imtis, organizavimas, metodai. Empirinis tyrimas (2 pav.) buvo atliktas Vil-
niaus miesto mokykloje, kurioje viena tyréjy dirbo penkty klasiy mokiniy matematikos
mokytoja. Viena vertus, taip buvo i§vengta mokiniams nejprastos mokymosi aplinkos
poveikio. Kita vertus, dél mokytojai-tyréjai bidingo teorinio jsigilinimo j tyrimo proble-
matikg, mokiniams mokantis jrodyti iSkilg procesiniai netikétumai galéjo buti lankséiai
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koreguojami be poveikio tyrimo rezultatams. Tyrime dalyvavo dviejy penkty klasiy mo-
kiniai (16 +17). Abiejy klasiy mokiniy matematikos pasiekimai yra panasis. Dviejy kla-
siy imtis tyrimui buvo pasirinkta norint sukaupti daugiau duomeny sunkumus kelian¢iy
jrodymo mokymosi potemiy atskleidimui.

Ugdomoji veikla vyko mokiniams matematiskai komunikuojant ir bendradarbiaujant
grupése po 4-5 mokinius. Ugdomyjy uzduociy atlikimas buvo fiksuojamas nuotrauko-
mis. Atlikdami uzduotis, mokiniai turé¢jo rastu atsakyti j uzduociy lapuose esancius klau-
simus. Po ugdomosios veiklos, mokiniams buvo pateiktas klausimas apie matematinio
jrodymo savoka, i kurj taip pat reikéjo atsakyti individualiai rastu.

Renkami duomenys

........................
.- -

Duomeny
turinio kokybiné
analize

Mokymasis jrodyti
taikant tikslingai
parinktas veiklas

Mokiniy

apklausa rastu ISVADOS

2 pav. Atlikto empirinio tyrimo logika

Buvo taikyti Sie tyrimo dizaino, duomeny rinkimo ir analizés metodai: instrumentinis
atvejo tyrimas (angl., instrumental case study); apklausa rastu; kokybiné duomeny turinio
analizé (angl., content analysis). Atvejo tyrimai sukuria salygas tirti realaus gyvenimo jvy-
kius / procesus, kai norima juos paaiskinti (Kohlbacher, 2006). Edukologijoje tyrimas yra
vadinamas instrumentiniu atvejo tyrimu, kai siekia atskleisti specifinés temos mokymosi
problematika, ja iliustruojant pasirinkta grupei ar individui biidinga veikla, jvykiu, procesu
(Creswell, 2012). Siame straipsnyje pristatomas 5 klasés mokiniy mokymosi jrodyti atvejis.

Tyrime taikytos matematinio jrodymo mokymosi veiklos charakteristika. Mokymasis
jrodyti turi prasidéti nuo jrodymo sgvokos korektisko pristatymo ir mokiniy supratimo,
ka sgvoka reiskia (Stylianides, 2007). Siame tyrime laikytasi nuostatos, kad matematinis
jrodymas yra tam tikru biidu struktiiruota teiginiy seka, kurios konstravimo buidai kei-
¢iasi priklausomai nuo mokinio gilinimosi ] jrodymus patirties. Mokytojas atsakingas
uz mokiniy supazindinimg su teiginiy sekos konstravimo galimybémis bei uz salygy
konstruoti tinkamo abstraktumo jrodymus sudaryma.

Kuriant mokymosi jrodyti veikla mokiniams, buvo parengtos keliy etapy uzduotys
(3 pav.). Uzduotys konstruotos atsizvelgiant j penktoky turimas matematines zinias. Jose
naudojamos sgvokos ir veiksmai, reikalingi seky konstravimui, 5 klasés mokiniams yra
zinomi ir suprantami. Kuriant uzduotis, buvo adaptuotos Dilberoglu (2023) jrodymy
mokymuisi taikytos teiginiy surikiavimo ir désningumy ieSkojimo uzduotys. Veikly vi-
suma buvo gauta, jas papildzius tikslingai sukurtomis Balacheff (1988) jrodymo lygius
atitinkan¢iomis uzduotimis.

Jrodymo elementy nuoseklaus komponavimo prasmé ir principai mokiniams buvo pa-
aiskinti pries veikla. Siame etape mokiniams buvo pasiiilyta paméginti konstruoti matema-
tiniy teiginiy sekas, kai duoti teiginiai pasizymi paveiksléliy arba rasytine forma (3 pav.).
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3 pav. Jrodymo mokymuisi taikytos ugdomosios veiklos struktiira

Ugdymo tolesnio etapo paskirtis — mokytis pastebéti désninguma bei formuluoti ma-
temating hipoteze. Remdamiesi tekstinio uzdavinio salyga atitinkancios veiklos su ma-
terialiomis priemonémis stebéjimu ir samprotavimu, mokiniai bandé atrasti matemating
taisykle, prognozuojancig duoto skaic¢iaus dalumg is 3 (3 pav.).

Baigiamajame (sudétiniame) ugdymo etape mokiniai mokési patikrinti hipotezg,
konstruodami skirtingo abstraktumo jrodyma. Si veiklos dalis buvo parengta remiantis
jrodymo mokymasi detalizuojancia tipologija (Balacheff, 1988) bei matematinio jrody-
mo supratimo vystymosi modeliu, teigian¢iu, kad jrodymo mokymasis vyksta nuo pa-
vyzdziy tikrinimo link bendro situacijos nagrinéjimo: bendra taisyklé¢ - abstrakcija =
formalizavimas (Ahmadpour et al., 2019). Buvo remiamasis prielaida, jog efektyviausia
pradéti nuo empiriniy bandymuy (praktinio patikrinimo)) ir tik tuomet kituose, daugiau
abstraktumo reikalaujan¢iuose etapuose, pereiti prie formalaus matematinio jrodymo
(méginimo i¥mastyti). Siame etape, mokiniai atliko 4 uzduotis. Visas jas buvo jmanoma
atlikti viso labo praktiskai patikrinant hipotezés teisingumg. Taciau kiekviena tolesné
uzduotis nuosekliai vedé link vis abstraktesnio jrodymo. Taip noréta padéti bent daliai
mokiniy isbandyti abstraktesnj jrodymo biida.

Tyrimo instrumentai. Ugdomojoje veikloje mokiniy grupéms pildymui pateikti uz-
duociy lapai kartu buvo ir pagrindinis tyrimo instrumentas. Visos uzduotys, o tuo paciu ir
mokiniams mokantis renkami duomenys, buvo suderinti su ugdomosios veiklos etapais
(3 pav.). Viena vertus, mokiniai mokési jrodyti, pagal uzduociy pateikimo tvarka atlik-
dami tiksliai tai, ko buvo prasoma uzduotyse. Kita vertus, sukaupti uzduociy atlikimo
rezultatai véliau buvo dar ir analizuojami.

Pavyzdziui, mokiniy grupés pasirinkta eilés tvarka suklijuoti paveiksléliai ir sukli-
juotos popieriaus juostelés su uzrasytais teiginiais, buvo iSanalizuota pasirengimo nuo-
sekliai déstyti mintj pozitriu. Sprendziant tekstinj uzdavinj apie saldainius besidalijan-
¢ius piratus, mokiniy rastu suformuluota hipotezé véliau buvo analizuojama jos patei-
kimo formos poziiiriu. Keleta Zingsniy apimantis mokymasis patikrinti hipotez¢ véliau
buvo analizuojamas ieskant atitikimo kazkuriam i$ jrodymo mokymosi lygiy, o taip pat
méginant pastebéti 5 klasés mokiniy sukurtiems jrodymams biidingas savybes. Taigi, tai-
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kant pagrindinj tyrimo instrumentg buvo siekta diagnozuoti 5 klasés mokiniams biidingg
nuoseklaus teiginiy iSdéstymo jvaldyma; uzraSytos hipotezés formg; mokiniy kuriamy
jrodymy atitikimg lygiams; mokantis jrodyti mokiniy pastebétas jrodymo savybes.

Pasibaigus mokymuisi jrodyti, kiekvieno klasés mokinio atskirai buvo dar papraSyta
raStu paaiskinti, kaip supranta matematinio jrodymo sgvoka.

Duomeny rinkimas ir analizés procediira. Kaip ir jprasta atvejo tyrimams, siekiant
jsigilinti  nagrin¢jamg problematika, buvo renkami ne vieno pavidalo duomenys (veik-
los klas¢je nuotraukos, mokiniy rastu atlikty uzduociy lapai). KritiSkai vertinant surink-
tus duomenis, atskiras démesys buvo skirtas tyréjoms bendradarbiaujant iSryskéjusiy
nuomoniy apie surinktus artefaktus suderinimui.

Atliekant empirinj tyrimg sukaupti mokiniy atsakymai buvo i$nagrinéti atliekant kla-
siking duomeny turinio analiz¢ (Kohlbacher, 2006). Turinio analizés esmé yra duomeny
fragmenty, kurivose randami tyrimui svarblis pastebéjimai, iSskyrimas, grupavimas ir
kodavimas, siekiant sisteminti informacija.

Mokiniy atsakymy i kiekvienos uzduoties klausima grupéms buvo priskirti katego-
rijy pavadinimai. Charakteringi atlikty uzduociy pavyzdziai pateikti tyrimo rezultatus
iliustruojanciuose paveiksluose ir ties kiekviena kategorija lentelése. Rezultatai pagal
iSskirtas kategorijas analizuojami ir interpretuojami tekste.

Aprasant tyrimo rezultatus, atsakymai i individualiai pateikta apklausos raStu klau-
simg buvo gretinami su paskutiniajame ugdomosios veiklos uzduotyje mokiniy grupiy
sukurtais jrodymais.

Siekiant didinti atlikto kokybinio tyrimo rezultaty perkeliamuma, tyrimo rezultaty
apraSyme pateikti gausiis mokiniy sukurty autentisky jrodymy pavyzdziai. 5 klasés mo-
kiniy mokymasis konstruoti teiginiy sekas yra detaliai apraSytas. Tyrimo rezultatai ap-
tarti juos i§samiai interpretuojant.

Tyrimo rezultatai

5 klasés mokiniy mokymosi konstruoti teiginiy sekq ypatumai

5 klasés mokiniams mokantis jrodyti surinkti duomenys rodo, kad grafine arba verbaline
forma pateiktus matematinius teiginius surikiuoti j jrodyma reprezentuojancia sekg mo-
kiniams pavyksta nevienodai lengvai.

Grafiskai pateiktus teiginius visos tyrime dalyvavusiy klasiy mokiniy grupés sudéjo i
sekg teisingai. Taciau atliekant atrodyty identiska uzduotj su tekstu pateiktais teiginiais,
abiejy klasiy rezultatai buvo skirtingi. Vienos klasés mokiniy grupés teiginius suklijavo
teisingai, visos mokiniy sukonstruotos sekos buvo nuoseklios. Tuo tarpu daugumai kitos
klasés mokiniy $i uzduotis buvo sunki (4 pav.) — tik vienai i§ keturiy mokiniy grupiy
pavyko teiginiy seka suklijuoti nuosekliai.

Tokie rezultatai rodo, jog penkty klasiy mokiniai nebiitinai pasirenge didesnés apim-
ties teiginiy iSvedimy nagrinéjimui. Gali biiti, kad tiems mokiniams triiksta paprastesniy
samprotavimy jungimo ] teiginiy seka patirties.
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4 pav. Mokiniy sukonstruoty matematiniy teiginiy nenuosekliy seky pavyzdziai

Atlikdamos tekstinio uzdavinio salyga atitinkancig veikla su materialiomis priemo-
némis, abiejy klasiy mokiniy grupés pastebéjo désninguma ir suformulavo teisingas
hipotezes. Taciau né vienos grupés mokiniai neuzra$é¢ bendriniam atvejui tinkancios
hipotezés. Visy mokiniy grupiy uzrasytose hipotezés formuluotése vartojamas zodis
»saldainiai® (5 pav.). Toks pasirinkimas rodo, kad 5 klasés mokiniy kuriami apibendri-
nimai neatsiejami nuo praktiskai nagrinéjamos situacijos. Panasu, kad samprotauti apie
pastebéta désninguma abstrakciau turéty biti specialiai mokoma.

TElGIN Yao o =

Ju dowiname S0 2@
© IR Lieka B +op paviks
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5 pav. Mokiniy suformuluoto matematinio teiginio
(hipotezés) charakteringas pavyzdys

Hipotezés tikrinimas keiciant jrodymo grieztumg vyko mokiniams nuosekliai atlie-
kant keletg uzduociy. Atsakyti j pirmy dviejy uzduoc¢iy klausimus nebuvo sunku né vie-
nai mokiniy grupei.

Mokiniams pavyko grafiskai pavaizduoti hipoteze iliustruojancio pavyzdzio abu tei-
ginius (6 pav.). Jie nesunkiai sieja atskirus tekstu uzrasytus teiginius su jy grafiniu ati-
tikmeniu, todél galima teigti, kad tyrime dalyvave mokiniai yra pasirenge nagrinéjamy
matematiniy teiginiy vaizdavimo transformavimui konstruojant turimg supratimo lygi

atitinkantj jrodyma.
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6 pav. Hipoteze iliustruojancio pavyzdzio teiginiy grafinio vaizdavimo charakteringi pavyzdziai

Tikrindami uzduotyje jvardinto keturzenklio skai¢iaus daluma i$ 3, mokiniai sékmin-
gai pritaiké dalumo i$ trijy pozymj (7 pav.). Tai rodo, kad teiginiy apie ne itin dideliy

skai¢iy dalumg pagrindimui, mokiniai yra pajéglis pasinaudoti jiems Zinomais matema-
tiniais faktais.

: i
Gllat- b 0 L

7 pav. Teiginio pagrindimo remiantis matematiniu faktu
charakteringas pavyzdys

Uzduotis apie gerokai didesnio, tekste net nejvardinto, skai¢iaus daluma 8 trijy, buvo
sukurta tikintis, kad mokiniai rinksis nagrinéti bendrinj pavyzdj. Paaiskéjo, kad §i uz-
duotis mokiniams buvo sunki. Vietoje praSomo argumento daugumos grupiy mokiniai
tiesiog perras$¢ uzduoties formuluotéje pateikta hipoteze — nejrodyta matematinj teiginj
(8 pav.). Likusios mokiniy grupés uzduotyje suformuluoto klausimo i$ viso neatsake.
Tai rodo, kad 5 klasés mokiniai gali nesuprasti hipotezés prasmés. Panasu, kad mokinius
biity naudinga i§samiau supazindinti ir su matematinio teiginio pagrindimo struktara.

Z;L/’/ 4“/‘-"‘4“4 L na{w‘lﬂlfl/t' OAM:C'L'GLL. é"aﬂl'uo; fld fy‘mi l.)j. é
AL k.3 ya i 65

8 pav. Mokiniy pateikto neleistino hipotezés naudojimo argumentacijoje pavyzdys

Pastarajj argumento neleistino keitimo hipoteze pasirinkima Siek tiek paaiskina toles-
ne¢ uzduotj uzfiksuotas 5 klasés mokiniy bandymas sukurti jrodyma dar abstraktesniam
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teiginiui apie skaiciy dalumg. Abiejy klasiy mokiniai prie§ formuluodami argumentg
praktiskai tikrino pasirinkty skai¢iy dalumg ir vaizdavo situacijg grafiskai (9 pav.).
- Nz, 7] 21 Bgte
1516 kaiy ik S ) R
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9 pav. Mokiniy atsakymuose naudojamo tikrinimo ir grafinio vaizdavimo charakteringi
pavyzdziai

Toks jrodymo biidas atitinka dalinai struktfirinio jrodymy lygio pirmuosius du zings-
nius: praktinj patikrinimg ir esminius bandymus (1 pav.). Viena vertus, antrajame i$
9 pav. pateikty uzduoties atlikimo pavyzdziy matyti, jog mokiniai atrado kelis nagrinéja-
ma taisykle atitinkancius pavyzdzius ir netgi Salia grafinés iliustracijos uzrase¢ skai¢iaus
6 suskaidyma, i$ kurio matyti, kad 6 dalijasi i§ 3. Kita vertus, §i idéja taip ir liko neis-
plétota. Tai rodo, kad 5 klasés mokiniai gali tiesiog nezinoti, kaip uzrasyti bendriniam
pavyzdziui tinkantj jrodyma.

Paskutinéje mokiniams pateiktoje uzduotyje buvo prasoma sukonstruoti jrodyma
vaizduojancig teiginiy seka. Mokiniy pasiektus jrodymo supratimo lygius atitinkantys
atsakymy pavyzdziai pateikti 10 pav. Bandymo iSmastyti lygis (1 pav.) tyrimo metu
nebuvo uZfiksuotas.
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10 pav. Ugdomojoje veikloje mokiniy sukurty jrodymy charakteringi pavyzdziai pagal lygj
Tos mokiniy grupés, kurios ugdomosios veiklos pradzioje sugebéjo teisingai sudéti
matematinius teiginius j seka, teiginius paskutinei uzduociai formulavo ir sekg konstravo

daug sékmingiau nei grupés, kurios teiginiy nuosekly surikiavimg atliko neteisingai.
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Pazymétina, jog abiejy klasiy daugumos grupiy formuluojami argumentai nebuvo
klaidingi ir netgi atitiko bendrinio pavyzdzio lygj. Tai leidzia konstatuoti, jog paskuti-
néje uzduotyje pasiiilytas lentelés Sablonas Zymiai daliai 5 klasés mokiniy palengvino
aukstesnio lygio jrodymo konstravima. PanasSu, kad mokiniai yra jprat¢ derintis prie uz-
duotyse tiesiogiai jvardintos formos.

Mokymosi jrodyti sqlygotas matematinio jrodymo sqvokos supratimas

Pasibaigus tikslingai parinktai jrodymo mokymosi veiklai gauti 5 klasés mokiniy in-
dividualts atsakymai rastu j klausimg kas yra matematinis jrodymas atskleidé jrody-
mo proceso ir jo rezultato savybiy pastebéjimo bei taikymo komunikuojant ypatumus.
Analizuojant 2 lentel¢je iSvardintas kategorijas ir jas atitinkancius charakteringus atsa-
kymus matyti, kad mokiniai supranta jrodyma kaip patikima atradimams, pagrindimui,
matematiky darbo palengvinimui o taip pat aiSkinimui naudojamg biida, kuris yra gana
sudétingas ir gali pasizyméti jvairiais pavidalais.

2 lentelé. Apklausoje rastu 5 klasés mokiniy jvardintos jrodymo savybés

Kategorija Charakteringas pavyzdys
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Sudétingumas

I8 esmeés, toks 5 klasés mokiniy jrodymo savybiy supratimas netiesiogiai, taciau api-
ma mokslinéje literatliroje aptariamas (de Villiers, 1999; Rocha, 2019) mokyklinio ma-
tematinio jrodymo siekiamybes - realizuoti patikrinimo, paaiskinimo, atradimo, sistemi-
pastebétas jrodymui buidingas paaiskinimo ir patikrinimo funkcijas ugdomosios veiklos
metu su mokiniais tiesiogiai net nebuvo kalbéta.

Irodymo jvairiausiy savybiy supratimg mokiniai, zodinés raiskos pozitriu, vis délto
komunikuoja ne itin sklandziai. Daug apklausty mokiniy jrodymo sgvoka tapatino su
veiksmu, veiksmy seka ar uzdavinio sprendimu. Apibtidindami jrodymo sgvoka, mate-
matinius faktus, teisingus matematinius teiginius kaip jrodymo sandaros elementus mo-
kiniai prisiminé retai. Apie pagrindimg ir patikimumag mokiniai kalbéjo nesigilindami j
detales, tiesiog tai jvardino. Panasu, kad Zymiai didesn; jspiidj mokiniams daro galimybé
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jrodyti ne vienu budu ir faktas, kad jrodymai gali biiti naudojami jvairiose situacijose.
Siuos jrodymo supratimo bruozus paaiskina tyrime dalyvavusiy 5 klasés mokiniy pa-

siektas ne daugiau kaip dalinai strukttirinis (1 pav.) jrodymo supratimo lygis.

Toje pacioje apklausoje kai kurie mokiniai vietoje paaiskinimo, kas yra jrodymas, pa-
teiké savo sukurtus matematinius jrodymus. 3-oje lentelé¢je matyti, kad visiems mokiniy

sukurtiems jrodymams btidingas rémimasis praktiniais pavyzdziais.

3 lentelé. Mokiniy individualiai sukurtuose jrodymuose matomas jrodymo sqvokos supratimas
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Charakteringi pavyzdziai
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Viena vertus, jrodymo pavyzdZio uzraSymas atsakant j klausimg kas yra jrodymas
taip pat rodo negebé¢jima apie jrodyma kalbéti bent kiek abstrakéiau. Kita vertus, tokie
mokiniy atsakymai papildomai detalizuoja jrodymo vaizdavimo Siame amziuje priori-
tetus: mokiniai taiko mokantis jrodyti iSbandytus jrodymo uzrasymo pavidalus (lentelé,
veiksmy seka, skaiciy skirtingi raiskos btidai, schema); mokiniai bando vartoti nagri-
néjant jrodymus iSgirstus terminus (iSvada, taisyklé); mokiniai formuluoja klausimus ir
gautg iSvadg zodziu arba teiginio iSvedimg uzraSo kaip veiksmy seka.

ISvados ir diskusija

Siame straipsnyje pristatytame tyrime dalyvave 5 klasés mokiniai mokeési jrodyti mate-
matinj teiginj, iSbandydami skirtingus teiginiy ir jrodymo vaizdavimo biidus. Lyginant
su kity tyréjy darbais, nauja yra démesio telkimas j jrodyma kaip pagrindzianciy teiginiy
seka. I$skirtiné yra ir Siame tyrime taikyta laipsnisko supazindinimo su jrodymu metodi-
ka, besiremianti tiek jvairaus abstraktumo jrodymy nagrinéjimu, tiek mokinio jrodymo
supratimo formavimuisi budinga jrodymo lygiy tipologija (Balacheff, 1988). Remiantis
tyréjy atlikta mokslinés literatliros analize pasirinktas jrodymo konstravimo mokymosi
biidas padéjo mokiniams suprasti, kaip matematikoje atsiranda teiginiy pagrindimas. Ty-
rinédami teiginiy surikiavima, iSbandydami skirtingus teiginiy vaizdavimo budus, iesko-
dami désningumo, formuluodami hipoteze, mokiniai kiiré jrodymus, o kartu ir jrodymo
paskirties, formos bei galimybiy supratima.

Buvo nustatyta, jog turintys pakankamai teiginio jrodymo sudarymui reikalingy
matematiniy ziniy 5 klasés mokiniai i§ jiems Zinomy matematiniy teiginiy konstruoja
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iSimtinai neformalius jrodymus. Jie praktiskai tikrina teiginj nagrinédami pavyzdzius
arba kuria jrodyma bendriniam pavyzdziui. Kiti tyréjai (Bieda et al., 2006; Flores, 2006;
Dilberoglu, 2023; Miyazaki et al., 2024) gavo panaSius rezultatus analizuodami vien tik
gabiy arba vyresniy klasiy mokiniy jrodymo pasirinkimus. Tai gali reiksti, kad Siame
tyrime taikytas detalus ir vaizdus supazindinimas su jrodymo savybémis turéjo teigiamg
poveikj matematinio jrodymo sgvokos supratimui.

Biidingas pragmatinio jrodymo pasirinkimas rodo, kad mokiniams svarbiau uz pa-
grindimg yra pasiaisSkinimas, kodél teiginys yra teisingas. Remiantis pavyzdziais tei-
ginio esm¢ yra lengviau pastebima. Teiginiy tikrinimas pavyzdziais yra i$ poreikio
vaizdziai interpretuoti teiginj kylanti mokymosi konstruoti matematinj jrodyma proce-
so dalis. Taip pat buvo nustatyta, kad jrodyma mokiniai daugiau sieja su matematiniy
veiksmy atlikimu, nei matematiniy teiginiy teisingumo ar klaidingumo pagrindimu. Tai
gali biiti susij¢ su mokiniy turima gausia matematiniy veiksmy atlikimo patirtimi ir pra-
dinéms klaséms budingu tik biitiniausiy bendresniy matematiniy teiginiy nagrinéjimu.

Irodant yra svarbiis sgrysiai tarp matematiniy teiginiy. Viena vertus, jrodymo moky-
masis turi kelis edukacinius tikslus: sustiprinti matematinio turinio supratima; iSmokyti
samprotauti, supazindinant su matematinio samprotavimo specifika. Kita vertus, mo-
kantis jrodyti pastebéti dar ir kiti nei jrodomas teiginys faktai, sarySiai su matematinémis
savybémis pedagoginiu poziliriu yra netgi vertingiau, nei vien tik jrodymo atradimas
(Hanna et al., 2023).Ugdomosios veiklos pradzioje teisingai sukonstrave duoty mate-
matiniy teiginiy sekg mokiniai véliau kurdami savo jrodymg teisingai jungé ir paciy
suformuluotus matematinius teiginius. Nors argumentavimo formy yra daug, dazniausiai
konstruojant jrodyma yra taikomos logikos taisyklés, kurios kai kuriems mokiniams nors
ir nezinomos, gali bati intuityviai suprantamos (Epp, 2003). Atliktas tyrimas parodé¢, kad
5 klaséje beveik pusei mokiniy tos taisyklés néra aiskios, todél panasu, jog mokantis
irodyti su mokiniais reikéty detaliau aptarti ir teiginiy loginio surikiavimo problematika.
Tai yra svarbu, nes gali buti naudinga ne tik matematikos, bet ir kity mokomuyjy dalyky
mokymuisi (Morou & Kalospyros, 2011).

Taip pat nustatyta, jog jrodymo konstravimo sékmé skirtingy klasiy mokiniams sky-
rési. Nors abi tyrime dalyvavusios klasés panasios jrodymy konstravimo procese nau-
dojamy teiginiy ir jrodymo vaizdavimu, argumentavimo formy naudojimas vienoje i$
klasiy buvo daug pranagesnis. Sis pastebéjimas tiesiogiai siejasi su mokiniy matematiniy
teiginiy sarysiy suvokimo skirtumais. Kity tyréjy (Reid & Vargas, 2017) nuomone, pa-
grindinis jrodymo supratimo/ nesupratimo priezastinis veiksnys slypi nevienodame $iy
klasiy matematikos dalyko mokyme pradinése klasése.

Auksciau pateikti pastebéjimai ir iSvados buvo gautos remiantis dviejy panasiais
matematinio ugdymo pasiekimais pasizyminciy klasiy mokiniy mokymosi konstruoti
teiginiy sekas analize. Abiejose klasése taikant tas pacias ugdomasias veiklas, buvo nu-
statytas skirtingas mokiniy pasirengimas mokytis jrodyti bei ty klasiy mokymasi jro-
dyti vienijancios proceso bendrybés. Tyrime taikyto mokymosi jrodyti biido poveikis
silpnesnéms ir itin stiprioms klaséms ir toliau yra nezinomas.
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Apibendrinant Siame straipsnyje pristatytas teorines ir empirines jzvalgas galima
teigti, kad, mokydami jrodyti pagrindinéje mokykloje, mokytojai gali susidurti su dau-

Irodymo sqvoka yra sudétinga. Aktualu tikslingai atsirinkti, detalizuoti, i§gryninti
mokiniams zinotinus jrodymo bruozus. Stengtis paprasciau kalbéti apie sudétingus da-
lykus. Supaprastinant aiskinima neprarasti bendry idéjy, aiskiai suprantant, nuo ko pra-
dedama ir kur link einama. Reikia i§ anksto apgalvoti, kaip nuo paprastesnio aiskinimo
pereiti prie sudétingesnés jrodymo problematikos.

Mokiniai linke remtis is anksciau turimu intuityviu jrodymo supratimu. Todél nau-
dinga supazindinti su skirtingais jrodymo vaizdavimo biidais. Pradedant mokytis jrodyti,
yra prasmingas daugiau ar maziau apibendrintas jrodomo teiginio empirinis patikrini-
mas. Mokytojas turéty padéti pamatyti sgsajas su ankstesne patirtimi ir tik tuomet paro-
dyti naujg formalesnj jrodymo biida (Hanna et al., 2023; Er & Artut, 2022).

Mokiniams gali tritkti Ziniy apie teiginiy jrodymui aktualias matematines sqvokas ir
sgrysius. Prie§ pradedant jrodyti, naudinga jas pasikartoti, jtvirtinti. Nepakanka suprasti
jrodymo struktiira. Salia to bitinos specifinés Zinios apie padius matematinius objektus
ir sgsajas (Miyazaki et al., 2024). Mokiniai neteikia svarbos matematinéms apibréztims,
linke jsiminti taisykles ir savybes labiau nei jas iSvesti, remiasi autoritetais, ir jsitikine,
kad lengviau pasiremti akivaizdumu, nei jrodyti (Sevgi & Orman, 2022).

Dalis mokiniy nesupranta matematiniy teiginiy tikslingo surikiavimo prasmés. Ja
paaiskinti galima iliustruojant nesudétingais pavyzdziais. Mokiniai neturi ir abstrakciy
teiginiy sekos vaizdavimo patirties. Biitina nuosekliai aiskintis, kodél teiginiai yra tokie
ir kaip vieng jrodymo sakinj susieti su kitais. Mokant jrodyti, biitina mokinius supa-
zindinti su logikos taisyklémis, kaip vienas pagrindimo sakinys yra susijes su kitais.
Gebantys jrodyti mokiniai abejoja turimos informacijos iSankstiniu teisingumu ir todél
kelia klausimus. Vietoje informacijos jsiminimo, jie svarsto, kaip informacija atsirado ir
tik tuomet sprendzia, ar ja galima remtis samprotaujant apie konkrecig problemg. Taip
stipréja supratimas, kad matematika yra besiremiantis logikos taisyklémis mokslas, ne
atsitikting taisykliy ir procediiry délioné (Sevgi & Orman, 2022).

Mokiniy kuriamiems jrodymams bidingas su uzduoties formuluote susijes kintan-
tis lygis. Irodymo uzduotys mokiniams gali biiti tikslingai koreguojamos siekiant gauti
abstraktesnius mokiniy sukurtus jrodymus. Kiti tyrimai (Miyazaki et al., 2024) rodo, jog
mokydamiesi jrodyti, mokiniai renkasi pasikliauti empiriniais duomenim, nezino nuo ko
pradéti arba nepritaiko turimy ziniy. Jiems yra sunku jvertinti matomy jrodymy teisingu-
ma, uzraSyti savo jrodymg ar tiesiog sukonstruoti empirinj jrodymga su skaiciais.

Matematinio jrodymo savoka yra neapibrézta ir ginc¢ytina. Todé¢l néra aisku, apie kq
galvojama sakant, jog mokiniai turi iSmokti konstruoti savo jrodymus (Hanna et al., 2023).
Lietuviskuose matematikos vadovéliuose dazniausiai randami konkrecius pavyzdzius de-
monstruojantys geometriniai jrodymai ir vien tik suskai¢iavimu besiremiantys jrodymai
neatskleidzia matematinio jrodymo esmés. Viena i§ svarbiausiy salygy veiksmingai jro-
dymo mokymosi plétrai Lietuvos bendrojo ugdymo mokyklose yra jrodymo mokymosi
sgvokos operacionalizavimas iSskiriant ir detalizuojant jrodymo mokymosi etapus.
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