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1 Disertacijos moksliné problema ir tyrimo objektas

Disertacijoje, kuri pristatoma Sioje santraukoje, nagrinéjamos Lercho (Lerch) dzeta funkci-
jos, jos iSvestines ir periodinés Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcijos nuliy savybés. Minétos
dzeta funkcijos yra Rymano (Riemann) dzeta funkcijos, apibréziamos Dirichle (Dirichlet)
eilute

()= — (1)

ns
n=1

apibendrinimai. Tegul s = o + it, 0,t € R, yra kompleksinis kintamasis. Dirichlé eilutée
absoliuciai konverguoja kompleksinéje pusplokstumeéje o > 1. Rymano dzeta funkcija turi
paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu 1 ir yra meromorfiskai pratesiama j likusig
kompleksinés plokstumos dalj funkcine lygtimi.

Tegul 0 < A\,a < 1. Periodine sekg su periodu k zymésime r = (r,,)5_,, r,, € C.

m=0>
Kai ¢ > 1, tuomet periodiné Hurvico dzeta ir Lercho dzeta funkcijos apibréziamos Dirichlé
eilutémis

> e 27rz)\m

(s, ;) ir L(\a,s) E
m—l—a m+a
m=0 m=0

Disertacijos pradzioje pateikiama pagrindiniy rezultaty santrauka bendrame problema-
tikos kontekste, aptariami pagrindiniai klasikiniai pasiekimai, susije su dzeta funkcijy ir jy
isvestiniy nuliy pasiskirstymu. Metodologijos skyrelyje aptariamos pagrindinés disertaci-
joje naudojamos technikos (Kosi argumento principas, Rusé (Rouché) teorema, Litlvudo
(Littlewood) lema, Kronekerio (Kronecker) teorema, Jenseno (Jensen) ir Stirlingo (Stirling)
formulés bei Rymano dzeta funkcijos absoliutaus dydzio jverciai. Pateikiami klasikiniai ju
jirodymai. Tolesniuose skyriuose atskirai nagrinéjamos trys pagrindinés tarpusavyje susi-
jusios temos: periodinés Hurvico dzeta funkcijos nuliy ir a reiksSmiy issidéstymas; Lercho
dzeta funkcijos isvestinés nuliy issidéstymas; atskiro Lercho dzeta funkcijos atvejo su lygiais

parametrais elgesys.



2 Disertacijos tikslai ir pagrindiniai uzdaviniai

Pirmasis disertacijos tikslas — iSnagrinéti periodinés Hurvico dzeta funkcijos netrivialiyjy
nuliy ir a reikSmiy pasiskirstyma bei Lercho dzeta funkcijos iSvestinées nuliy pasiskirstyma.
Tam reikia rasti asimptotine nuliy skaic¢iaus iki fiksuoto dydzio formule ir jvertinant nuliy
issidéstyma kritinés tiesés atzvilgiu. Antrasis disertacijos tikslas — istirti atskirg Lercho
dzeta funkcijos atvejj, kai parametrai \ ir « yra lygus.

Pagrindiniai disertacijoje nagrinéti uzdaviniai:

1. Periodinés Hurvico dzeta funkcijos nuliy iSsidéstymas. Ketvirtame skyrelyje
nagrinéjamos neturincios nuliy sritys bei asimptotiné netrivialiyjy periodinés Hurvico
dzeta funkcijos nuliy skaiciaus formulé. Taip pat jrodoma teorema apie nuliy issidés-

tyma kritinés tiesés atzvilgiu.

2. Periodinés Hurvico dzeta funkcijos a reiksmiy iSsidéstymas. Penktame sky-
relyje rezultatai, gauti nagrinéjant periodinés Hurvico dzeta funkcijos nulius, praple-

¢iami bendresniam periodinés Hurvico dzeta funkcijos a reikSmiy atvejui.

3. Lercho dzeta funkcijos iSvestinés nuliy iSsidéstymas. Sestame disertacijos sky-
relyje Lercho dzeta funkcijos iSvestinés nuliy iSsidéstymas tyrin¢jamas tokia tvarka:
randamos neturincios nuliy sritys; apibréziami staciakampiai, kuriose yra trivialie-
ji nuliai; nagrinéjama asimptotiné netrivialiyjy nuliy skaic¢iaus formulé; pateikiama

iSvada apie nuliy issidéstyma kritinés tiesés atzvilgiu.

4. Lercho dzeta funkcijos su lygiais parametrais nuliy simetriskumas kritinés
tiesés atzvilgiu. Septintame skyrelyje nagrinéjamas atskiras Lercho dzeta funkcijos
atvejis, kai parametrai A\ ir o yra tarpusavyje lygus. Naudojantis atliktais skaiciavi-
mais samprotaujama, kad Siuo atskiru atveju, netrivialieji nuliai arba yra labai arti
kritinés tieses, arba issidésto beveik simetriskai jos atzvilgiu. Minétas pastebéjimas
disertacijoje nagrinéjamas analiziniais metodais ir randamas Speiserio tipo sarysis tarp

Lercho dzeta funkcijos su lygiais parametrais ir jos iSvestinés netrivialiyjy nuliy.



3 Tyrimy metodika

Disertacijoje remtasi klasikiniais kompleksinés analizes rezultatais. Trec¢iame disertacijos
skyrelyje pateikiamos kai kuriy dazniau naudojamy klasikiniy teoremy, lemy bei formuliy
formuluotés bei jrodymai.

Sprendziant disertacijos uzdavinius naudotasi Dirichlé eiluc¢iy savybémis, periodinés
Hurvico bei Lercho dzeta funkcijy funkcinémis lygtimis. Remtasi Ruseé, Litlvudo, Kro-
nekerio, Jenseno bei Stirlingo idéjomis ir rezultatais.

Visi disertacijos rezultatai, gauti taikant klasikines analizines metodikas, yra nauji ir

orginalus.



4 Moksliniai rezultatai

Siame skyrelyje pateikiami pagrindiniai disertacijos rezultatai. Visur tarkime, kad T tolsta

1 begalybe.

4.1 Periodinés Hurvico dzeta funkcijos nuliai

o0

Nagrinésime periodinés Hurvico dzeta funkcijos nulius periodinéms sekoms r = (7,)50_,

rm € C su periodu k. Pazymékime
d=min{n € Ny : r, # 0} . (2)

Tuomet funkcijy ¢ (s, a;7) ir ;¢ (s, a; ) nuliai sutampa. Neprarasdami bendrumo tarkime,
kad ry = 1.

Periodine Hurvico dzeta funkcija patogu isreiksti kaip Hurvico dzeta funkcijy suma:

k—1 k—1
1

e ”i m+l+a/k:)) ;ZK( &Zl)'

=0 m=0

C(s,a5r) =

Irodymuose remiamasi funkcine lygtimi

C(s,05m) = %% <eXp (#) ¢ (s, 1;4%)

+ exp <@> ¢ (s, 1;q—)> : (3)

¢ia
k—d—1

Z +1l+d
£y dor) — torin® .
q (n) q (n7 «, a; T) 2 Tl4d €XP mn—k

Disertacijoje jrodoma, kad egzistuoja nenuliniai minimalus indeksai
ji=min{n € N:¢" (n) #0} irjop =min{n e N: ¢~ (n) #0}. (4)

Naudojantis Dirichlé eiluc¢iy savybémis, nesunku jsitikinti, kad egzistuoja toks teigiamas

01, su kuriuo € (s, a;r) # 0 desiniojoje pusplokstuméje o > o;.
Kompleksinéje plokstumoje apibrézkime tiese

q (J2)

a ()|

Atstuma nuo s iki tiesés | Zymeésime o(s, ). Sritj tasky, nutolusiy nuo tiesés [ atstumu e > 0,

l: (a—l)log——mf—log (5)

J2

Zymesime

={seC: os,1) <e}.



Pradésime nuo teoremos, kuri apibrézia neturinc¢ia nuliy sritj kairiojoje kompleksinés

plokstumos dalyje.

1 teorema. Egzistuoja konstantos og < 0 ir g > 0 tokios, kad ¢ (s,a;7) # 0, kai 0 < 0y

irs ¢ Ley(1).

Periodinés Huvico dzeta funkcijos ¢ (s, ;) nulj p = 8+ iy vadinsime trivialivoju, jei Sis
priklauso sriciai L., ({). Visi kiti nuliai (vadinami netrivialiaisiais) yra issidéste juostoje o <
B < oy. Naudojantis Rusé teorema, nesunku parodyti, kad yra be galo daug netrivialiyjy

nuliy.

1 teiginys. Tegul 0 < a < 1. Tuomet pakankamasi dideliems b gauname

Z (b+p) = <b—i— %) zlogl - E (log ‘q+ (jl)’ + log ‘q’ (32)’)

T 2re 2w
lv|<T

T
+ —blog + O(logT).
m

k
a+d
Pazymékime N (T, k, ) netrivialiy nuliy p, kuriems |y| < T, skaiciy (jskaitant kartoti-

numus). Paskutiniame teiginyje vietoje b jstate b + 1 ir atéme gauname kita teorema.

2 teorema. Galiojant[1] teiginio sqlygoms

T T
N(T,k,a) =—1lo i

—_— logT) .
T g27re(a+d)+o(og )

Naudojantis israiska

3 (5—%): 3 (ﬂ+b)—(%+b) Sl

T<y<T T<y<T T<y<T

teorema bei [1] teiginiu nesunku jsitikinti, kad periodinés Hurvico dzeta funkcijos nuliai yra

susispiete apie kritine tiese o = 1/2.

3 teorema. Galiojant[1] teiginio sqlygoms

T k T , L
3 (5_%) =5l o (log |q* ()| +1log |¢~ (j2)]) + O (log T) .

[vI<T
4.2 Periodinés Hurvico dzeta funkcijos a reikSmeés

Lygties ( (s, ;r) = a sprendinius, kai a € C, vadinsime a reikSmémis. Praeitame skyrelyje
mineéti rezultatai gali buti praplésti periodinés Hurvico dzeta funkcijos a reiksmiy issidés-

tymui apibudinti. Konstruojant jrodymus kritinés juostos, esancios virsutingje ir apatinéje



pusplokstumeése, bus nagrinéjamos atskirai. Atvejis, kai a = 0, jau iSnagrinétas, todél tar-
kime, kad a # 0. Naudosimeés tais paciais d, ¢*, ji, j» apibrézimais: (2)), (3) ir (4).
Kaip ir praeitame skyrelyje, o (s, ) Zymésime atstuma nuo tasko s iki tiesés [, apibréztos

(5

4 teorema. Egzistuoja toks e (a,0) > 0 ir oy = 0¢ (r) <0, kad ( (s, ;1) # a, jei o < o¢ ir

o(s,l)>e.

Trivialiosiomis a reikSmémis vadinsime lygties ¢ (s, a;7) = a sprendinius, kuriems g (s, 1) <
e. Pazymékime o = 3 + iy visus kitus funkcijos ¢ (s, «;r) — a nulius. Juos vadinsime netri-
vialiosiomis a reikSmémis. N (T, k) zymésime skaiciy tokiy netrivialiyjy a reikSmiy, kurioms
|v] < T (jskaitant kartotinumus).

Remiantis ((s,«;r) Dirichlé eiluc¢iy savybémis, egzistuoja toks o’ (a;7r), kad visiems

o > o' > 0 periodiné Hurvico dzeta funkcija neturi a reikSmiy.

5 teorema. Tegul a # 0 yra fiksuotas kompleksinis skaicius. Tuomet pakankamai dideliems
b € R gauname

1 T
2 Z (b+p) = —Tlog|a—rooz_c| + Thlogk + (b+ 5) Tlog —

2me
0<t<T
—T(1+b)logjs+ Tlog }q_ (jQ)‘ + O (logT)
w
_ 1 T
2 Z (b+ B) = —Tlog|a — o C\+Tblogk+<b+§)Tlog—

2me
—T<t<0

— T (1+b)logji + Tlog|q" (j1)| + O (log T).

Tegul NT (A, o, T) ir N~ (A, 0, T) Zymi netrivialiyju a reikSmiy skai¢iy teigiamojoje ir

neigiamojoje pusplokStumese.

6 teorema. Galiojant |9 teoremos sqlygoms

T T
NY (T, k)= —1 logT
(T k) = 5 0g2m2+0(0g )

T T
N (T, k —1 logT

Paskutinj rezultata padaugine is b + % ir atéme iS |5| teoremos rezultato gauname dar

vieng teoremg.



7 teorema. Galiojant [J teoremos sqlygoms turime

1y lq™ (j2)|
27 Z (5 — —) =T log PR + O (logT),

27 Z (5— 1) = T'log g™ ()l — + O (logT).
~T<t<0 2 la —roa=[ vk

4.3 Lercho dzeta funkcijos isvestinés

Kaip visuomet tarkime, kad 7" tolsta j begalybe ir 0 < A\, < 1. Sveikaja skaiciaus « dalj
zymésime [a], o trupmenine — {«}, taigi @ = [a] + {a}. Lercho dzeta funkcija analiziskai
prapleciama j visg kompleksine plokstuma, iSskyrus paprastajj poliy taske s = 1, naudojantis

funkcine lygtimi
s TS ,
L\a,1—s)=2r)"T (s) (exp (7 — 27moz)\> L(—a, )\, s)

+exp (—%7’8 + 2mior (1 — {)\})) Lo, 1—{\}, s)> .

L(\, o, s) nuliy iSsidéstymas (pavyzdziui, kai A transcendentusis) stipriai skiriasi nuo
((s) funkcijos nuliy elgesio. Funkcijos L(\, «, s) nuliy skaiciy srityje o > o/, 0 < t <
T pazymékime N(o',T;a, ). Tiémarsas (Titchmarsh) jrodé, kad esant Rymano dzeta

funkcijai
N(o,T):= N(o,T;1,1) = o(T),
jei 0 > 1/2. Panasiai Lercho dzeta funkcijai galioja
N(o,T;a,\) < T,

jei 1/2 < 0 < 14 0,6« ir v yra transcendentusis.

Bendru atveju Lercho dzeta funkcijai Rymano hipotezé negalioja. Funkciné lygtis néra
simetrinés formos, todél akivaizdu, kad netrivialieji nuliai néra simetriskai iSsidéste kriti-
nés tiesés atzvilgiu. Kita vertus, Garunkstis ir Stoidingas (Steuding) irode, kad dauguma
L(\, «, s) netrivialiyju nuliy yra iSsidéste arti kritinés tiesés. Toliau pristatysime minéto
rezultato analoga Lercho dzeta funkcijos isvestinei.

Berndtas (Berndt) 1970 metais jrodé, kad Rymano dzeta funkcijai teisinga lygybeé

T log?2
2m

N(T) = Ni(T) + +0(logT).

Nagrinésime Sio tvirtinimo analoga Lercho dzeta iSvestinei, kuria zZymésime

L'\ a,s) = %L (A a,s).

7



Visy pirma rasime sritis, kuriose Lercho dzeta iSvestiné neturi nuliy, ir apibrésime tri-

vialiuosius nulius. Pradékime nuo srities desiniojoje pusplokstuméje, kuri neturi nuliy.

8 teorema. Jer 0 <a<1,t€ R ir
1 3log2+ 2 _
o >max < 2, (logloga™ —log [ — + 2082+ 2 (loga) ™" 3,
2e 4
tuomet L' (X, o, 0 +it) # 0. Taip pat L' (\, 1,0 +it) # 0, kai o > 3.6.
Apibrézkime tiese

[: a—l—wt(log(%))_, )\%%,)\7&1. (6)

Kaip visuomet atstuma nuo tiesés [ iki tasko s zymeésime d (s,[). Toliau nagrinésime nuliy

neturincias sritis kairiojoje pusplokstumeéje.

Tegul
or +it (o) —1)log 52, kai A # 1N #1,
Skt = (7)
2(l—a+k), kitu atveju;
¢ia
—2a—-2k+1
o, =1+ a + k€ 7.

- 21X\

1 + T 2 log ~
Sie s, sukonstruoti taip, kad priklausyty tiesei [. Remdamiesi Rusé teorema, jrodéme, kad
tikrieji Lercho dzeta funkcijos iSvestinés trivialieji nuliai yra lygiagretainiuose, apibréztuose

apie taskus sy.

9 teorema. Tegul A # %, A # 1. Tuomet bet kokiam € > 0 egzistuoja toks o' = o'(¢) < 0, kad
yra vienas nulis kiekviename lygiagretainyje, kurio virsunés (sy + sp+1) /2 €, jei o, < o’.

Taip pat néra kity nuliy pusplokstuméje o < o’.

Panasus rezultatas gautas parametrams A\ = % bei A = 1.

10 teorema. Jei A = % arba N = 1, tuomet egzistuoja toks o”, kad visiems o < o”

yra vienas nulis intervale (=2 (n+ a) — 1, =2 (n + «) + 1), gulintis ant realiosios asies, jei

n>1/2—0"/2—a, n €N. Taip pat néra kity nuliy pusplokstuméje o < o”.

Trivialiyju Lercho dzeta funkcijos nuliy, nutolusiy nedidesniu nei R atstumu nuo 0,
skaiciy (jskaitant kartotinumus) Zymeésime Ny, (A, v, R), o Lercho dzeta funkcijos isvestinés

(A, a, R).

/

atveju — NN,

triv.



1 iSvada. Tegul 0 < A\, < 1. Tuomet

/

Ntriv. (>\> «, R) - N,

triv.

(A\,a,R)| <1, R— 0.

Netrivialiyju Lercho dzeta funkcijos iSvestinés nuliy p/ = (' + iy’ skaiciu (iskaitant

kartotinumus) iki aukscio T' zymésime N’ (A, o, T).

11 teorema. Tequl 0 < \,a < 1. Tuomet

T T
N (N, T)=—log

2 7 2mel ([a] + ) +OlogT).

Netrivialiyju L’ (A, «, s) nuliy skaiCius apatinéje pusplokstuméje nesunkiai gaunamas

taikant formule L' (A, a,s) = L' (1 — {A\}, o, 5).

Paskutiné sio skyriaus teorema jrodo, kad Lercho dzeta funkcijos iSvestinés nuliai yra
iSsidéste apie kritine tiese o = % Apibrézkime logaritminj integralg

Todt

li = —.
i) 5 logt

12 teorema. Tegul 0 < A\, < 1. Tuomet

1 T T T [a] + «a
'— =) =—loglog — + —1
Z <6 2) or % %8 o * ar %N

0<y'<T

T T
- %logﬂog([a] +a)| — Ali (ﬁ) + O (logT).

Pastaroji teorema patikslina Gaunksdéio ir Stoidingo 2002 metais gauta rezultata:

Z <5’ — %) = gloglogT—i-O(T).

ST
4.4 Lercho dzeta funkcija su lygiais parametrais

Daugumai parametry A ir « reikSmiy Lercho dzeta funkcijos L(\, o, s) nuliai yra chaotiskai
igsibarste apie kritine ties¢ o = 1/2. Siame skyrelyje pristatomi rezultatai, gauti nagrinéjant
atskirg atveji, kai parametrai yra lygus, t. y. L(A, A, s). Skaidiuojant pastebéta, kad
netrivialieji nuliai arba yra labai arti kritinés tiesés, arba yra beveik simetriniai jos atzvilgiu.
Pateiksime teoremas, kurios pagrindzia §j pastebéjima.

Kaip visuomet, tegul T tolsta j begalybe, o skaiciai A ir a zymi fiksuotas konstantas.

Atlikus skaiCiavimus pastebéta, kad kai A\ = «, tai pirmieji netrivialieji Lercho dzeta
funkcijos nuliai yra beveik ant kritinés tiesés ¢ = 1/2. Pirmi keturi nuliai suapvalinus iki

simtyju:



L(1/3,1/3,s
L(1/3,2/3,s
L(3/4,3/4, s
L(1/4,3/4,s

)+ 0.50 + 3,994, 0,50 + 7,28:, 0,50 + 9,544, 0,50 + 12,18;.

) : 0,86 + 5,68i, 0,53 4+ 9,594, 0,86 + 12,664, 0,49 4 15,114.
) = 0,50 + 9,694, 0,50 4+ 15,264, 0,50 + 18,65¢, 0,50 + 23,054.
) : 1,03 + 5,244, 0,64 + 8,814, 0,76 + 11,964, 0,88 + 14,19i.

Kai A # 1/2,1 Zinoma, kad L(\, A, s) turi daug nuliy ne ant kritinés tiesés. PavyzdZziui,
funkcijai L(3/4,3/4,s) gauname nulius —0.10 4+ 120,604 ir 1+ 0,10 4 120,607; 0,37 4 202,77i
ir 1 — 0,37 + 202,77¢. Pastarieji suformuoja beveik simetrisky kritinés tiesés atzvilgiu nuliy
poras. Svarbu atkreipti démesj, kad minétais atvejais gauname paklaidas, t. y. nuliai
néra tiksliai ant kritinés tiesés ir néra grieztai simetriniai jos atzvilgiu. Dzeta funkcijy
simetriskumas dazniausiai gali buti paaiskinamas funkcinés lygties israiska (zr. (&) zemiau).

Is pradziy parodysime, kad netrivialieji Lercho dzeta funkcijos su lygiais parametrais

nuliai virsutinéje pusplokstuméje vidutiniskai yra simetriskai issidéste su nedidele paklaida.

13 teorema. Kai 0 < \,a < 1, tai

1 T Q

— =) =—log— logT).
> (5 2) 1 log 5 + O(log T)
0<y<T

Toliau nagrinésime atskiry L(A, A, s) nuliu p simetriskuma. Kai A = a, tuomet Lercho

dzeta funkcijos funkcine lygtj galime perrasyti taip:

LG 1T —3) =(27) T (s)e” ™32 L\ A, s)
+ (2m) 75T (s)e™ 3 T2 =NAL( — X 1 — {A}, s) (8)
=G(s)L(\ A, s) + P(s).
Remdamiesi ja ir Rusé teorema, gauname, kad L(A, A, s) turi beveik simetriska nulj skritulyje

|s — (1 —p)| <r,jei P(s) yra mazas ir L(A, A\, s) néra maza ant minéto skritulio krasto.

Kai s yra greta nulio, tuomet L(\, A, s) galime aprézti i$ apacios.

2 teiginys. Tegul 0 < Mo < 1,00 € R ir Rs > og. Tarkime, kad L(\ a,s) # 0 ir

pazymékime raide d atstumg nuo s iki artimiausio L(\, o, s) nulio. Tada

1

- logd| + 1) logt
oo < exp(C(|logd| + 1)logt),

¢ia C = C(\, «, 0¢) yra teigiama konstanta.

Naudodamiesi siuo teiginiu, jrodome teorema.
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14 teorema. Tegul 0 < XA <1 ir A > 0 toks, kad AC < 7, kai C = C(\, ar, —1) apibrézta[g
teiginyje. Tegul p = [+ iy Zymi netrivialyjy L(\, X, s) nulj. Jei v yra pakankamai didelis,
tuomet atsiras toks spindulys r

exp(—Ay/logv) <r < exp(—Ay/log~)log*, (9)

kad abu skrituliai

ls—pl<r dir |s—(1=p)<r
turés po tiek pat nuliy.

Remiantis Garunkscio ir Laurinc¢iko gautu jverciu

T
N T)=—1 logT
()\7 Oé, ) 27T Og 277-605)\ + O( Og )7
egzistuoja tokia konstanta D = D(Tp), kad
N o, T) — -1 < DlogT (10)
& or Comean| = 7 8

kai T" > Ty.

Tegul f: [T, T + U] — R tolydi funkcija. Srityje T <t < T 4+ U, o < f(t) pazymékime
netrivialiuosius L(A, A, s) nulius N(T,U, f), o L'(A\, A, s) nulius — N'(T', U, f).
15 teorema. Tequl 0 < A< 1ir0< U <T. Tarkime, kad fiksuotiems Ty ir 0 < e < 1,

3

D(Ty) < (11)

log4’

Tuomet esant pakankamai dideliems T egzistuoja tokia tolydi funkcija f : [T, T + U] — R,
kad

1/2 —exp(=T""%/1ogT) < f(t) < 1/2,

irs
N(T.U, f) = N'(T,U, f) + O(log T,
Trudgian irodé, kad Rymano dzeta funkcijai, t. y. L(1,1,s), galioja D < 0,12 <
1/logd =0,72...,0 L(1/2,1/2,s) atveju, D < 0,16. Naudojantis Lindeliofo (Lindeldf) hi-
poteze buty galima parodyti, kad konstanta D gali buti norimai maza. Remiantis Garunks-

¢io darbais, tikétina, kad Lindeliofo hipotezé teisinga ir Lercho dzeta funkcijai. Taigi labai

tikétina, jog ir minétu atveju D gali buti norimai maza.
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5 Darbo mokslinis naujumas ir aktualumas

Disertacijos rezultatai publikuoti penkiose mokslinése publikacijose (zZr. (7| skyriy) ir prista-
tyti konferencijose bei seminaruose (zr. [§ skyriy), yra originalus.

Teoremy ir lemy jrodymai remiasi klasikiniais skaiciy teorijos rezultatais ir praplecia
periodiniy Hurvico bei Lercho dzeta funkcijy nuliy tyrimus. Hurvico dzeta funkcija yra
atskiras Lercho dzeta funkcijos atvejis, todél visi rezultatai apie Lercho dzeta funkcijos
isvestinés nulius gali buti naudingi tiriant Hurvico dzeta funkcijos ir jos iSvestinés nulius.
Atskiro Lercho dzeta funkcijos atvejo su lygiais parametrais tyrimas atskleidzia jdomy ir
dar nenagrinéta nuliy elgesio fenomeng. Kiek zinoma autoriui, periodinés Hurvico dzeta
funkcijos nuliy ir a reikSmiy asimptotiné formulé dar nebuvo nagrinéta. Rezultatai gali
buti panaudoti tolesniems dzeta funkcijy, kurios gali buti isreikstos kaip periodinés Hurvico

dzeta funkcijos, tyrimams.
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6 Darbo struktura ir apimtis

Disertacija parasyta angly kalba. Disertacija sudaro astuoni skyriai: jvadas, literaturos
apzvalga, keturi moksliniams rezultatams paskirti skyriai, iSvados ir literaturos sarasas.

Bendra darbo apimtis yra 96 puslapiai.

7 Pagrindinés publikacijos
Pristatomos disertacijos rezultatai publikuojami siuose moksliniuose straipsniuose:

1. R. Garunkstis and R. Tamosiunas, ,Zeros of the periodic Hurwitz zeta-function®,

Siauliai Math. Semin., 8(16):49-62, 2013.

2. R. Tamositinas, ,a-values of the periodic Hurwitz zeta-function“, Siauliai Math. Se-

min., 11(19):125-133, 2016.

3. R. Garunkstis and R. Tamosiunas, ,Symmetry of zeros of Lerch zeta-function for

equal parameters“, Lith. Math. J., 57(4):433-440, 2017.

4. R. Garunkstis and R. Tamosiunas, ,,Zeros of the Lerch zeta-function and of its deri-

vative for equal parameters“, (jteiktas).

5. R. Garunkstis, R. Tamog$itinas and R. Siménas, ,Zeros of derivative of Lerch’s zeta-
function“, Proceedings of Conference in Honor of Kohji Matsumoto’s 60th Birthday,

(priimtas, 2018).
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8 Rezultaty sklaida

Disertacijoje gauti rezultatai pristatyti Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos
fakulteto Tikimybiy ir skaic¢iy teorijos katedros seminaruose. Dauguma rezultaty buvo

pristatyti Siose mokslinése konferencijose ir seminaruose:

1. ,Zero distribution of the periodic Hurwitz zeta-function“, stendinis pranesimas Diop-

hantine Analysis Summer School, Vokietija, liepos 21-26 d., 2014 m.

2. ,Zero distribution of the periodic Hurwitz zeta-function“, The 56th Conference of the

Lithuanian Mathematical Society, Kaunas, Lietuva, birzelio 16-17 d., 2015 m.

3. ,,On a-value distribution of the periodic Hurwitz zeta-function“, The 57th Conference

of the Lithuanian Mathematical Society, Vilnius, Lietuva, birzelio 20-21 d., 2016 m.

4. ,Zeros and a-values of the periodic Hurwitz zeta-function“, The Sixth International
Conference Analytic and Probabilistic Methods in Number Theory, Palanga, Lietuva,
rugséjo 11-17 d., 2016 m.

5. ,,Zero trajectories of the Lerch zeta-function and its derivative“, The 58th Conference

of the Lithuanian Mathematical Society, Vilnius, Lietuva, birzelio 21-22 d., 2017 m.

6. ,,Symmetry of zeros of the Lerch zeta-function for equal parameters®, Vilnius Confe-
rence in Combinatorics and Number Theory, Vilnius, Lietuva, liepos 16-22 d., 2017

m.
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9 ISvados
Disertacijoje gauti rezultatai apibendrinami Siomis iSvadomis:

1. Periodinés Hurvico dzeta funkcijos nuliai ir a reikSmés yra susispietusios aplink kritine

tiese o0 = % Sis tvirtinimas taip pat galioja Lercho dzeta funkcijos iSvestinés nuliams.

2. Periodinés Hurvico dzeta funkcijos nuliy ir a reiksmiy skaicius iki aukscio T" priklauso
nuo 7', parametro « ir periodinés sekos savybiy. Jei a # 0, tuomet periodinés Hurvico
dzeta funkcijos a reiksmiy skaicius iki fiksuoto aukséio iS esmés nepriklauso nuo a
reiksmes.

3. Lercho dzeta funkcijos trivialiyjy nuliy iki aukscio T" skaicius beveik toks pat, kaip ir
jos iSvestineés trivialiyjy nuliy iki aukscéio T' skaicius.

4. Lercho dzeta funkcijos su lygiais parametrais netrivilieji nuliai vidutiniskai yra si-
metriskai pasiskirste su maza paklaida. Siam atskiram atvejui galioja Speiserio tipo

sarysis tarp Lercho dzeta funkcijos ir jos iSvestinés netrivialiyjy nuliy.

Minéti rezultatai gali buti praplésti nagrinéjant k-osios iSvestinés atvejj. Gali buti, kad
imanoma jrodyti Berndto rezultato analoga, t. y. parodyti, kad nuliy skaic¢ius iS esmés

nepriklauso nuo iSvestines eilés.
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10 Summary

In this dissertation the Lerch zeta-function, its derivative and the periodic Hurwitz zeta-
function are studied. These functions are generalizations of the famous Riemann zeta-
function. We investigate three related topics: the zero and a-value distribution of the
periodic Hurwitz zeta-function; the zero distribution of the derivative of the Lerch zeta-
function; the zero behavior of the Lerch zeta-function for the special case, when parameters
are equal.

The first three chapters contain an introduction, literature review and methodology with
some classical proofs.

The fourth chapter is devoted to the distribution of the zeros of the periodic Hurwitz
zeta-function. We find the asymptotic formula for the number of nontrivial zeros. Also, we
prove, that the zeros and a-values of the periodic Hurwitz zeta-function are mostly clustered
around the critical line 0 = % In the fifth chapter these results were extended to a-values
distribution of the periodic Hurwitz zeta-function.

The sixth chapter the zero distribution of the derivative of the Lerch zeta-function is
explored. We indicate zero-free regions; locate approximate positions of the trivial zeros;
consider the asymptotic formula for the number of nontrivial zeros; explore the zero dist-
ribution with respect to the critical line. We conclude, that the number of the zeros and
a-values of the periodic Hurwitz zeta-function till the given size T' does depend only on
T, parameter o and properties of the periodical sequence. Notice, that if a # 0, then the
number of a-values of the periodic Hurwitz zeta-function till the given size mainly does not
depend on a itself.

Final chapter is devoted to the special case of the Lerch zeta-function when parameters
A and « are equal. Calculations show that the nontrivial zeros either lie extremely close to
the critical line or are distributed almost symmetrically with respect to it. We investigate
this phenomenon theoretically proving, that on average they are symmetrically distributed
with a small error term. For this special case, there is the Speiser type relation between

zeros of the Lerch zeta-function and its derivative.
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11 Trumpos zinios apie autoriy

ISsilavinimas

2010-2012

2006-2010

2002-2006

Edukologijos magistras, darbo tema: ,Inovatyviyjy informaciniy technologiju
taikymas ugdant matematines kompetencijas®, Vilniaus universitetas, Mate-
matikos ir informatikos fakultetas

Matematikos bakalauras, darbo tema: ,Programa GeoGebra: lietuvinimas,
3D bazés ir didaktinis taikymas®, jgyta profesiné pedagogo kvalifikacija, Vil-
niaus universitetas, Edukologijos fakultetas

Vilniaus Jézuity gimnazija

Darbo patirtis

2015-
2012-2015

2012-2014
2007-2012
2007-2010

Duomeny mokslininkas, Exacaster

,GeoGebra institute - Vilnius®“ jkuréjas, septyniy tarptautiniy GeoGebra kon-
ferencijy organizatorius, mokymuy mokytojams vedéjas

Matematikos lektorius, Kazimiero Simonaviciaus universitetas
Matematikos ir informatikos mokytojas, Vilniaus Jézuity gimnazija

gauta Michigan stipendija pedagogams
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