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Tyrimo objektas

Disertacijoje yra nagrinéjama periodiné Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcija. Tegul s = o + it yra
kompleksinis kintamasis, a, 0 < « < 1 yra fiksuotas parametras, o a = {a,, : m € Ng},Ng = NU {0},
yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka su minimaliuoju periodu ¢ € N. Periodiné Hurvico dzeta
funkcija (s, ; a) pusplokStuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé (Dirichlet) eilute

oo

((s,a30) = ) (mcz_ima)s-

m=0

Kai a,, = 1, si funkcija tampa klasikine Hurvico dzeta funkcija

> 1
((s,a) = mzzzom,a > 1,
kuri yra meromorfigkai pratesiama i visa kompleksine plok§tuma, kurioje turi vienintelj paprastaji
poliy taske s = 1 su reziduumu 1. IS sekos a periodiskumo isplaukia, kad srityje o > 1

(lnase) = 25 (s E2).

q =0

Si lygybe ir funkcijos ¢ (s, o; a) savybés duoda funkcijos ¢ (s, o; a) analizinj pratesima j visa kompleksine

plokstuma, isskyrus taska s = 1, kuris yra paprastasis polius su reziduumu

Jei a = 0, tuomet periodiné Hurvico dzeta funkcija yra sveikoji.
Funkcija ((s, v a) susijusi ir su kita klasikine dzeta funkcija - Lercho (Lerch) dzeta funkcija. Tegul
A € R. Tuomet Lercho dzeta funkcija L(A, «, s) pusplok§tuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute
& e27ri/\m

L\ a,s) = —_.
 (m+a)y

e
Kai A € Z, tada funkcija L(A, «, s) tampa Hurvico dzeta funkcija. Jei A ¢ Z, tada funkcija L(\, a, s)
yra sveikoji. Kai A yra racionalus parametras, tarkime, A = ¢, (a,b) = 1, tuomet seka {e*™"™} yra
periodiné su periodu b. Taigi, Lercho dzeta funkcija su racionaliuoju parametru A ¢ R yra atskiras
periodinés Hurvico dzeta funkcijos atvejis.

Periodiné Hurvico dzeta funkcija buvo apibrézta ir pradéta nagrinéti [7] straipsnyje.



Tikslas ir uzdaviniai

Darbo tikslas yra periodinés Hurvico dzeta funkcijos universalumo, t.y. analiziniy funkcijy, apibrézty

kritinéje juostoje, aproksimavimo postumiais {(s + i7, «; a), tyrimas, o uzdaviniai yra Sie:

1. TolydZiosios universalumo teoremos isplétimas funkcijai (s, a; a) su transcendenciuoju

parametru «.

2. Diskreciosios universalumo teoremos isplétimas funkcijai (s, a;a) su transcendenciuoju

parametru «.
3. Tolydziosios ir diskrec¢iosios universalumo teoremos funkcijos ((s, o; a) kompozicijoms.

4. Funkcijos ((s, a; a) nuliy skaiciaus jverciai.

Aktualumas

Dzeta funkcijy universalumas turi didele jtaka analiziniy funkcijy artiniams. Dzeta funkcijos paprastai
yra aproksimuojamos tam tikru tikslumu Dirichlé polinomais, t.y., baigtinémis trigonometrinémis
sumomis. Todél dzeta funkcijy universalumo teoremos sudaro salygas sudétingy analiziniy funkcijy
aproksimavimag pakeisti aproksimavima baigtinémis trigonometrinémis sumormis, kurios palyginti yra
nesudétingos funkcijos. Minéta procedura nurodo kelig sudétingy analiziniy funkcijy jver¢iams gauti.
Pavyzdziui, tokj kelig fizikai pritaiké kvantinés mechanikos integraly pagal sudétingas analizines kreives
iver¢iams gauti. Taigi, dzeta funkcijy universalumo teoremos turi ir nemaza praktine nauda, kas,
zinoma, rodo, jog reikia plésti naujy dzeta funkcijy klasiy universalumo tyrimus. Kadangi periodinés
Hurvico dzeta funkcijos i8plecia Hurvico ir Lercho dzeta funkcijy klases, jy universalumo teoremos yra
zenklus indélis j aproksimavimo teorija.

Universalumo teoremos periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms turi ir visg eile teoriniy taikymy.
Jos gali buti naudojamos placios dzeta funkcijy klasés funkcinio nepriklausomumo jrodymui,
kuris glaudziai siejasi su viena Hilberto (Hilbert) hipoteze apie kai kuriy Dirichlé eilu¢iy algebrinj-
diferencialinj neprilausomuma. Be to, universalumo teoremos turi savyje informacija apie dzeta
funkcijy be Oilerio (Euler) sandaugos nuliy pasiskirstyma. Todél galima gauti periodiniy Hurvico
dzeta funkcijy nuliy skaiciaus jvercius.

Apskritai, dzeta funkcijy universalumo tyrimas yra viena i$ pripaZintos pasaulyje Lietuvos skaiciy

teorijos mokyklos produktyviausiy krypé¢iy. Tai irgi rodo disertacijos temos aktualuma.



Metodai

Universalumo teoremy periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms jrodymai remiasi tikimybinémis ribinémis
teoremomis apie silpnai konverguojanc¢ius tikimybinius matus analiziniy funkcijy erdvéje. Sis irodymo
kelias apima Furjé (Fourier) transformacijy metoda, Prochorovo teorija apie tikimybiniy maty Seimy
suspaustuma ir reliatyvyji kompaktiskuma bei ergodinés teorijos elementus. Be to, irodymuose svarby
vaidmenj atlieka Mergeliano (Mergalyan) teorema apie analiziniy funkcijy aproksimavima polinomais.

Nuliy skai¢iaus jverc¢iams gauti yra naudojama klasikiné Rugé (Rouché) teorema.

Naujumas

Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Kai kurios universalumo teoremos funkcijai (s, a;a) iSplecia
parametro « reik§miy klase. Nuliy skai¢iaus jverciy teoremos funkcijai (s, «;a) nebuvo niekada

jrodinéjamos.

Problemos istorija ir rezultatai

Dzeta funkcijy universalumo problema siejama su S. M. Voronino vardu. Jis prie§ beveik 45 metus
atrado Rymano dzeta funkcijos ((s) universaluma. Primename, kad ((s) = {(s,1;{1}). Voroninas

irodé tokiag teorema.

A teorema. Tegul 0 < r < i. Tarkime, kad funkcija f(s) yra tolydi, nevirstanti nuliumi skritulyje
|s| < r ir analiziné jo viduje. Tuomet kiekvieng € > 0 atitinka toks realusis skaicius T = 7(g), su
kuriuo yra teisinga nelygybé

lr?‘zg C(s+ Z +it) — f(s)| < e.

Si teorema rodo, kad plati analiziniy funkcijy klasé norimu tikslumu yra aproksimuojama tos pacios
funkcijos ((s) postumiais. Tai yra Voronino universalumo esme.
Pastebime, kad pirmajj universaly analizinj objekta praéjusio amziaus pradzioje sukonstravo M.
Feketé (Fekete). Jis jrodé, kad egzistuoja tokia realioji laipsniné eiluté
oo
Z amx™,
m=1
kad kiekviena tolydziaja funkcija g(x),¢(0) = 0, atitinka tokia sveikyjy teigiamyjy skai¢iy didéjanti
seka {n}, jog tolygiai pagal z € [—1,1]
lim Z amx™ = g(x).

k—o0
m<np

Taciau tokios eilutés isreikstinis pavidalas nebuvo nurodytas, Feketé jrodé tik jos egzistavima.



Po Feketés rezultato jvairus autoriai, tarp jy G. D. Birkhofas (Birkhoff), J. Marcinkievi¢ius
(Marcinkiewitz), atrado universalius objektus, taciau visi tie objektai, kaip ir Feketés laipsniné eiluté,
neturéjo isreikstinio pavidalo. Taigi, Rymano dzeta funkcija yra pirmasis konkretus universalus anal-
izinis objektas.

A teorema yra gilus analizinés skai¢iy teorijos rezultatas, todél néra nuostabu, kad ji atkreipé
skai¢iy teorijos specialisty démesj. Ivairus autoriai surado bendresnj A teoremos pavidalg. Tegu
D={seC: % < o < 1}, t.y., D yra deginioji kritinés juostos pusé, K yra juostos D kompaktiniy
aibiy su jungiaisiais papildiniais klasé, o Hy(K), K € X, yra tolydziyjy, nevirstan¢iy nulimi aibéje
K ir analiziniy jos viduje funkcijy klasé. Be to, tegul meas A yra macios aibés A € R Lebego matas.

Tuomet Siuolaikiné Voronino teorema turi tokj pavidala [6].
B teorema. Tegul K € K ir f(s) € Hyo(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1
lim inf —meas{r € [0;T] : sup |[¢(s+iT) — f(s)] < 5} > 0.
T—o0 T scK

Teoremos nelygybé rodo, kad aibé postumiy ((s+147), aproksimuojanciy duotaja analizine funkcija
f(s) € Hyo(K) e tikslumu turi teigiama apatinj tankj. Taigi, 8§ postumiy aibé yra begaliné. Be to,
skirtingai nuo A teoremos, analizinés funkcijos yra tolygiai aproksimuojamos bendresnése kompak-
tinése aibése negu skrituliai.

Po Voronino atradimo pasirodé, kad ir kai kurios kitos dzeta ir L funkcijos taip pat pasizymi
Voronino tipo universalumu. Taigi, Dirichlé L funkcijos, algebriniy kuny Dedekindo dzeta funkcijos,
Hekeés (Hecke) paraboliniy formy dzeta funkcijos, Selbergo klasés L funkcijos bei kai kurios kitos dzeta
ir L funkcijos yra universalios Voronino prasme. Paminétos dzeta ir L funkcijos turi bendra bruoza
- jos yra iSreiskiamos ir Oilerio (Euler) tipo begaline sandauga pagal pirminius skai¢ius. PavyzdZiui,
Rymano dzeta funkcija pusplokituméje o > 1 turi Oilerio sandauga

o =T1(-)"
P
pagal pirminius p. Yra pagrindo manyti, kad dzeta funkcijy su Oilerio sandauga postumiai gali
aproksimuoti tik nevirstancias nuliumi analizines funkcijas.

Yra kita dzeta funkcijy be Oilerio sandaugos klasé, kurios funkcijos yra universalios Siek tiek kitokia
prasme. Disertacijoje nagrinéjama periodiné Hurvico dzeta funkcija ((s, ; a) bendruoju atveju neturi
Oilerios sandaugos. Paprasciausia dzeta funkcija be QOilerio sandaugos yra Hurvico dzeta funkcija

C(s, ). Ji turi Oilerio sandauga tik dviems parametro « reikSméms: ((s,1) = ((s) ir

¢(s5) == 1CCs).

Funkeijy ((s, @) ir ((s,a;a) atveju aproksimuojamy funkcijy klase Ho(K), K € X, yra pakei¢iama
platesne tolydziyjy aibéje K ir analiziniy jos viduje funkcijy klase H(K), K € X. Paprasiausias
yra transcendenciojo parametro « atvejis. Primename, jos a yra transcendentusis skaicius, jei néra
jokio polinomo p(s) # 0 su racionaliasiais koeficientais, kurio saknimi buty «. Pirmoji universalumo

teorema periodinei Hurvico dzeta funkcijai buvo jrodyta [5] darbe ir yra formuluojama taip.



C teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tada su
kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1
lim inf — meas {T € 10,7 : sup |((s +ir,;a) — f(s)’ < e} > 0.
T—oo T seEK

Disertacijoje C teoremos salyga, kad « yra transcendentusis skaiCius, yra pakei¢iama silpnesniu

reikalavimu. ApibréZiame aibe
L(a) = {log(m + a) : m € Ny} .
Tuomet 1 disertacijos skyriuje gautas toks tvirtinimas.

1.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(c) yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy skaic¢iy kuno Q.
Tegul K € X and f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1
lim inf — meas {T € 10,77 : sup [(s + i1, a) — f(s)’ < 5} > 0.
T—oo T seK

Remiantis transcendenciojo skai¢iaus apibrézimu, nesunku patikrinti, kad aibé L(«) su transcen-
denciuoju « yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q. I3 kitos pusés, néra zinoma né vieno netranscendenciojo
skai¢iaus «,0 < o < 1, kuriam aibé L(«) buty tiesiskai nepriklausoma vir§ Q. Taciau pagal Zinoma
Kaselso (Cassels) teorema [2] tokie skai¢iai, gal but, egzistuoja. Primename, kad « yra algebrinis
skaic¢ius, jei jis yra kurio nors polinomo p(s) #Z 0 su racionaliaisiais koeficientais Saknis. Pavyzdziui,
% yra algebrinis skai¢ius, nes jis yra polinomo 2s2 = 1 Saknis. Visi racionalieji skaiciai yra algebriniai.
Kaselso teorema tvirtina, kad bent 51% aibés L(a) elementy tankio prasme su algebriniu iracionali-
uoju « yra tiesiskai nepriklausomi vir§ Q. Taigi, gali buti, kad aibé L(«) yra tiesi§kai nepriklausoma
vir§ QQ su kuriuo nors algebriniu iracionaliuoju .

Racionaliojo parametro « atvejis yra sudetingesnis uz transcendenciojo « atveji. Disertacijoje
irodyta tokia universalumo teorema. Primename, kad ¢ yra sekos a periodas, o skaiciaus ¢ radikalas
yra skirtingy skaiciaus ¢ dalikliy sandauga, t.y.

rad(q) = H D.
plg

Salyga, kad rad(q) dalija b reiskia, kad kiekvienas pirminis ¢ daliklis dalija b.

1.2 teorema. Tarkime, kad o = §,a,b € N,a < b,(a,b) = 1,b # 2 ir rad(q) dalija b. Tequl K € X
ir f(s) € H(K). Tuomet, su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1
lim inf — meas {T € [0,T] : sup C(eriT,g;a) - f(s)‘ < 5} > 0.
T—o0 T seK b

1.2 teorema Hurvico dzeta funkcijai (8iuo atveju a,, = 1, = lir a # 1, %) irodé B. Baggis (Bagchi)
[1] ir S. M. Gonekas (Gonek)J[4].
B, 1.1 ir 1.2 teoremos yra vadinamos tolydziosiomis universalumo teoremomis, nes 7 postumiuose

C(s+ir) ir ((s+iT, a; a) gali jgyti bet kurias realiasias reikSmes. Jei 7 postumiuose jgyja reiksmes i3



kurios nors diskreciosios aibés, tai tuomet turime diskrecigsias universalumo teoremas. Diskreciasias
universalumo teoremas dzeta funkcijoms pasiulé A. Reichas (Reich) [17]. Jis jrodé diskreCiasias uni-
versalumo teoremas algebriniy skai¢iy kuny K Dedekindo dzeta funkcijoms (x(s). Pusplokstuméje

o > 1 funkcija (g(s) yra apibréziama Dirichlé eilute

1
&)= D Ny

1COx
¢ia I perbéga kuno K sveikyjy skai¢iy ziedo Ok nenulinius idealus, o N(I) yra idealo I norma. Be to,
funkcija (k(s) yra meromorfiskai pratesiama j visa kompleksine plok§tuma su vieninteliu paprastuoju
poliumi tagke s = 1.
Reichas nagrinéjo atvejj, kai 7 jgyja reikdmes i§ aritmetinés progresijos {kh : k € Ny} su fiksuotu
parametru h > 0. Siuolaikiné Reicho teoremos versija yra tokia (#A yra aibés A elementy skaicius ir

NENQ).

D teorema. Tegul K € X ir f(s) € Ho(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 ir h > 0,

1
im i <k< : ) — .
l}ﬁ?ofjv+1#{0 <k<N ESE Ck(s+ ikh) f(s)‘ < e} >0

Pastebime, kad atveju K = Q D teorema yra B teoremos diskretusis analogas Rymano dzeta
funkcijai.

Pirmaja diskre¢iaja universalumo teorema Hurvico dzeta funkcijai (s, ) su racionaliuju parametru
« savo disertacijoje [1] jrodé Baggis. Transcendenc¢iojo paramtero « atvéjis yra sudetingesnis, ir
Hurvico dzeta funkcijai buvo reikalaujama skaitiaus exp {2F} racionalumo. Panasi sitauacija yra ir

periodinés Hurvico dzeta funkcijos atveju [13]. Yra Zinoma tokia teorema.

E teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, o h > 0 yra toks, kad exp{%} yra

racionalus skaicius. Tegul K € X ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu ¢ > 0 yra teisinga nelygybé

pEc

#{O <k <N :sup ’((s+ikh,a;a) —f(s)‘ < e} > 0.
sek

Pavyzdziui, E teorema yra teisinga su transcendenciuoju o = e~ ! ir h = 27 (log2) 1.

Disertacijoje yra iSplé¢iama E teorema, naudojant naujas salygas parametrui « ir skai¢iui h. Tegul

L(a,h,7) = {(1og(m+a):meNo),2;}.

Tuomet turime tokj tvirtinima.

1.3 teorema. Tarkime, kad aibé L(o, h,m) yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q. Tegul K € X and

f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

! 1#{0§k§N:5up ((s—i—ikma;a)—f(s)‘ <€} > 0.

lim inf
N —oco sEK

Aigku, jog i§ 1.3 teoremos i§plaukia analogiskas tvirtinimas Hurvico dzeta funkcijai.

10



Tiesinis aibiy nepriklausomumas vir§ Q tam tikra prasme siejasi su labai svarbia ir sudétinga alge-
brinio nepriklausomumo vir§ Q savoka. Primename, kad skai¢iai aq, ..., , yra algebriSkai nepriklau-

somi vir§ Q, jei néra jokio polinomo p(si, ..., s,) Z 0 su racionaliais koeficientais, kad p(a, ..., a,.) =

21

0. Nesunku matyti, kad jei skai¢iai a and exp{T} algebriskai nepriklausomi vir§ Q, tada aibé

L(a, h, ) yra tiesiskai nepriklausoma. Todél i§ garsios Nesterenkos (Nesterenko) teoremos, tvirti-

nancios, kad skai¢iai 7 ir e™ yra algebriskai nepriklausomi vir§ Q, isplaukia, jog 1.3 teoremoje galima
1

imti, pavyzdziui, o = = ir racionalius h.
s

Disertacijoje yra gautas ir diskretusis 1.2 teoremos analogas.

1.4 teorema. Tarkime, kad o = §,a,b € N,a <b,(a,b) = 1,b # 2 ir rad(q) dalija b. Tequ K € X ir
f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1 a
im i #0< k< : + 4 —a)— f .
lim inf N1 {O k<N f:p C(s ikh, b,a) (3)’ < e} >0

1.2 ir 1.4 teoremy jrodymai remiasi funkcijos ((s, ¢; a) i8raiska Dirichlé L funkcijomis. Tegul x yra
Dirichlé charakteris moduliu &, t.y., x : N — C yra periodiné funkcija su periodu k (x(m+ k) = x(m)
su visais m € N), visiskai multiplikatyvi (x(mn) = x(m)x(n) su visais m,n € N ), x(m) = 0 kai
(m,k) > 1, ir x(m) # 0 kai (m,n) = 1. Atitinkama Dirichlé L funkcija L(s, x) pusplokstuméje o > 1
yra apibréziama Dirichlé eilute

L= 3 X,
m=1 "
Yra tiksliai ¢(k) (¢(k) yra Oilerio funkcija: ¢(k) = #{1 < m < k : (m, k) = 1}) skirtingy Dirichleé
charakteriy moduliu k. Charakteris xo moduliu k& yra vadinamas pagrindiniu, jei xo(m) = 1 su
visais (m, k) = 1. Funkcija L(s, xo) yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma, isskyrus
paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu
I1(1- 1).
plk b
Kai x # xo, tai funkcija L(s, x) yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plok§tuma, t.y., ji yra
sveikoji funkcija.
Dirichlé L funkcijos yra glaudziai susijusios su Hurvico dzeta funkcijomis ((s, ) su racionaliuoju

parametru «. Yra teisingos lygybés

L(s,x) = ki > X(l)C(s, é)

ir

a b® _
CGW):¢@X3£MM@M&”’ 2)

su a,b € N, (a,b) = 1,a < b, o sumuojama pagal visus Dirichlé charakterius moduliu b. (1) ir (2)
lygybés sudaro salygas funkcijos ((s, §; a) universalumo tyrimui panaudoti Dirichlé L funkcjy savybes

jrodinéjant 1.2 ir 1.3 teoremas.
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2 disertacijos skyriuje tolygusis realiyjy skaiciy seky pasiskirstymas moduliu 1 yra taikomas pe-
riodinés Hurvico dzeta funkcijos diskreciojo universalumo jrodymui. Primename, kad seka {zy : k €
N} C R yra vadinama tolygiai pasiskirs¢iusi moduliu 1, jei su kiekvienu intervalu I = [a,b) C [0, 1)
yra teisinga lygybé

) 1 n
Jm o () =b e
k=1
Cia {x}} yra skaifiaus zj trupmeniné dalis, o x; yra intervalo I indikatorius. Idéja apie tolygaus

pasiskirstymo moduliu 1 taikyma universalumo teorijoje buvo pasiulyta [3] darbe ir buvo gauta tokia

teorema Rymano dzeta funkcijai.

F teorema. Tarkime, kad 3,0 < 8 < 1, ir h > 0 yra fiksuoti skaiciai. Tegul K € X ir f(s) € Hy(K).

Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

! #{OSkSN:sup C(s—i—ik;ﬁh)—f(s)‘ <5} > 0.
1 seK

lim inf
N—oo

Si teorema yra pirmasis rezultatas dzeta funkcijy diskrec¢iojo universalumo teorijoje, kai vietoje
aritmetinés progresijos {kh : k € N}, h > 0, yra naudojama bendresné aibé {k°h : k € No},h > 0.
F teorema buvo iSplésta Dirichlé L funkcijy rinkiniui. Tegul P yra visy pirminiy skaiciy aibé,

hi1>0,...,h, >0ir

L(hy,....he;P) = {(h1 logp:p€P),..(h.logp:pe IP)}
Tuomet [14] straipsnio rezultatas yra tokia teorema.

G teorema. Tarkime, kad x1,...,Xxr yra bet kokie Dirichlé charakteriai, § € (0,1) yra fiksuotas
skaicius, o aibé L(h1, ..., hr;P) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tegul K; € K and f;(s) € Ho(Kj),

ji=1,...,r. Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

#{OSkﬁN: sup sup L(s +ikPhj, x;) — f;(s)
1<j<r seK;

1
lim inf } .
i <ep>0

F ir G teoremy jrodymuose i§ esmés yra remiamasi tuo, kad seka {k”a : k € No} su0 < B < 1ir
a € R\ {0} yra tolygiai pasiskirs¢iusi moduliu 1.

F teoremos analogas Hurvico dzeta funkcijai buvo gauta [12] darbe. Turime tokj tvirtinima.

H teorema. Tarkime, kad aibé L(a) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o 8,0 < 8 < 1, yra fiksuotas

skaicius. Tegul K € X and f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 ir h > 0 yra teisinga nelygybé

L 1#{0§k§N:sup ((s—!—ikﬁh,a)—f(s)‘ <€} > 0.

lim inf
N—oo seK

Disertacijoje yra jrodomas toks H teoremos plétinys.

2.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(a) yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q, o 81,0 < 81 < 1, ir B2 >0
yra fiskuoti skaiciai. Tegul K € K and f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 ir h > 0 yra teisinga
nelygybé

1
lim inf #{2 <k <N:sup|C(s+ihk® log® k,a:a) — f(s)
N—osoco N —1 s€K

<5}>O.
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2.1 teoremos jrodymo pagrindiné idéja pagrista sekos {ak’: log? k : k = 2,3, w}su fB1,0< By <
1,82 > 0 ir bet kuriuo a € R\ {0} tolygiuoju pasiskirstymu moduliu 1.

3 disertacijos skyriuje yra nagrinéjami periodinés Hurvico dzeta funkcijos universalumo teoremy
apibendrinimai sudétinéms funkcijoms F({(s,;a)) kai kurioms operatoriy F analiziniy funkcijy
erdvéje H(D) klaséms.

Pirmosios universalumo teoremos sudétinéms funkcijomis buvo gautos [8] ir [9] darbuose. Prime-

name kai kurias i§ jy. Tegul
S={g€ H(D): g(s) # 0 arba g(s) = 0}.

I teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad su kiekviena atvirgja
aibe G C H(D) aibé (F71G) N S yra netuscia. Tequl K € X ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu
e >0 4r h >0 yra teisinga nelygybé

liTrgiO%f%meas {T €0,7]: SSEE F(C(s+ir)) - f(s)’ < s} > 0.

Tegul ay, ..., a, yra skirtingi kompleksiniai skai¢iai, o F' : H(D) — H (D) yra operatorius. ApibréZiame
aibe
Hy,,..app(D)={9€ HD):9(s) #aj,j=1,...,r} U{F(0)}.

Tuomet zinomas toks tvirtinimas [9].

J teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad F/(S) D Hg, .. q,.r(D).
Kair =1, tegul K € X, f(s) € H(K) ir f(s) # a1 on K. Kair > 2, tegul K C D yra bet kuri

kompaktiné aibé ir f(s) € Hy, ... a,.r(D). Tuomet yra teisingas I teoremos tvirtinimas.

Is J teoremos isplaukia kai kuriy elementariyjy funkcijy, pavyzdziui, sin(¢(s)), universalumas.
Sudetinés funkcijos F'(¢(s,«)) buvo nagrinéjamas [10] darbe. PavyzdZziui, buvo gauta tokia uni-

versalumo teorema.

K teorema. Tarkime, kad « yra transcendentusis skaicius, o F: H(D) — H(D) yra toks tolydusis
operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s), aibé F~{p} yra netuscia. Tuomet su kiekvienu

e >0 4r h >0 yra teisinga nelygybé

o] _ .
thLlOIémeeas {T €10,717]: Sél}g F(C(s + i, a)) — f(s)

<5}>O.

Diskretus K teoremos analogas ir kitos diskreciosios universalumo teoremos funkcijoms F'({(s, «))
buvo gautos [16] straipsnyje.
Dabar formuluojame universalumo teoremas sudétinéms funkcijoms F(C (s, a)), kurios yra gau-

tos disertacijoje. Pirmoji i§ jy yra I teoremos analogas.

3.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(a) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F : H(D) — H(D) yra
toks tolydusis operatorius, kad su kiekviena atvirgja aibe G C H(D) aibé F~'G yra netuscia. Tegul
K e X and f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 ir h > 0 yra teisinga nelygybé

| ) o
lawrgloréf? meas {T €0,7]: SSlelIf; F(C(s +iT, a; a)) f(s)

<s}>0.
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3.1 teoremos salyga, kad aibé F~1G netuicia yra bendra, tadiau, i kitos pusés, Sig salyga patikrinti
sudétinga. Kitoje teoremoje 3.1 teoremos salyga, kad aibé F~'G yra netusia, yra pakei¢iama
stipresne, bet paprastesne salyga. Taigi, yra gautas K teoremos analogas periodinei Hurvico dzeta
funkcijai.

3.2 teorema. Tarkime, kad aibé L(a) yra tiesiskai nepriklausoma virs§ Q, o F : H(D) — H(D)

yra toks tolydusis operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aibé F~*{p} yra netuscia. Tegul

K € X and f(s) € H(K). Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.

Nesunku matyti, kad kiekviena polinoma p(s) atitinka toks kitas polinomas, kad su visais r € N ir
€1, ...,cr € C\ {0} teisinga lybybe

c1q'(s) + . + ¢rq" (s) = p(s).
Todél pagal 3.2 teoremg funkcija
el (s,050) + .o+ e, (s, 05 0)

yra universali 3.2 teoremos prasime.
Operatoriaus F tolydumo reikalavimas 3.2 teoremoje gali buti pakeistas Lipsico (Lipschitz) salygos

analogu analiziniy funkcijy erdvéje. Taigi, yra teisinga tokia teorema.

3.3 teorema. Tarkime, kad aibé L(«) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F' : H(D) — H(D) yra
toks tolydusis operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aibé F~1{p} yra netuicia, ir kad su

kiekviena aibe K € X egzistuoja tokios teigiamos konstantos c ir 8, ir K1 € X, kad

sup [F(g1(s)) — F(g2(s))| < sup |g1(s) — g2(s)|”
se K seKq

su visomis g1,92 € H(D). Tegqul K € X ir f(s) € H(K). Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos

tvirtinimas.
Lengva patikrinti, kad i§ Kosi integralinés teoremos iSplaukia, jog operatorius
F(g) =g, r €N,g € H(D),

tenkina 3.3 teoremos salyga su g = 1.
Dabar apribosime aproksimuojamy analiziniy funkcijy klase ir formuluojame J teoremos analoga
periodinei Hurvico dzeta funkcijai, jrodyta disertacijos 3 skyriuje. Skirtingiems kompleksiniams skaiéi-

ams ag, ..., a, apibréziame aibe
Hal,-~~7ar(D) = {g € H(D) g(S) 7£ ajvj = 17 ...,T’}.

3.4 teorema. Tarkime, kad aibé L(a) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F : H(D) — H(D) yra
toks tolydusis operatorius, kad F(H (D)) D Hy,.. o, (D). Kair =1, tegul K € X ir f(s) € H(K) ir
f(s) # a1 aibéje K. Kair > 2, tegul K C D yra bet kuri kompaktiné aibé ir f(s) € Hy,y .. o.(D).

Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.
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Matome, kad aibé Hy, .. 4, (D) skiriasi Siek tiek nuo analogiskos aibés J teoremoje. Sis skirtumas
atsiranda dél to, kad J teoremoje naudojama salyga aibei F(S), tuo tarpu, 3.4 teoremoje §i salyga
pakeiGiama salyga aibei F'(H(D)). Tai yra susije su analiziniy funkciju aproksimavimu i§ klasés
Hy(K), K € X, tuo tarpu 1.1 teoremoje aproksimuojamos funkcijos priklauso klasei H(D), K € X.

Spresdami lygti

sin(g) = f,g € H(D),

lengvai randame, kad jei f € H_11(D), tuomet pagal 3.4 teorema su r = 2 funkcija f(s) gali buti
aproksimuojama postumiais sin({(s + i7, a; a)). PanaSus tvirtinimas galioja ir postumiams cos(¢(s +
iT, a5 a)).

Be 3.1 — 3.4 teoremy disertacijoje gauta dar tokia bendra teorema.

3.5 teorema. Tarkime, kad aibé L(«) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F': H(D) — H(D) yra
tolydusis operatorius. Tegul K C D yra bet kuri kompaktiné aibé ir f(s) € F(H(D)). Tuomet yra

teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.

3 skyriaus rezultatai su transcenden¢iuoju paramteru « buvo gauti [15] straispnyje. Taigi, dis-
ertacijos rzultatai yra bendresni uz publikuotus [15] darbe.

4 skyriuje pateikiami universalumo teoremy, jrodyty ankstesniuose skyriuose, taikymai funkcijos
¢(s,a; a) nuliy skaiGiaus jver¢iams.

Voroninas pritaiké jungtinj Dirichlé L funkcijy universaluma Hurvico dzeta funkcijos ((s,«) su

racionaliuoju parametru nuliy skaiciaus jverciui i§ apacios gauti. Jo teorema turi tokj pavidala.

L teorema. Tarkime, kad o = %, (a,b) = 1, 0 < a < b. Tada su visais 01,02, % <op < o9 <1,
egzistuoja tokia konstanta ¢ = c(o,01,02) > 0, kad su pakankamai dideliv T funkcija ((s, ) turi

daugiau negu cI' nuliy staciakampyje {s €C:01 <0 <09t < T}.

Disertacijoje gaunami L teoremos apibendrinimai. Sakome, kad kuriai nors funkcijai f(s) yra
teisingas tvirtinimas A(oq,09;¢,T), jei su visais o1, 09, % < 01 < 09 < 1, egzistuoja tokia konstanta
¢ > 0, kad su pakankamai dideliu 7', funkcija f(s) turi daugiau negu ¢T" nuliy statiakampyje {s € C :

01<0<02,O<t<T}.

4.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(«) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tuomet funkcijai {(s, «; a)

yra teisingas tvirtinimas A(o1,09;¢,T).
Kai a,, = 1, 4.1 teorema isplecia L teorema Hurvico dzeta funkcijai.

4.2 teorema. Tarkime, kad o = ¢,a,b € Nya < b,(a,b) = 1,b # 2 ir rad(q) dalija b. Tuomet

funkcijai C(s, % a) yra teisingas tvirtinimas A(oq,00;¢,T).

Kitos teoremos yra diskretaus tipo. Sakome, kad kuriai nors funkcijai yra teisingas tvirtinimas

B(o1,09;¢, 0, ko, N) , jei su visais o1, 02, % < 01 < 09 < 1, egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad su

15



pakankamai dideliu N, funkcija f (s + ip(k)) turi nulj skritulyje

o -
‘ B 1+02‘§02 o1
2 2

su daugiau negu cN sveikyjy skaiciy k, kg < k < N.

Disertacijoje gauta tokia teorema.

4.3 teorema. Tarkime, kad aibé L(a,h,m) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tuomet funkcijai

C(s,a;a) yra teisingas tvirtinimas B(o1,09;¢,kh,0, N).
Kita teorema yra 4.2 teoremos diskretusis analogas su racionaliuoju parametru «.

4.4 teorema. Tarkime, kad o = ¢,a,b € Nya < b,(a,b) = 1,b # 2 ir rad(q) dalija b. Tuomet

funkcijai C(s, % a) yra teisingas tvirtinimas B(o1,09;¢,kh,0,N).
Disertacija baigiasi 4.3 teoremos apibendrinimu.

4.5 teorema. Tarkime, kad aibé L(a) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, ir kad 51, 0 < 1 < 1, and

B2 > 0 yra fiksuoti skaiciai. Tuomet funkcijai ((s,a; a) yra teisingas tvirtinimas B(o1, 09; ¢, k™t logBQ k,2,N).
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ISvados

1. Periodiné Hurvico dzeta funkcija ((s, «; a) su parametru «, kuriam aibé {log(m + «) : m € Ny}

yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q turi tolydZziaja universalumo savybe.

2. Periodiné Hurvico dzeta funkcija su parametru «, kuriam aibé {(log(m +a):m € No), 2%},

h > 0 yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ Q turi diskre¢iagja universalumo savybe.

3. Periodiné Hurvico dzeta funkcija turi diskrecigja universalumo savybe apie analiziniy funkcijy
aproksimavima postumiais

C(s+ ihkPr log™ k,aza), 0 < By < 1, Bz > 0.

4. Kai kurioms operatoriy F' analiziniy funkcijy erdvéje klaséms sudétinés funkcijos F (((s, a;a))

turi tolydziaja ir diskrecigja universalumo savybes.

5. I8 periodinés Hurvico dzeta funkcijos universalumo isplaukia jos nuliy skaiciaus jverciai i§ apacios.
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Summary

In the thesis, universality theorems on the approximation of analytic functions defined in the strip
D ={seC:3 <o <1} by shifts of the periodic Hurwitz zeta-function are obtained.

Let @,0 < o < 1, be a fixed parameter, and a = {a,, : m € Ng},Ng = NU {0}, be a periodic
sequence of complex numbers with minimal period ¢ € N. The periodic Hurwitz zeta-function ¢(s, a; a)

is defined, for o > 1, by the Dirichlet series

oo

C(S,O&; Cl) = Z (Tntz_ima)sa

m=0

and is meromorphically continued to the whole complex plane with the possible simple pole at the
point s = 1.

Let X be the class of compact subsets of the strip D with connected complements, and H(K),
K € X, be the class of continuous functions on K that are analytic in the interior of K.

In the thesis, it is proved that if the set L(a) = {log(m + «) : m € Ny} is linearly independent
over the field of rational numbers Q, then, for every K € X, f(s) € H(K) and € > 0,

liminflmeas {’T € 10,7 : sup [(s +iT,50a) — f(s)’ < 5} > 0.
T—oo T seK

Ifa=¢%,a,beN,a<b, (a,b)=1,b#2and that rad(g) divides b, then the above equality is true for
the shifts ((s +i7, $;a).

The above results have their discrete analogues. If the set L(«, h, ) = { <log(m +a):mée NO), 27”} ,h >
0, is linearly independent over Q, then, for every K € X, f(s) € H(K) and € > 0,

lim inf

e N+1#{0§k§N’SUP ((s +ikh,;a) = f(5)] < e} > 0.

seEK

The latter inequality is true for the rational parameter « satisfying the same hypothesis as in the case
of continuous shifts.

In Chapter 2, the shifts ¢ (s+ikh, a; a) are replaced by more complicated shifts ¢ (s+ihk® log™ k, a; a)
with fixed 0 < 51 < 1 and B2 > 0.

Chapter 3 of thesis is devoted to the universality of composite functions F(((s, a;a)), where F is
a certain operator in the space of analytic functions H (D). For example, if the set L(«) is linearly
independent over Q, and F : H(D) — H(D) is a continuous operator such that, for every open set

G C H(D), the set F~1G is non-empty, then for every K € X, f(s) € H(K) and € > 0,

| ) o
hTIIi}OIéf? meas {7‘ €[0,77]: Ssg}g F(C(s +iT, a; a)) f(s)

<s}>0.

In the last chapter of the thesis, lower estimates for number of zeros of the function ((s,«;a) are
obtained. For example, if the set L(«,h,7) is linearly independent over Q, then, for every o1, 09,
% < 01 < 09 < 1, there exists a constant ¢ > 0 such that, for sufficiently large N, the function

C(s + tkh,a; a) has a zero in the disc

o -
‘ B 1+02‘§02 o1
2 2

for more than c/N integers k,0 < k < N.
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