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Tyrimo objektas

Disertacijoje yra nagrin
ejama periodin
e Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcija. Tegul s = σ + it yra

kompleksinis kintamasis, α, 0 < α ≤ 1 yra �ksuotas parametras, o a = {am : m ∈ N0},N0 = N ∪ {0},

yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu� seka su minimaliuoju periodu q ∈ N. Periodin
e Hurvico dzeta

funkcija ζ(s, α; a) pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e (Dirichlet) eilute

ζ(s, α; a) =

∞∑
m=0

am
(m+ α)s

.

Kai am ≡ 1, ²i funkcija tampa klasikine Hurvico dzeta funkcija

ζ(s, α) =

∞∑
m=0

1

(m+ α)s
, σ > 1,

kuri yra meromor�²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, kurioje turi vieninteli� paprast¡ji�

poliu� ta²ke s = 1 su reziduumu 1. I² sekos a periodi²kumo i²plaukia, kad srityje σ > 1

ζ(s, α; a) =
1

qs

q−1∑
l=0

alζ
(
s,
l + α

q

)
.

�i lygyb
e ir funkcijos ζ(s, α; a) savyb
es duoda funkcijos ζ(s, α; a) analizini� prat¦sim¡ i� vis¡ kompleksin¦

plok²tum¡, i²skyrus ta²k¡ s = 1, kuris yra paprastasis polius su reziduumu

â
def
=

1

q

q−1∑
l=0

al.

Jei â = 0, tuomet periodin
e Hurvico dzeta funkcija yra sveikoji.

Funkcija ζ(s, α; a) susijusi ir su kita klasikine dzeta funkcija - Lercho (Lerch) dzeta funkcija. Tegul

λ ∈ R. Tuomet Lercho dzeta funkcija L(λ, α, s) pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

L(λ, α, s) =

∞∑
m=0

e2πiλm

(m+ α)s
.

Kai λ ∈ Z, tada funkcija L(λ, α, s) tampa Hurvico dzeta funkcija. Jei λ 6∈ Z, tada funkcija L(λ, α, s)

yra sveikoji. Kai λ yra racionalus parametras, tarkime, λ = a
b , (a, b) = 1, tuomet seka {e2πi abm} yra

periodin
e su periodu b. Taigi, Lercho dzeta funkcija su racionaliuoju parametru λ 6∈ R yra atskiras

periodin
es Hurvico dzeta funkcijos atvejis.

Periodin
e Hurvico dzeta funkcija buvo apibr
eºta ir prad
eta nagrin
eti [7] straipsnyje.
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Tikslas ir uºdaviniai

Darbo tikslas yra periodin
es Hurvico dzeta funkcijos universalumo, t.y. analiziniu� funkciju�, apibr
eºtu�

kritin
eje juostoje, aproksimavimo post	umiais ζ(s+ iτ, α; a), tyrimas, o uºdaviniai yra ²ie:

1. Tolydºiosios universalumo teoremos i²pl
etimas funkcijai ζ(s, α; a) su transcenden£iuoju

parametru α.

2. Diskre£iosios universalumo teoremos i²pl
etimas funkcijai ζ(s, α; a) su transcenden£iuoju

parametru α.

3. Tolydºiosios ir diskre£iosios universalumo teoremos funkcijos ζ(s, α; a) kompozicijoms.

4. Funkcijos ζ(s, α; a) nuliu� skai£iaus i�ver£iai.

Aktualumas

Dzeta funkciju� universalumas turi didel¦ i�tak¡ analiziniu� funkciju� artiniams. Dzeta funkcijos paprastai

yra aproksimuojamos tam tikru tikslumu Dirichl
e polinomais, t.y., baigtin
emis trigonometrin
emis

sumomis. Tod
el dzeta funkciju� universalumo teoremos sudaro s¡lygas sud
etingu� analiziniu� funkciju�

aproksimavim¡ pakeisti aproksimavim¡ baigtin
emis trigonometrin
emis sumomis, kurios palyginti yra

nesud
etingos funkcijos. Min
eta proced	ura nurodo keli¡ sud
etingu� analiziniu� funkciju� i�ver£iams gauti.

Pavyzdºiui, toki� keli¡ �zikai pritaik
e kvantin
es mechanikos integralu� pagal sud
etingas analizines kreives

i�ver£iams gauti. Taigi, dzeta funkciju� universalumo teoremos turi ir nemaº¡ praktin¦ naud¡, kas,

ºinoma, rodo, jog reikia pl
esti nauju� dzeta funkciju� klasiu� universalumo tyrimus. Kadangi periodin
es

Hurvico dzeta funkcijos i²ple£ia Hurvico ir Lercho dzeta funkciju� klases, ju� universalumo teoremos yra

ºenklus ind
elis i� aproksimavimo teorij¡.

Universalumo teoremos periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms turi ir vis¡ eil¦ teoriniu� taikymu�.

Jos gali b	uti naudojamos pla£ios dzeta funkciju� klas
es funkcinio nepriklausomumo i�rodymui,

kuris glaudºiai siejasi su viena Hilberto (Hilbert) hipoteze apie kai kuriu� Dirichl
e eilu£iu� algebrini�-

diferencialini� neprilausomum¡. Be to, universalumo teoremos turi savyje informacij¡ apie dzeta

funkciju� be Oilerio (Euler) sandaugos nuliu� pasiskirstym¡. Tod
el galima gauti periodiniu� Hurvico

dzeta funkciju� nuliu� skai£iaus i�ver£ius.

Apskritai, dzeta funkciju� universalumo tyrimas yra viena i² pripaºintos pasaulyje Lietuvos skai£iu�

teorijos mokyklos produktyviausiu� kryp£iu�. Tai irgi rodo disertacijos temos aktualum¡.
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Metodai

Universalumo teoremu� periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms i�rodymai remiasi tikimybin
emis ribin
emis

teoremomis apie silpnai konverguojan£ius tikimybinius matus analiziniu� funkciju� erdv
eje. �is i�rodymo

kelias apima Furj
e (Fourier) transformaciju� metod¡, Prochorovo teorij¡ apie tikimybiniu� matu� ²eimu�

suspaustum¡ ir reliatyvu�ji� kompakti²kum¡ bei ergodin
es teorijos elementus. Be to, i�rodymuose svarbu�

vaidmeni� atlieka Mergeliano (Mergalyan) teorema apie analiziniu� funkciju� aproksimavim¡ polinomais.

Nuliu� skai£iaus i�ver£iams gauti yra naudojama klasikin
e Ru²
e (Rouché) teorema.

Naujumas

Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Kai kurios universalumo teoremos funkcijai ζ(s, α; a) i²ple£ia

parametro α reik²miu� klas¦. Nuliu� skai£iaus i�ver£iu� teoremos funkcijai ζ(s, α; a) nebuvo niekada

i�rodin
ejamos.

Problemos istorija ir rezultatai

Dzeta funkciju� universalumo problema siejama su S. M. Voronino vardu. Jis prie² beveik 45 metus

atrado Rymano dzeta funkcijos ζ(s) universalum¡. Primename, kad ζ(s) = ζ(s, 1; {1}). Voroninas

i�rod
e toki¡ teorem¡.

A teorema. Tegul 0 < r < 1
4 . Tarkime, kad funkcija f(s) yra tolydi, nevirstanti nuliumi skritulyje

|s| ≤ r ir analizin
e jo viduje. Tuomet kiekvien¡ ε > 0 atitinka toks realusis skai£ius τ = τ(ε), su

kuriuo yra teisinga nelygyb
e

max
|s|≤r

∣∣∣∣ζ(s+ 3

4
+ iτ)− f(s)

∣∣∣∣ < ε.

�i teorema rodo, kad plati analiziniu� funkciju� klas
e norimu tikslumu yra aproksimuojama tos pa£ios

funkcijos ζ(s) post	umiais. Tai yra Voronino universalumo esm
e.

Pastebime, kad pirm¡ji� universalu� analizini� objekt¡ pra
ejusio amºiaus pradºioje sukonstravo M.

Feket
e (Fekete). Jis i�rod
e, kad egzistuoja tokia realioji laipsnin
e eilut
e

∞∑
m=1

amx
m,

kad kiekvien¡ tolydºi¡j¡ funkcij¡ g(x), g(0) = 0, atitinka tokia sveiku�ju� teigiamu�ju� skai£iu� did
ejanti

seka {nk}, jog tolygiai pagal x ∈ [−1, 1]

lim
k→∞

∑
m≤nk

amx
m = g(x).

Ta£iau tokios eilut
es i²reik²tinis pavidalas nebuvo nurodytas, Feket
e i�rod
e tik jos egzistavim¡.
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Po Feket
es rezultato i�vair	us autoriai, tarp ju� G. D. Birkhofas (Birkho�), J. Marcinkievi£ius

(Marcinkiewitz), atrado universalius objektus, ta£iau visi tie objektai, kaip ir Feket
es laipsnin
e eilut
e,

netur
ejo i²reik²tinio pavidalo. Taigi, Rymano dzeta funkcija yra pirmasis konkretus universalus anal-

izinis objektas.

A teorema yra gilus analizin
es skai£iu� teorijos rezultatas, tod
el n
era nuostabu, kad ji atkreip
e

skai£iu� teorijos specialistu� d
emesi�. I�vair	us autoriai surado bendresni� A teoremos pavidal¡. Tegu

D = {s ∈ C : 1
2 < σ < 1}, t.y., D yra de²inioji kritin
es juostos pus
e, K yra juostos D kompaktiniu�

aibiu� su jungiaisiais papildiniais klas
e, o H0(K), K ∈ K, yra tolydºiu�ju�, nevirstan£iu� nulimi aib
eje

K ir analiziniu� jos viduje funkciju� klas
e. Be to, tegul measA yra ma£ios aib
es A ∈ R Lebego matas.

Tuomet ²iuolaikin
e Voronino teorema turi toki� pavidal¡ [6].

B teorema. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H0(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε

}
> 0.

Teoremos nelygyb
e rodo, kad aib
e post	umiu� ζ(s+ iτ), aproksimuojan£iu� duot¡j¡ analizin¦ funkcij¡

f(s) ∈ H0(K) ε tikslumu turi teigiam¡ apatini� tanki�. Taigi, ²i post	umiu� aib
e yra begalin
e. Be to,

skirtingai nuo A teoremos, analizin
es funkcijos yra tolygiai aproksimuojamos bendresn
ese kompak-

tin
ese aib
ese negu skrituliai.

Po Voronino atradimo pasirod
e, kad ir kai kurios kitos dzeta ir L funkcijos taip pat pasiºymi

Voronino tipo universalumu. Taigi, Dirichl
e L funkcijos, algebriniu� k	unu� Dedekindo dzeta funkcijos,

Hek
es (Hecke) paraboliniu� formu� dzeta funkcijos, Selbergo klas
es L funkcijos bei kai kurios kitos dzeta

ir L funkcijos yra universalios Voronino prasme. Pamin
etos dzeta ir L funkcijos turi bendr¡ bruoº¡

- jos yra i²rei²kiamos ir Oilerio (Euler) tipo begaline sandauga pagal pirminius skai£ius. Pavyzdºiui,

Rymano dzeta funkcija pusplok²tum
eje σ > 1 turi Oilerio sandaug¡

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1
pagal pirminius p. Yra pagrindo manyti, kad dzeta funkciju� su Oilerio sandauga post	umiai gali

aproksimuoti tik nevirstan£ias nuliumi analizines funkcijas.

Yra kita dzeta funkciju� be Oilerio sandaugos klas
e, kurios funkcijos yra universalios ²iek tiek kitokia

prasme. Disertacijoje nagrin
ejama periodin
e Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α; a) bendruoju atveju neturi

Oilerios sandaugos. Papras£iausia dzeta funkcija be Oilerio sandaugos yra Hurvico dzeta funkcija

ζ(s, α). Ji turi Oilerio sandaug¡ tik dviems parametro α reik²m
ems: ζ(s, 1) = ζ(s) ir

ζ
(
s,

1

2

)
= (2s − 1)ζ(s).

Funkciju� ζ(s, α) ir ζ(s, α; a) atveju aproksimuojamu� funkciju� klas
e H0(K), K ∈ K, yra pakei£iama

platesne tolydºiu�ju� aib
eje K ir analiziniu� jos viduje funkciju� klase H(K),K ∈ K. Papras£iausias

yra transcenden£iojo parametro α atvejis. Primename, jos α yra transcendentusis skai£ius, jei n
era

jokio polinomo p(s) 6≡ 0 su racionaliasiais koe�cientais, kurio ²aknimi b	utu� α. Pirmoji universalumo

teorema periodinei Hurvico dzeta funkcijai buvo i�rodyta [5] darbe ir yra formuluojama taip.
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C teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tada su

kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ iτ, α; a)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Disertacijoje C teoremos s¡lyga, kad α yra transcendentusis skai£ius, yra pakei£iama silpnesniu

reikalavimu. Apibr
eºiame aib¦

L(α) = {log(m+ α) : m ∈ N0} .

Tuomet 1 disertacijos skyriuje gautas toks tvirtinimas.

1.1 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno Q.

Tegul K ∈ K and f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ iτ, α; a)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Remiantis transcenden£iojo skai£iaus apibr
eºimu, nesunku patikrinti, kad aib
e L(α) su transcen-

den£iuoju α yra tiesi²kai nepriklausoma vir²Q. I² kitos pus
es, n
era ºinoma n
e vieno netranscenden£iojo

skai£iaus α, 0 < α ≤ 1, kuriam aib
e L(α) b	utu� tiesi²kai nepriklausoma vir² Q. Ta£iau pagal ºinom¡

Kaselso (Cassels) teorem¡ [2] tokie skai£iai, gal b	ut, egzistuoja. Primename, kad α yra algebrinis

skai£ius, jei jis yra kurio nors polinomo p(s) 6≡ 0 su racionaliaisiais koe�cientais ²aknis. Pavyzdºiui,
1√
2
yra algebrinis skai£ius, nes jis yra polinomo 2s2 = 1 ²aknis. Visi racionalieji skai£iai yra algebriniai.

Kaselso teorema tvirtina, kad bent 51% aib
es L(α) elementu� tankio prasme su algebriniu iracionali-

uoju α yra tiesi²kai nepriklausomi vir² Q. Taigi, gali b	uti, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma

vir² Q su kuriuo nors algebriniu iracionaliuoju α.

Racionaliojo parametro α atvejis yra sudetingesnis uº transcenden£iojo α atveji�. Disertacijoje

i�rodyta tokia universalumo teorema. Primename, kad q yra sekos a periodas, o skai£iaus q radikalas

yra skirtingu� skai£iaus q dalikliu� sandauga, t.y.

rad(q) =
∏
p|q

p.

S¡lyga, kad rad(q) dalija b rei²kia, kad kiekvienas pirminis q daliklis dalija b.

1.2 teorema. Tarkime, kad α = a
b , a, b ∈ N, a < b, (a, b) = 1, b 6= 2 ir rad(q) dalija b. Tegul K ∈ K

ir f(s) ∈ H(K). Tuomet, su kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ iτ,
a

b
; a)− f(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0.

1.2 teorem¡ Hurvico dzeta funkcijai (²iuo atveju am ≡ 1, q = 1 ir α 6= 1, 12 ) i�rod
e B. Bag£is (Bagchi)

[1] ir S. M. Gonekas (Gonek)[4].

B, 1.1 ir 1.2 teoremos yra vadinamos tolydºiosiomis universalumo teoremomis, nes τ post	umiuose

ζ(s+ iτ) ir ζ(s+ iτ, α; a) gali i�gyti bet kurias reali¡sias reik²mes. Jei τ post	umiuose i�gyja reik²mes i²
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kurios nors diskre£iosios aib
es, tai tuomet turime diskre£i¡sias universalumo teoremas. Diskre£i¡sias

universalumo teoremas dzeta funkcijoms pasi	ul
e A. Reichas (Reich) [17]. Jis i�rod
e diskre£i¡sias uni-

versalumo teoremas algebriniu� skai£iu� k	unu� K Dedekindo dzeta funkcijoms ζK(s). Pusplok²tum
eje

σ > 1 funkcija ζK(s) yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζK(s) =
∑
I⊂OK

1

(N(I)s
,

£ia I perb
ega k	uno K sveiku�ju� skai£iu� ºiedo OK nenulinius idealus, o N(I) yra idealo I norma. Be to,

funkcija ζK(s) yra meromor�²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡ su vieninteliu paprastuoju

poliumi ta²ke s = 1.

Reichas nagrin
ejo atveji�, kai τ i�gyja reik²mes i² aritmetin
es progresijos {kh : k ∈ N0} su �ksuotu

parametru h > 0. �iuolaikin
e Reicho teoremos versija yra tokia (#A yra aib
es A elementu� skai£ius ir

N ∈ N0).

D teorema. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H0(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 ir h > 0,

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{
0 ≤ k ≤ N : sup

s∈K

∣∣∣ζK(s+ ikh)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Pastebime, kad atveju K = Q D teorema yra B teoremos diskretusis analogas Rymano dzeta

funkcijai.

Pirm¡j¡ diskre£i¡j¡ universalumo teorem¡ Hurvico dzeta funkcijai ζ(s, α) su racionaliuju parametru

α savo disertacijoje [1] i�rod
e Bag£is. Transcenden£iojo paramtero α atv
ejis yra sudetingesnis, ir

Hurvico dzeta funkcijai buvo reikalaujama skai£iaus exp
{

2π
h

}
racionalumo. Pana²i sitauacija yra ir

periodin
es Hurvico dzeta funkcijos atveju [13]. Yra ºinoma tokia teorema.

E teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius, o h > 0 yra toks, kad exp
{

2π
h

}
yra

racionalus skai£ius. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{
0 ≤ k ≤ N : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ ikh, α; a)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Pavyzdºiui, E teorema yra teisinga su transcenden£iuoju α = e−1 ir h = 2π(log 2)−1.

Disertacijoje yra i²pl
e£iama E teorema, naudojant naujas s¡lygas parametrui α ir skai£iui h. Tegul

L(α, h, π) =

{(
log(m+ α) : m ∈ N0

)
,
2π

h

}
.

Tuomet turime toki� tvirtinim¡.

1.3 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α, h, π) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q. Tegul K ∈ K and

f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{
0 ≤ k ≤ N : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ ikh, α; a)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Ai²ku, jog i² 1.3 teoremos i²plaukia analogi²kas tvirtinimas Hurvico dzeta funkcijai.
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Tiesinis aibiu� nepriklausomumas vir² Q tam tikra prasme siejasi su labai svarbia ir sud
etinga alge-

brinio nepriklausomumo vir² Q s¡voka. Primename, kad skai£iai α1, ..., αr yra algebri²kai nepriklau-

somi vir² Q, jei n
era jokio polinomo p(s1, ..., sr) 6≡ 0 su racionaliais koe�cientais, kad p(α1, ..., αr) =

0. Nesunku matyti, kad jei skai£iai α and exp
{

2π
h

}
algebri²kai nepriklausomi vir² Q, tada aib
e

L(α, h, π) yra tiesi²kai nepriklausoma. Tod
el i² garsios Nesterenkos (Nesterenko) teoremos, tvirti-

nan£ios, kad skai£iai π ir eπ yra algebri²kai nepriklausomi vir² Q, i²plaukia, jog 1.3 teoremoje galima

imti, pavyzdºiui, α = 1
π ir racionalius h.

Disertacijoje yra gautas ir diskretusis 1.2 teoremos analogas.

1.4 teorema. Tarkime, kad α = a
b , a, b ∈ N, a < b, (a, b) = 1, b 6= 2 ir rad(q) dalija b. Tegu K ∈ K ir

f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{
0 ≤ k ≤ N : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ ikh,
a

b
; a)− f(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0.

1.2 ir 1.4 teoremu� i�rodymai remiasi funkcijos ζ(s, ab ; a) i²rai²ka Dirichl
e L funkcijomis. Tegul χ yra

Dirichl
e charakteris moduliu k, t.y., χ : N→ C yra periodin
e funkcija su periodu k (χ(m+ k) = χ(m)

su visais m ∈ N), visi²kai multiplikatyvi (χ(mn) = χ(m)χ(n) su visais m,n ∈ N ), χ(m) = 0 kai

(m, k) > 1, ir χ(m) 6= 0 kai (m,n) = 1. Atitinkama Dirichl
e L funkcija L(s, χ) pusplok²tum
eje σ > 1

yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

L(s, χ) =

∞∑
m=1

χ(m)

ms
.

Yra tiksliai φ(k) (φ(k) yra Oilerio funkcija: φ(k) = #{1 ≤ m ≤ k : (m, k) = 1}) skirtingu� Dirichl
e

charakteriu� moduliu k. Charakteris χ0 moduliu k yra vadinamas pagrindiniu, jei χ0(m) = 1 su

visais (m, k) = 1. Funkcija L(s, χ0) yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus

paprast¡ji� poliu� ta²ke s = 1 su reziduumu ∏
p|k

(
1− 1

p

)
.

Kai χ 6= χ0, tai funkcija L(s, χ) yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, t.y., ji yra

sveikoji funkcija.

Dirichl
e L funkcijos yra glaudºiai susijusios su Hurvico dzeta funkcijomis ζ(s, α) su racionaliuoju

parametru α. Yra teisingos lygyb
es

L(s, χ) =
1

ks

k∑
l=1

χ(l)ζ
(
s,
l

k

)
,

ir

ζ
(
s,
a

b

)
=

bs

φ(b)

∑
χ(mod b)

χ(a)L(s, χ), (2)

su a, b ∈ N, (a, b) = 1, a < b, o sumuojama pagal visus Dirichl
e charakterius moduliu b. (1) ir (2)

lygyb
es sudaro s¡lygas funkcijos ζ(s, ab ; a) universalumo tyrimui panaudoti Dirichl
e L funkcju� savybes

i�rodin
ejant 1.2 ir 1.3 teoremas.
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2 disertacijos skyriuje tolygusis realiu�ju� skai£iu� seku� pasiskirstymas moduliu 1 yra taikomas pe-

riodin
es Hurvico dzeta funkcijos diskre£iojo universalumo i�rodymui. Primename, kad seka {xk : k ∈

N} ⊂ R yra vadinama tolygiai pasiskirs£iusi moduliu 1, jei su kiekvienu intervalu I = [a, b) ⊂ [0, 1)

yra teisinga lygyb
e

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

χI

(
{xk}

)
= b− a,

£ia {xk} yra skai£iaus xk trupmenin
e dalis, o χI yra intervalo I indikatorius. Id
eja apie tolygaus

pasiskirstymo moduliu 1 taikym¡ universalumo teorijoje buvo pasi	ulyta [3] darbe ir buvo gauta tokia

teorema Rymano dzeta funkcijai.

F teorema. Tarkime, kad β, 0 < β < 1, ir h > 0 yra �ksuoti skai£iai. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H0(K).

Tuomet su kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{
0 ≤ k ≤ N : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ ikβh)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

�i teorema yra pirmasis rezultatas dzeta funkciju� diskre£iojo universalumo teorijoje, kai vietoje

aritmetin
es progresijos {kh : k ∈ N}, h > 0, yra naudojama bendresn
e aib
e {kβh : k ∈ N0}, h > 0.

F teorema buvo i²pl
esta Dirichl
e L funkciju� rinkiniui. Tegul P yra visu� pirminiu� skai£iu� aib
e,

h1 > 0, ..., hr > 0 ir

L(h1, ..., hr;P) =
{
(h1 log p : p ∈ P), ..., (hr log p : p ∈ P)

}
.

Tuomet [14] straipsnio rezultatas yra tokia teorema.

G teorema. Tarkime, kad χ1, ..., χr yra bet kokie Dirichl
e charakteriai, β ∈ (0, 1) yra �ksuotas

skai£ius, o aib
e L(h1, ..., hr;P) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q. Tegul Kj ∈ K and fj(s) ∈ H0(Kj),

j = 1, ..., r. Tuomet su kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{
0 ≤ k ≤ N : sup

1≤j≤r
sup
s∈Kj

∣∣∣L(s+ ikβhj , χj)− fj(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

F ir G teoremu� i�rodymuose i² esm
es yra remiamasi tuo, kad seka {kβa : k ∈ N0} su 0 < β < 1 ir

a ∈ R \ {0} yra tolygiai pasiskirs£iusi moduliu 1.

F teoremos analogas Hurvico dzeta funkcijai buvo gauta [12] darbe. Turime toki� tvirtinim¡.

H teorema. Tarkime, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, o β, 0 < β < 1, yra �ksuotas

skai£ius. Tegul K ∈ K and f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 ir h > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{
0 ≤ k ≤ N : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ ikβh, α)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Disertacijoje yra i�rodomas toks H teoremos pl
etinys.

2.1 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, o β1, 0 < β1 < 1, ir β2 > 0

yra �skuoti skai£iai. Tegul K ∈ K and f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 ir h > 0 yra teisinga

nelygyb
e

lim inf
N→∞

1

N − 1
#
{
2 ≤ k ≤ N : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ ihkβ1 logβ2 k, α; a)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

12



2.1 teoremos i�rodymo pagrindin
e id
eja pagri�sta sekos {akβ1 logβ2 k : k = 2, 3, ...} su β1, 0 < β1 <

1, β2 > 0 ir bet kuriuo a ∈ R \ {0} tolygiuoju pasiskirstymu moduliu 1.

3 disertacijos skyriuje yra nagrin
ejami periodin
es Hurvico dzeta funkcijos universalumo teoremu�

apibendrinimai sud
etin
ems funkcijoms F (ζ(s, α; a)) kai kurioms operatoriu� F analiziniu� funkciju�

erdv
eje H(D) klas
ems.

Pirmosios universalumo teoremos sud
etin
ems funkcijomis buvo gautos [8] ir [9] darbuose. Prime-

name kai kurias i² ju�. Tegul

S = {g ∈ H(D) : g(s) 6= 0 arba g(s) ≡ 0}.

I teorema. Tarkime, kad F : H(D)→ H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad su kiekviena atvir¡ja

aibe G ⊂ H(D) aib
e (F−1G) ∩ S yra netu²£ia. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu

ε > 0 ir h > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣F(ζ(s+ iτ)
)
− f(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0.

Tegul a1, ..., ar yra skirtingi kompleksiniai skai£iai, o F : H(D)→ H(D) yra operatorius. Apibr
eºiame

aibe

Ha1,...,ar;F (D) = {g ∈ H(D) : g(s) 6= aj , j = 1, ..., r} ∪ {F (0)}.

Tuomet ºinomas toks tvirtinimas [9].

J teorema. Tarkime, kad F : H(D)→ H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad F (S) ⊃ Ha1,...,ar;F (D).

Kai r = 1, tegul K ∈ K, f(s) ∈ H(K) ir f(s) 6= a1 on K. Kai r ≥ 2, tegul K ⊂ D yra bet kuri

kompaktin
e aib
e ir f(s) ∈ Ha1,...,ar;F (D). Tuomet yra teisingas I teoremos tvirtinimas.

I² J teoremos i²plaukia kai kuriu� elementariu�ju� funkciju�, pavyzdºiui, sin(ζ(s)), universalumas.

Sudetin
es funkcijos F (ζ(s, α)) buvo nagrin
ejamas [10] darbe. Pavyzdºiui, buvo gauta tokia uni-

versalumo teorema.

K teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius, o F: H(D) → H(D) yra toks tolydusis

operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s), aib
e F−1{p} yra netu²£ia. Tuomet su kiekvienu

ε > 0 ir h > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣F(ζ(s+ iτ, α)
)
− f(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0.

Diskretus K teoremos analogas ir kitos diskre£iosios universalumo teoremos funkcijoms F (ζ(s, α))

buvo gautos [16] straipsnyje.

Dabar formuluojame universalumo teoremas sud
etin
ems funkcijoms F
(
ζ(s, α; a)

)
, kurios yra gau-

tos disertacijoje. Pirmoji i² ju� yra I teoremos analogas.

3.1 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, o F : H(D)→ H(D) yra

toks tolydusis operatorius, kad su kiekviena atvir¡ja aibe G ⊂ H(D) aib
e F−1G yra netu²£ia. Tegul

K ∈ K and f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0 ir h > 0 yra teisinga nelygyb
e

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣F(ζ(s+ iτ, α; a)
)
− f(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0.
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3.1 teoremos s¡lyga, kad aib
e F−1G netu²£ia yra bendra, ta£iau, i² kitos pus
es, ²i¡ s¡lyg¡ patikrinti

sud
etinga. Kitoje teoremoje 3.1 teoremos s¡lyga, kad aib
e F−1G yra netu²£ia, yra pakei£iama

stipresne, bet paprastesne s¡lyga. Taigi, yra gautas K teoremos analogas periodinei Hurvico dzeta

funkcijai.

3.2 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, o F : H(D) → H(D)

yra toks tolydusis operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aib
e F−1{p} yra netu²£ia. Tegul

K ∈ K and f(s) ∈ H(K). Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.

Nesunku matyti, kad kiekvien¡ polinom¡ p(s) atitinka toks kitas polinomas, kad su visais r ∈ N ir

c1, ..., cr ∈ C \ {0} teisinga lybyb
e

c1q
′(s) + ...+ crq

(r)(s) = p(s).

Tod
el pagal 3.2 teorem¡ funkcija

c1ζ
′(s, α; a) + ...+ crζ

(r)(s, α; a)

yra universali 3.2 teoremos prasme.

Operatoriaus F tolydumo reikalavimas 3.2 teoremoje gali b	uti pakeistas Lip²ico (Lipschitz) s¡lygos

analogu analiziniu� funkciju� erdv
eje. Taigi, yra teisinga tokia teorema.

3.3 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, o F : H(D)→ H(D) yra

toks tolydusis operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aib
e F−1{p} yra netu²£ia, ir kad su

kiekviena aibe K ∈ K egzistuoja tokios teigiamos konstantos c ir β, ir K1 ∈ K, kad

sup
s∈K
|F (g1(s))− F (g2(s))| ≤ sup

s∈K1

|g1(s)− g2(s)|β

su visomis g1, g2 ∈ H(D). Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos

tvirtinimas.

Lengva patikrinti, kad i² Ko²i integralin
es teoremos i²plaukia, jog operatorius

F (g) = g(r), r ∈ N, g ∈ H(D),

tenkina 3.3 teoremos s¡lyg¡ su β = 1.

Dabar apribosime aproksimuojamu� analiziniu� funkciju� klas¦ ir formuluojame J teoremos analog¡

periodinei Hurvico dzeta funkcijai, i�rodyt¡ disertacijos 3 skyriuje. Skirtingiems kompleksiniams skai£i-

ams a1, ..., ar apibr
eºiame aib¦

Ha1,...,ar (D) = {g ∈ H(D) : g(s) 6= aj , j = 1, ..., r}.

3.4 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, o F : H(D)→ H(D) yra

toks tolydusis operatorius, kad F (H(D)) ⊃ Ha1,...,ar (D). Kai r = 1, tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K) ir

f(s) 6= a1 aib
eje K. Kai r ≥ 2, tegul K ⊂ D yra bet kuri kompaktin
e aib
e ir f(s) ∈ Ha1,...,ar (D).

Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.

14



Matome, kad aib
e Ha1,...,ar (D) skiriasi ²iek tiek nuo analogi²kos aib
es J teoremoje. �is skirtumas

atsiranda d
el to, kad J teoremoje naudojama s¡lyga aibei F (S), tuo tarpu, 3.4 teoremoje ²i s¡lyga

pakei£iama s¡lyga aibei F (H(D)). Tai yra susij¦ su analiziniu� funkciju� aproksimavimu i² klas
es

H0(K),K ∈ K, tuo tarpu 1.1 teoremoje aproksimuojamos funkcijos priklauso klasei H(D),K ∈ K.

Spr¦sdami lygti�

sin(g) = f, g ∈ H(D),

lengvai randame, kad jei f ∈ H−1,1(D), tuomet pagal 3.4 teorem¡ su r = 2 funkcija f(s) gali b	uti

aproksimuojama post	umiais sin(ζ(s+ iτ, α; a)). Pana²us tvirtinimas galioja ir post	umiams cos(ζ(s+

iτ, α; a)).

Be 3.1 � 3.4 teoremu� disertacijoje gauta dar tokia bendra teorema.

3.5 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, o F : H(D)→ H(D) yra

tolydusis operatorius. Tegul K ⊂ D yra bet kuri kompaktin
e aib
e ir f(s) ∈ F (H(D)). Tuomet yra

teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.

3 skyriaus rezultatai su transcenden£iuoju paramteru α buvo gauti [15] straispnyje. Taigi, dis-

ertacijos rzultatai yra bendresni uº publikuotus [15] darbe.

4 skyriuje pateikiami universalumo teoremu�, i�rodytu� ankstesniuose skyriuose, taikymai funkcijos

ζ(s, α; a) nuliu� skai£iaus i�ver£iams.

Voroninas pritaik
e jungtini� Dirichl
e L funkciju� universalum¡ Hurvico dzeta funkcijos ζ(s, α) su

racionaliuoju parametru nuliu� skai£iaus i�ver£iui i² apa£ios gauti. Jo teorema turi toki� pavidal¡.

L teorema. Tarkime, kad α = a
b , (a, b) = 1, 0 < a < b. Tada su visais σ1, σ2,

1
2 < σ1 < σ2 < 1,

egzistuoja tokia konstanta c = c(α, σ1, σ2) > 0, kad su pakankamai dideliu T funkcija ζ(s, α) turi

daugiau negu cT nuliu� sta£iakampyje
{
s ∈ C : σ1 < σ < σ2, |t| < T

}
.

Disertacijoje gaunami L teoremos apibendrinimai. Sakome, kad kuriai nors funkcijai f(s) yra

teisingas tvirtinimas A(σ1, σ2; c, T ), jei su visais σ1, σ2, 1
2 < σ1 < σ2 < 1, egzistuoja tokia konstanta

c > 0, kad su pakankamai dideliu T , funkcija f(s) turi daugiau negu cT nuliu� sta£iakampyje
{
s ∈ C :

σ1 < σ < σ2, 0 < t < T
}
.

4.1 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q. Tuomet funkcijai ζ(s, α; a)

yra teisingas tvirtinimas A(σ1, σ2; c, T ).

Kai am ≡ 1, 4.1 teorema i²ple£ia L teorem¡ Hurvico dzeta funkcijai.

4.2 teorema. Tarkime, kad α = a
b , a, b ∈ N, a < b, (a, b) = 1, b 6= 2 ir rad(q) dalija b. Tuomet

funkcijai ζ
(
s, ab ; a

)
yra teisingas tvirtinimas A(σ1, σ2; c, T ).

Kitos teoremos yra diskretaus tipo. Sakome, kad kuriai nors funkcijai yra teisingas tvirtinimas

B(σ1, σ2; c, ϕ, k0, N) , jei su visais σ1, σ2, 1
2 < σ1 < σ2 < 1, egzistuoja tokia konstanta c > 0, kad su
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pakankamai dideliu N , funkcija f
(
s+ iϕ(k)

)
turi nuli� skritulyje∣∣∣s− σ1 + σ2
2

∣∣∣ ≤ σ2 − σ1
2

su daugiau negu cN sveiku�ju� skai£iu� k, k0 ≤ k ≤ N .

Disertacijoje gauta tokia teorema.

4.3 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α, h, π) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q. Tuomet funkcijai

ζ(s, α; a) yra teisingas tvirtinimas B(σ1, σ2; c, kh, 0, N).

Kita teorema yra 4.2 teoremos diskretusis analogas su racionaliuoju parametru α.

4.4 teorema. Tarkime, kad α = a
b , a, b ∈ N, a < b, (a, b) = 1, b 6= 2 ir rad(q) dalija b. Tuomet

funkcijai ζ
(
s, ab ; a

)
yra teisingas tvirtinimas B(σ1, σ2; c, kh, 0, N).

Disertacija baigiasi 4.3 teoremos apibendrinimu.

4.5 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, ir kad β1, 0 < β1 < 1, and

β2 > 0 yra �ksuoti skai£iai. Tuomet funkcijai ζ(s, α; a) yra teisingas tvirtinimas B(σ1, σ2; c, k
β1 logβ2 k, 2, N).
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I²vados

1. Periodin
e Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α; a) su parametru α, kuriam aib
e {log(m+ α) : m ∈ N0}

yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q turi tolydºi¡j¡ universalumo savyb¦.

2. Periodin
e Hurvico dzeta funkcija su parametru α, kuriam aib
e
{(

log(m + α) : m ∈ N0

)
, 2πh
}
,

h > 0 yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q turi diskre£i¡j¡ universalumo savyb¦.

3. Periodin
e Hurvico dzeta funkcija turi diskre£i¡j¡ universalumo savyb¦ apie analiziniu� funkciju�

aproksimavim¡ post	umiais

ζ(s+ ihkβ1 logβ2 k, α; a), 0 < β1 < 1, β2 > 0.

4. Kai kurioms operatoriu� F analiziniu� funkciju� erdv
eje klas
ems sud
etin
es funkcijos F
(
ζ(s, α; a)

)
turi tolydºi¡j¡ ir diskre£i¡j¡ universalumo savybes.

5. I² periodin
es Hurvico dzeta funkcijos universalumo i²plaukia jos nuliu� skai£iaus i�ver£iai i² apa£ios.
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Summary

In the thesis, universality theorems on the approximation of analytic functions de�ned in the strip

D = {s ∈ C : 1
2 < σ < 1} by shifts of the periodic Hurwitz zeta-function are obtained.

Let α, 0 < α ≤ 1, be a �xed parameter, and a = {am : m ∈ N0},N0 = N ∪ {0}, be a periodic

sequence of complex numbers with minimal period q ∈ N. The periodic Hurwitz zeta-function ζ(s, α; a)

is de�ned, for σ > 1, by the Dirichlet series

ζ(s, α; a) =

∞∑
m=0

am
(m+ α)s

,

and is meromorphically continued to the whole complex plane with the possible simple pole at the

point s = 1.

Let K be the class of compact subsets of the strip D with connected complements, and H(K),

K ∈ K, be the class of continuous functions on K that are analytic in the interior of K.

In the thesis, it is proved that if the set L(α) = {log(m+ α) : m ∈ N0} is linearly independent

over the �eld of rational numbers Q, then, for every K ∈ K, f(s) ∈ H(K) and ε > 0,

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ iτ, α; a)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

If α = a
b , a, b ∈ N, a < b, (a, b) = 1, b 6= 2 and that rad(q) divides b, then the above equality is true for

the shifts ζ(s+ iτ, ab ; a).

The above results have their discrete analogues. If the set L(α, h, π) =
{(

log(m+ α) : m ∈ N0

)
, 2πh

}
, h >

0, is linearly independent over Q, then, for every K ∈ K, f(s) ∈ H(K) and ε > 0,

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{
0 ≤ k ≤ N : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ ikh, α; a)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

The latter inequality is true for the rational parameter α satisfying the same hypothesis as in the case

of continuous shifts.

In Chapter 2, the shifts ζ(s+ikh, α; a) are replaced by more complicated shifts ζ(s+ihkβ1 logβ2 k, α; a)

with �xed 0 < β1 < 1 and β2 > 0.

Chapter 3 of thesis is devoted to the universality of composite functions F (ζ(s, α; a)), where F is

a certain operator in the space of analytic functions H(D). For example, if the set L(α) is linearly

independent over Q, and F : H(D) → H(D) is a continuous operator such that, for every open set

G ⊂ H(D), the set F−1G is non-empty, then for every K ∈ K, f(s) ∈ H(K) and ε > 0,

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣F(ζ(s+ iτ, α; a)
)
− f(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0.

In the last chapter of the thesis, lower estimates for number of zeros of the function ζ(s, α; a) are

obtained. For example, if the set L(α, h, π) is linearly independent over Q, then, for every σ1, σ2,
1
2 < σ1 < σ2 < 1, there exists a constant c > 0 such that, for su�ciently large N , the function

ζ(s+ ikh, α; a) has a zero in the disc ∣∣∣s− σ1 + σ2
2

∣∣∣ ≤ σ2 − σ1
2

for more than cN integers k, 0 ≤ k ≤ N .

18



Aprobacija

Pagrindiniai disertacijos rezultatai buvo pristatyti tarptautin
ese MMA (Mathematical Modelling and

Analysis) konferencijose (MMA 2015, Geguº
es 26-29, 2015, Sigulda, Latvija), (MMA 2016, Birº
elio

1�4, 2016, Tartu, Estija), (MMA 2017, Geguº
es 30 - birº
elio 2, 2017, Druskininkai), (MMA 2018,

Geguº
es 29 - birº
elio 1, 2018, Sigulda, Latvija), XV tarptautin
eje konferencijoje Algebra, skai£iu�

teorija ir diskre£ioji geometrija: ²iuolaikin
es problemos ir taikymai (Geguº
es 28 - 31, 2018, Tula,

Rusija), Lietuvos matematiku� draugijos konferencijose (2017, 2018) ir Vilniaus universiteto skai£iu�

teorijos seminaruose.

Publikaciju� disertacijos tema s¡ra²as

Straipsniai recenzuojamuose moksliniuose leidiniuose:

1. A. Laurin£ikas, R. Macaitien
e, D. Mochov, D. �iau£i	unas, On universality of certain zeta-

functions, Izv. Saratovskogo Universiteta, Novaya Seriya, Seriya: Matematika, Mekhanika,

Informatika 13, Issue 4-2 (2013), 67-72.

2. A. Laurin£ikas, R. Macaitien
e, D. Mochov and D. �iau£i	unas, Universality of the periodic Hur-

witz zeta-function with rational parameter, Sib. Math. J. (submitted).

3. A. Laurin£ikas, D. Mochov, A discrete universality theorem for the periodic Hurwitz zeta-

functions, Chebysh. sb. 17, Issue 1 (2016), 148-159.

4. A. Laurin£ikas, D. Mochov, Generalizations of universality for periodic Hurwitz zeta-functions,

Researches Math. Mech. 21, Issue 1 (2016), 92-99.

5. A. Laurin£ikas, D. Mochov, On the periodic Hurwitz zeta-function with rational parameter,

Ann. Univ. Sci. Budapest., Sect. Comp. 47 (2018) (to appear).

6. A. Mincevi£, D. Mochov, On the discrete universality of the periodic Hurwitz zeta-function,

�iauliai Math. Semin. 10 (18) (2015), 81-89.

7. A. Laurin£ikas, D. Mochov, Universality of the periodic Hurwitz zeta-function with rational

parameter, in: Algebra, Number Theory and Discrete Geometry: Modern Problems and Appl.,

XVI intern. Conf., Tula, 2018, TGPU im. L. N. Tolstogo, 2018, pp. 229-231.

19



Konferenciju� prane²imu� tez
es

1. D. Mochov, On the discrete universality of the periodic Hurwitz zeta-function, Mathematical

Modelling and Analysis (MMA 2015): 20-th Intern. Conf., May 26-29, 2015, Sigulda, Latvia.

Abstracts, p. 59.

2. D. Mochov and D. �iau£i	unas, Discrete universality theorem for the periodic Hurwitz zeta-

function, Mathematical Modelling and Analysis (MMA 2016): 21-th Intern. Conf., June 1-4,

2016, Tartu, Estonia. Abstracts, p.53.

3. D. Mochov and A. Laurin£ikas, Generalizations of universality theorems for the periodic Huwritz

zeta-functions, Mathematical Modelling and Analysis (MMA 2017): 22-th Intern. Conf., May

30 - June 2, 2017, Druskininkai, Lithuania. Abstracts, p.44.

4. D. Mochov and A. Laurin£ikas, Universality of the periodic Hurwitz zeta-function with rational

parameter: 25-th Intern. Conf. May 28-31, 2018, Tula, Russia.

5. D. Mochov and A. Laurin£ikas, On discrete universality of the periodic Hurwitz zeta-function

with rational parameter, Abstracts of MMA2018, May 29-June 1, 2018, Sigulda, Latvia, p.53.

20



Cituota literat	ura

1. B. Bagchi, The statistical behaviour and universality properties of the Riemann zeta-function

and other allied Dirichlet series, Ph. D. Thesis, Indian Statistical Institute, Calcutta, 1981.

2. J. W. S. Cassels, Footnote to a note of Davenport and Heilbronn, J. London Math. Soc. 36

(1961), 177-189.

3. A. Dubickas, A. Laurin£ikas, Distribution modulo 1 and the discrete universality of the Riemann

zeta-function, Abh. Math. Semin. Univ. Hamburg 86 (2016), 79-87.

4. S. M. Gonek, Analytic properties of zeta and L-functions, Thesis, University of Michigan, 1979.

5. A. Javtokas, A. Laurin£ikas, Universality of the periodic Hurwitz zeta-function, Integral Transf.

Spec. Funct. 17 (2006), 711-722.

6. A. Laurin£ikas, Limit Theorems for the Riemann Zeta-Function, Kluwer, Dordrecht, 1996.

7. A. Laurin£ikas, The joint universality for periodic Hurwitz zeta-functions, Analysis 26 (2006),

419-428.

8. A. Laurin£ikas, Universality of the Riemann zeta-function, J. Number Theory, 130 (2010), 2323-

2331.

9. A. Laurin£ikas, Universality of composite functions, RIMS Kôkyûroku Bessatsu, B39 (2002),

191-204

10. A. Laurin£ikas, On the universality of the Hurwitz zeta-function, Int. J. Number Theory 9(2013),

155-165.

11. A. Laurin£ikas, A discrete universality theorem for the Hurwitz zeta-function, J. Number Theory,

143 (2014), 232-247.

12. A. Laurin£ikas, Distribution modulo 1 and universality of hte Hurwitz zeta-function, J. Number

Theory, 169 (2016), 294-303.

13. A. Laurin£ikas, R. Macaitien
e, The discrete universality of the periodic Hurwitz zeta function,

Integr. Transf. Spec. Func. 20 (2009), 673-686.

14. A. Laurin£ikas, R. Macaitien
e and D. �iau£i	unas, Uniform distribution modulo 1 and the joint

universality of Dirichlet L-functions, Lith. Math. J. 56 (2016), 529-539.

15. A. Laurin£ikas, D. Mochov, Generalizations of universality for periodic Hurwitz zeta-functions,

Researches Math. Mech. 21 (2016), 92-99.

16. A. Laurin£ikas, J. Ra²yt
e, Generalizations of a discrete universality theorem for Hurwitz zeta-

functions, Lith. Math. J. 52 (2012), 172-180.

21



17. A. Reich, Werteverteilung von Zeta-funktionen, Arch. Math. 34(1980), 440-451.

18. S. M. Voronin Theorem on the "universality" of the Riemann zeta-function, Izv. Akad. Nauk.

SSSR, Ser. matem. 39(1975), 475-486 (in Russian) ≡ Math. USSR Izv. 9 (1975), 443-453.

19. S. M. Voronin, Analytic properties of Dirichlet generating functions of arithmetic objects, Thesis,

Steklov Math. Institute, Moscow, 1977 (in Russian).

22



Trumpos ºinios apie autoriu�

Gimimo data ir vieta:

1988 m. liepos 7 d., Visaginas, Lietuva.

I²silavinimas:

2011 m. Vilniaus universitetas, Matematikos ir informatikos fakultetas,

Finansu� ir draudimo matematika, bakalauras.

2013 m. Vilniaus universitetas, Matematikos ir informatikos fakultetas,

Matematika, magistras.

Darbo patirtis:

2011-07 � 2011-09 � AS Meridian Trade Bank, klientu� aptarnavimo specialisto asistentas.

2011-10 � 2016-08 � Finance engineering, �nansu� analitikas.

2016-09 � 2017-05 � Lindor� Business Services, vyresnysis investiciju� analitikas.

2017-06 � 2018-04 � Skandinaviska Enskilda Banken (SEB), vyresnysis �nansiniu� duomenu� analitikas.

nuo 2018-04 � If insurance, vyresnysis aktuariniu� duomenu� analitikas.

23


