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1 Tyrimo objektas

Disertacijoje yra nagrinéjamos paprastosios diferencialinés
bei diskreciosios lygtys su nelokaliosiomis salygomis. Tokios lyg-
tys modeliuoja jvairias realaus gyvenimo situacijas, nebesutel-
pancias j klasininio uzdavinio rémus (pavyzdziui, 2011 metais sia
tema buvo publikuoti 27 straipsniai specialiajame zurnalo Boun-
dary Value problems leidinyje [4]). Vis délto, nelokaliyju uzdavi-
niy srityje yra neiSvengiamai susiduriama su korektiskumo proble-
ma: praktiniai matematiniai modeliai ir grynai teorinio pobudzio
nelokalieji uzdaviniai daznai neturi vienintelio sprendinio. To-
dél siame darbe nelokalieji uzdaviniai yra sprendziami ne tiesio-
giai, bet maziausiy kvadraty prasme, o vietoje vienintelio tikslaus
sprendinio tiriamas geriausias apytikslis sprendinys [1, Ben-Israel
and Greville, 2003]. Geriausias apytikslis sprendinys, literaturoje
daznai vadinamas minimalios normos maziausiv kvadratu spren-
diniu, yra vienas i$ populiariausiy tyrimo objekty siandieniniame
fiziniy moksly pasaulyje.

Disertacijoje siekiama minimalios normos maziausiy kvadra-
ty sprendinj apraSyti vieninteliam sprendiniui gimininga forma.
Cia yra akcentuojamas Gryno funkcijos vaidmuo. I§ tiesy, Zinant
Gryno funkcijos iSraiska, nelokalusis uzdavinys yra laikomas kone
issprestu [3, Cabada 2014], [5, Roman 2011]. Todél Sioje diser-
tacijoje pagrindinis démesys yra skiriamas apibendrintajai Gry-
no funkcijai, kuri apraso minimalios normos maziausiy kvadraty

sprendinj ir praplecia klasikine Gryno funkcijos interpretacija.

2 Tikslas ir uzdaviniai

Pagrindinis disertacijos tikslas yra gauti minimalios normos
maziausiy kvadraty sprendinio pavidalg diferencialiniams uzda-
viniams su nelokaliosiomis salygomis. Siekiant jgyvendinti Sia



idéja, buvo spredziami tokie uzdaviniai:

1) Isitikinti minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinio
egzistavimu.

2) Gauti issprendziamumo salygas, kurios pasako, ar minima-
lios normos magziausiy kvadraty sprendinys yra tikslus ar,
tikraja zodzio prasme, apytikslis sprendinys.

3) UzraSyti minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinj
naudojant kito giminingo uzdavinio (angl. relative prob-
lem) vienintelj tiksly sprendinj.

4) Gauti minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinj ap-
rasancios apibendrintosios Gryno funkcijos iSraiska.

Kadangi ne visuomet galima isspresti diferencialinj uzdavinj
analitiniu budu, lygiagreciai buvo nagrinéjami diskretieji uzdavi-
niai su nelokaliosiomis sglygomis. Todél buvo sprendziami dar ir
tokie uzdaviniai:

5) Gauti iSsprendziamumo salygas, kurios pasako, ar diskretu-
sis minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinys yra
tikslus ar, tikraja zodzio prasme, apytikslis diskreciojo uz-
davinio sprendinys.

6) Uzrasyti diskretyji minimalios normos maziausiy kvadra-
ty sprendinj naudojant kito giminingo uzdavinio vienintelj
diskretyji sprendinj.

7) Gauti minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinj ap-
rasancios apibendrintosios diskrec¢iosios Gryno funkcijos pa-
vidala.

8) Tirti diskre¢iojo minimalios normos maziausiy kvadraty spren-
dinio kovergavima j diferencialinio uzdavinio minimalios
normos maziausiy kvadraty sprendinj bei suformuluoti pa-
kankamas konvergavimo salygas.



3 Darbo struktura ir pagrindiniai

rezultatai

Disertacija sudaro jvadas, Sesi skyriai, bendrosios isvados ir
literaturos sarasas. Kiekvienas skyrius pradedamas jvadu ir bai-
giamas iSvadomis. Kadangi visuose skyriuose rezultatai yra pana-
sts ir jy jrodymai analogiski, todél iSsamis jrodymai yra pateikti
tik pirmajame skyriuje. Kituose skyriuose dauguma analogisky
irodymy yra praleista. Darbo apimtis yra 240 puslapiy.

Toliau bus aprasomi pagrindiniai disertacijos rezultai. For-
muluojant teoremas, lemas, iSvadas, skliausteliuose bus pateikti
disertacijoje naudojami jy pavadinimai angly kalba. Teiginiy nu-
meracija skliausteliuose reiskia disertacijoje naudota numeracija

»skyrius.numeris*.

3.1 Antrosios eilés diferencialinis uzdavinys su

nelokaliosiomis sglygomis

Pirmajame skyriuje yra nagrinéjamas antrosios eilés diferen-

cialinis uzdavinys su nelokaliosiomis salygomis

Lu ="+ a(z)u' +b(z)u = f(x), z€]0,1],

(Lg,u) = g, k=1,2. (1)
Cia u € H%0,1], a,b € C[0,1], f € L%0,1], bet Ly € (C1[0,1])"
ir g € R. Apibrézus operatoriy L := (£, L1, L2) ", (1) uzdavinys
uzrasomas ekvivalenciu vektoriniu pavidalu Lu = f su desinigja
puse f = (f,91,92)". Sis uzdavinys turi vienintelj sprendinj, kai

specialusis determinantas

A =

(Li,2Y) (L1, 2%) ‘
<L27 Zl> <L27 22>

yra nelygus nuliui [5, Roman 2011]; ¢ia 21,22 € N(L) yra bet
kuri (1) homogeninés lygties fundamentalioji sistema. Be to, vie-
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nintelis sprendinys aprasomas pavidalu

1
w=Lf = /0 Gla,)f(y) dy + oo +g2®  (2)

panaudojant atvirkstinj operatoriy L~! : L?[0,1]xR? — H?[0, 1],
kuris apibudinamas (1) uzdavinio Gryno funkcija G(x,y) ir bior-
togonaligja fundamentaligja sistema v',v2.

Disertacijoje yra gauta tokia informacija apie vektorinio ope-

ratoriaus nuliy aibe N (L) ir defekta d := dim N(L):

1) d=0< A #0. Tuomet N(L) yra trivialus.

2) d =2 A =0ir visi (L,2!) =0, k,l = 1,2. Tuomet
N(L) = span{z!,2%}. Taigi lygties Lu = 0 sprendimas
yra ekvivalentus lygties Lu = 0 sprendimui.

3) d =1« A = 0ir egzistuoja bent vienas nelygus nuliui skai-
¢ius (Lg, 2') # 0. Tegu tai biina (Lg,,2') # 0 pabréziant
funkcionalo numerj kp. Siuo atveju Lu = 0 sprendimas
ekvivalentus Lu = 0, (Lg,,u) = 0 sprendimui (atmetama
lygtis (Lg,,u) = 0 su funkcionalo numeriu k; := 3 — ka).

Priklausomai nuo defekto d reikSmés, skiriasi ir vaizdo R(L)
struktura. Ji pateikta toliau suformuluotoje lemoje (1) uzdavi-

niui, kuris neturi vienintelio sprendinio (A = 0).

1 lema. (Lemma 1.3)
1) Jei d =2, tuomet su kiekvienu f € L*0,1] turime

1 1 T
R(L) = {(f/o (L1, G () ) s (L2, G ) S0 dy) }
2) Jeid=1irk; =1, tai su¥ f € L?[0,1] ir go € R turime
1 T
_ . 2 a(. .
R(L) = {(f,92<L1,v )+ /0 (L1, G ) () dy,gz> }
8) Jeid=1irky =2, tai su¥ f € L*[0,1] ir g1 € R turime
1 T
R(L) = {(f;gl;gl<L2,v1> s [ et dy> }
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Cia G¢(z,y) yra Kosi uzdavinio Gryno funkcija; G*(z,y) ir v', v?

atitinkamai yra Gryno funkcija ir biortogonalioji fundamentalioji
sistema pagalbiniam uZdaviniui su ta pacia lygtimi Lu = f, sq-
lyga (L3_k,,u) = 0 ir kita sqglyga (¢,u) = 0, kuri pakeicia sqlygq
(L, u) = 0. Salyga (¢,u) = 0 parenkame taip, kad Sis pagalbinis
uZdavinys turéty vienintelj sprending (A #0).

Is sios lemos yra gaunamos dvi iSvados. Pirmoje pateikta

jungtinio uzdavinio nuliy aibés struktura.

2 iSvada. (Corollary 1.4) Yra teisingi tokie tvirtinimai:
1) jei d =2, tuomet N(L*) yra lygus
Span{( (L1,G(+,x)); 1; O)T, ( — (L2, G°(+,2)); 0; 1)T};
2) jeid=11irk; =1, tuomet
N(L*) = span { (= (L1, G(-,x)); 1; —(L1,v%) ' };
3) jeid=11irky =2, tuomet
N(L*) = span { (= (L2, Go(,x)); —(La, 0"); 1) ' }.

Kitoje isvadoje pateiktos issprendziamumo salygos uzdavi-

niui, kuris neturi vienintelio sprendinio (A = 0).

3 isvada. (Corollary 1.5) (1) uzZdavinys su A = 0 yra i$spren-
dZiamas tada ir tik tada, jei galioja tokios sglygos:
1
1) [{Lk, GC,y)) f(y)dy = g, k=1,2, kai d = 2;
0
2) 92<L1,7)2>+ <L1’ Ga(’y»f(y) dy = g1, kaid =1 ir kl = ]-7'

3) g1{La, v)+ [(Lo, G-, y)) f(y) dy = go, kaid = 1 ir ky = 2.

o Oo— .

Toliau siame skyriuje Roman rezultatai [5, 2011] (u € C2[0,1]
ir f € C[0,1]) yra pritaikomi uzrasyti vienintelio sprendinio u €
H?[0,1] israiskoms ir ji aprasancios Gryno funkcijos pavidalams,
kai f € L%[0,1]. Po to yra jrodoma, kad (1) uzdaviniui, kuris
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turi vienintelj sprendinj (A # 0) ar jo neturi (A = 0), visuomet
egzistuoja minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinys u°.
Tai yra vienintelé funkcija, kuri minimizuoja netiktj
[Lu® — fll = inf | Lu— f]
u€H?2[0,1]
ir yra ,maziausia®“ tarp visy kity Sia netiktj minimizuojanciy
funkcijy w9, t.y.,
Julll < [lwfll,  Vu? # u’.

Be to, u® = L'f aprasomas Moore ir Penrose atvirkstiniu
operatoriumi LT : L?[0,1] — H?[0, 1], kuris yra vienintelis ope-
ratoriniy Penrose lygciy

LL'L=L, L'LL'=1L" (LL")*=LL', (L'L)"=L'L

sprendinys. Kai egzistuoja jprastas atvirkstinis operatorius L ™!,
jis sutampa su Moore ir Penrose atvirkstiniu operatoriumi L™ =
LT, 0 (2) vienintelis sprendinys su funkcija

1
w =Lf = / GI(z,y)f (y) dy + g1oP" + g2v”?.
0

Cia esantis branduolys GY(x,y) yra vadinamas (1) nelokaliojo

1 p92

uzdavinio apibendrintgja Gryno funkcija, o funkcijos v9
apibendrintgja biortogonaligja fundamentaligja sistema.

Panaudojant LT savybes, iSvedami minimalios normos ma-
ziausiy kvadraty sprendinio pavidalai ir gaunamos apibendrin-
tosios Gryno funkcijos isSraiskos. Pavyzdziui, Roman savo dar-
be [5, 2011] uzrasé (1) antrosios eilés diferencialinio uzdavinio
vienintelj sprendinj

w=u’~+ (g1 — (L1,u))v' + (g2 — (Lo, u°))v?

panaudodama Kosi uzdavinio ((1) lygtis su salygomis u(0) = 0,
u/(0) = 0) vienintelj sprendinj u¢. Cia v',v? yra (1) uzdavinio
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biortogonalioji fundamentalioji sistema. Bendruoju atveju, kai
uzdavinys turi vienintelj sprendinj ar jo neturi, gauname analo-

giska minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinio iSraiska.

4 iSvada. (Corollary 1.20) (1) diferencialinio uZdavinio mini-
malios normos maziasusty kvadraty sprendinys yra lygus

u® = u — Pypyu’ + (g1 — (L1, u)v?" + (g2 — (L2, u®))v??.

Cia v, v9? yra (1) uzdavinio apibendrintoji biortogonalioji fun-
damentalioji sistema, Py gy — ortogonalusis projektorius j N(L).

Panasus sarysis tarp geriausio apytikslio sprendinio ir vienin-
telio tikslaus sprendinio galioja bet kuriems uzdaviniams
Lu=f, Ly = f,

~ 3
<Lkau> = 5/% k= 1727 <L/€7U> = Gk, k= 1a2’ ( )

su vienoda desiniaja puse f € L?[0,1], u,v € H?[0,1], bet skir-
tingais erdvés (C1[0,1])* funkcionalais Ly ir Ly, k = 1,2.

5 teorema. (Theorem 1.19) Jeigu pirmasis (3) uzdavinys turi
vienintelj sprending u, tai antrojo (3) uZdavinio minimalios nor-
mos maziausiy kvadraty sprendinys yra

u’ =u— Pypyu+ (91 — (L1, u)v?" + (g2 — (Lo, u))v9?.
Apibendrintosios Gryno funkcijos iSraiska taip yra gauta.

6 lema. (Lemma 1.22) (1) uZdavinio apibendrintoji Gryno funk-
cija yra lygi
G9(x,y) = G(2,y) — Py G, y) = oy (L, G, 9) 0o ().

Analogiskas sarysis galioja (3) dviem uzdaviniam.

7 teorema. (Theorem 1.24) Jeigu pirmasis (3) uzdavinys turi
Gryno funkcijg G(x,y), tuomet antrojo (3) uZdavinio apibendrin-
toji Gryno funkcija aprasoma lygybe
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2
Gg(m,y) = G(l‘,y) - PN(L)G(‘T7Z/) - Z<L17 G(a y))Ug’l(.’E),
=1

k
su visais x € [0, 1] ir beveik visais y € [0, 1].

Viena vertus, 6 lemoje yra pateiktas apibendrintosios Gry-
no funkcijos pavidalas, kuris visuomet gali buti panaudojamas
apibendrintajai Gryno funkcijai apskaiciuoti, nes Gryno funkcija
G¢(x,y) Kosi uzdaviniui visuomet egzistuoja. Kita vertus, pa-
naudoti 4 teoremg gali buti praktiskiau. IS tiesy, apibendrintaja
Gryno funkcija galima aspkaiciuoti panaudojant kito pakanka-
mai sudétingo nelokaliojo uzdavinio Gryno funkcijg ir atlikti ma-
ziau skaic¢iavimy. Puikus pavyzdys yra diferencialinis uzdavinys

su nelokaliosiomis krastinémis salygomis

Lu =" (x) + a(x)u/(z) + b(x)u(z) = f(x), x€][0,1],
(Lk,u) = <K5k, u> — ’yk<%k,u) = Gk, k = 1, 2. (4)

Cia kg, k = 1,2, yra funkcionalai, aprasantys (4) salygy klasiki-
nes dalis, t.y.,

(k1,u) == aqu(0) + B1u/(0), (Ko, u) := agu(l) + Bau’(1)

su |ag| +|Bk| # 0, k = 1,2. Kiti funkcionalai s, k = 1,2, apraso
pilnai nelokaliasias (4) salygu dalis. Kai parametrai 1,7, lygus

nuliui, uzdavinys tampa klasikiniu.

8 iSvada. (Corollary 1.28) Jeigu (4) klasikinis uzdavinys (y1,v2 =
0) turi Gryno funkcija G (z,vy), tuomet (4) uZdavinio su neloka-
liosiomis krastinémis sqlygomis (v1,72 € R) apibendrintoji Gry-
no funkcija yra aprasoma lygybe

2

G9(x,y) = G2, y) =Py G (@, y) + ) o, G () (),
k=1

su visais x € [0, 1] ir beveik visais y € [0, 1].
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Matome, kad tik pilnai nelokaligsias salygas aprasantys funk-
cionalai s¢; yra panaudojami G9(z,y) rasti, jei Zinoma G(z,y).
Si apibendrintosios Gryno funkcijos apragymo formulé, panaudo-
jant klasikinio uzdavinio Gryno funkcija, yra taikoma atskirame
pirmojo skyriaus poskyryje, kuriame pateikta jvairiy minimalios
normos maziausiy kvadraty sprendiniy ir apibendrintyjy Gryno
funkcijy konstravimo pavyzdziy.

3.2 me-osios eilés diferencialinis uzdavinys su
nelokaliosiomis sglygomis
Pirmojo skyriaus rezultatai yra apibendrinami antrajame
skyriuje nagrinéjant m-osios eilés diferencialinj uzdavinj
L= w4 ap () u™ V4 fay (2)uao(z)u = f(z), = € [0,1],
(Lg,u) =gk, k=1,m. (5)

Cia u € H™[0,1], a1,...,am_1 € C[0,1], f € L?[0,1], 0 Ly €
(C™=10,1])" ir g» € R. Apibrézus L := (£,L1,...,Ly)" :
H™[0,1] — L?[0,1] x R™, (5) uzdavinys uZraomas ekvivalen¢iu
vektoriniu pavidalu Lu = f su deSinigja puse f = (f, g1,-..,9m) .

Sis uzdavinys turi vienintelj sprendinj, kai specialusis m-osios
eilés determinantas
(Ly,2Y ... (L1,2™)
A= . .. .
(L, 24y oo (L, 2™)
yra nelygus nuliui [5, Roman 2011]; ¢ia 2!, ..., 2™ € N(L) yra bet
kuri (5) homogeninés lygties fundamentalioji sistema. Tuomet

vienintelis sprendinys yra uzrasomas pavidalu
1
u=L7f = [ Gla)f@dy+ g0t 4.+ g™ (6)
0

panaudojant atvirkstinj operatoriy L~! : L2[0, 1]xR™ — H™]0, 1],
kuris apibudinamas (5) uzdavinio Gryno funkcija G(x,y) ir bior-

togonaligja fundamentaligja sistema v', ... v™.
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Siame skyriuje yra gaunama vaizdo R(L) struktiira (Lemma
2.3), rasta jungtinio uzdavinio nuliy aibé (Corollary 2.4) ir sufor-
muluotos issprendziamumo salygos (Corollary 2.5). Sie rezultatai
yra analogiski pirmojo skyriaus atitinkamiems rezultatams ant-
rosios eilés lygciai.

Po to yra pateikiamos vienintelio sprendinio savybés ir Gry-
no funkcijos israiskos. Kaip ir pirmajame skyriuje, $i informacija
nurodo forma, kuria siekima uzrasyti (5) uzdavinio minimalios
normos maziausiy kvadraty sprendinj u° ir ji atitinkancia api-
bendrintaja Gryno funkcija G9(x,y) tuo atveju, kai A = 0.

Toliau yra tiriamas geriausias apytikslis sprendinys u°. Tai
yra vienintelé funkcija, kuri minimizuoja netiktj

0 .
Lt = £ = _jnf  |Lu=f]
ir turi maziausia normg tarp visy kity sig netiktj minimizuojanciy
funkcijy u9:
Joll < s, vu? £ ue,

Be to, minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinys vi-

sada egzistuoja ir yra apibudinamas (6) analogisku pavidalu

1
w=Lif= / G9(z,y) f(y) dy + g™ + .. + g™
0

Cia LT : L2]0,1] x R™ — H™[0,1] yra apibendrintasis atvirksti-
nis operatorius, kuris apibudinamas (5) uzdavinio apibendrintgja
Gryno funkcija G9(x,y) ir apibendrintgja biortogonaligja funda-
mentaligja sistema v91, ... v9™. Kai uzdavinys turi (6) vienin-
telj sprendinj, jis sutampa su funkcija u°.

Kadangi Kosi uzdavinys ((5) lygtis su salygomis u*) (0) = 0,
k = 0,m — 1) visada turi vienintelj sprendinj u¢, tai minimalios
normos maziausiy kvadraty sprendinj visuomet galima rasti pa-

sinaudojant tokia isvada.
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9 isvada. (Corollary 2.16) (5) uzdavinio minimalios normos ma-

ziausiy kvadraty sprendinys yra lygus
u® = u = Pyryu+ (g1 — (L1, w09 o (g — (L, u) )09,

Apibendrintoji Gryno funkcija taip pat yra isreiskiama per
Kosi uzdavinio Gryno funkcija G¢(x,y).

10 lema. (Lemma 2.18) (5) uzdavinio apibendrintoji Gryno funk-

ctja yra aprasoma lygybe
m

GQ(ZE,y) :Gc(x7y)_PN( Z Lk7Gc Ug’k(w)‘
k=1

Be to, minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinj gali-
me uzrasyti panaudoje kito uzdavinio vienintelj sprendinj (The-
orem 2.15), pavyzdziui, klasikinio uzdavinio sprendinj (Corollary
2.22). Apibendrintajai Gryno funkcijai taip pat galioja panasus
sarysiai: ja galime iSreiksti per kito uzdavinio Gryno funkcija
(Theorem 2.20), atskiru atveju per klasikinio uzdavinio Gryno
funkcija (Corollary 2.23). Sie rezultatai yra analogiskai formu-
luojami kaip pirmajame skyriuje atitinkami rezultatai antrosios

eilés lygciai.
3.3 Antrosios eilés diskretusis uzdavinys su
nelokaliosiomis sglygomis

Treciajame skyriuje nagrinéjamas antrosios eilés diskretusis
uzdavinys su nelokaliosiomis salygomis

(Lu); := a?uH_Q + ailui_i_l + agui = fi, az , al #0, i€ X,_o,
(Lk,u) = gx, k=1,2. (7)

Cia u € F(X,), a®,a',ad?, f € F(X,_2), L, € F*(X,,) bei skai-
¢iai g € Cir n > 2. Be to, F(X,) zymi diskrec¢iyjy komp-
leksiniy funkcijuy, apibrézty aibéje X,, := {0,1,2,...,n}, aibe.
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Uzrasykime (7) uzdavinj matricine forma Au = b su desinia-
ja puse b = (fo, fi,..+, fa2,91, 92)". Cia sprendinys tapati-
namas su stupleliu matrica u = (ug,u1,...,u,)' arba trumpai
u=>"=,, u;e’ panaudojus standartine baze €', i = 0,n. Taip
pat bus naudojamas toks Zyméjimas £ = (fo,..., fa2)'.

Nagrinéjant diskretyji uzdavinj matricine forma, yra gauna-
mi pirmajai disertacijos daliai panasts rezultatai, kurioje buvo
tiriama antrosios eilés diferencialiné lygtis su nelokaliosiomis sg-
lygomis.

Pirmiausia, diskretusis uzdavinys turi vienintelj sprendinj, jei-
gu det A # 0 arba, dar kitaip pasakius [5, Roman 2011], specia-

lusis determinantas

B L) (Ly,22)

(Li.2") (L1,2%) |

yra nelygus nuliui; ¢ia 2!, 22 € N(L) yra (7) diskreciosios homo-
geninés lygties fundamentalioji sistema. Be to, vienintelis spren-
dinys aprasomas lygybe

u=A"'b = Gf + g1v! + gov?, (8)

panaudojant atvirkstine matrica A~ := (G v! v?), arba diskre-
¢iuoju pavidalu
u; = ZGijfj +g1vf + g7, i€ X

§=0
Cia esantis branduolys G € F(X,, x X,,_2) yra vadinamas dis-
krecigja Gryno funkcija, o funkcijos vl,v? € F(X,,) — diskrecigja
biortogonaligja fundamentaligja sistema [5, Roman 2011]. Pa-
naudojant atvirkstine matrica B = A~!, Sias funkcijas visuomet

galima surasti
. . 1 2 .
Gz’j = Bz‘j, i€ Xy, J € Xn_o, v; = Bi,n—b v; = Bin, 1 € X,,.

Sio skyriaus pagrindinius rezultatus pradésime formuluoti nuo
uzdavinio matricos nuliy aibés N(A) ir defekto d := dim N(A)
savybiy:
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1) d=0< A #0. Tuomet N(A) yra trivialus.

2) d =2 A =0ir visi (L,2!) =0, k,l = 1,2. Tuomet
N(A) = span{z',z?}. Taigi lygties Au = 0 sprendimas
yra ekvivalentus lygties Lu = 0 sprendimui.

3) d =1« A = 0ir egzistuoja bent vienas nelygus nuliui skai-
¢ius (Lg, 2') # 0. Tegu tai biina (Lg,,2') # 0 pabréziant
funkcionalo numerj ko. Siuo atveju Au = 0 sprendimas
ekvivalentus Lu = 0, (Lg,,u) = 0 sprendimui (atmetama
lygtis (Lg,,u) = 0 su funkcionalo numeriu k; := 3 — ka).

Defekto d reiksmé jtakoja ir vaizdo R(L) struktura. Ji ap-
rasyta toliau suformuluotoje lemoje (1) uzdaviniui, kuris neturi
vienintelio sprendinio (A = 0).

11 lema. (Lemma 3.1)
1) Jei d =2, tuomet su visomis f € F(X,_2) turime

n—2 n—2 T
R(A) = {<f0;f1; . .;fn_z;Z<L1,G3>fj;Z<L'2,G3>fj) }
=0 =0
2) Jeid=171irk =1, tug)met SU visomgs funkcijomis f €

Xp—2) ir go € C turime

n—2 T
A) = { o5 fi5 - fug; g2(Ln, 0%+ (L1, GY) £ 92> }

7=0
3) Jei d = 1 ir ky = 2, tuomet su visomis funkcijomis f €

F(X,—2) ir g1 € C turime

.
R(A) = {(fo;fl;---,fn 95 913 91{La, v* +Z Ly, G ) }

Cia G € F(X,, x Xy_2) yra diskreciojo Kosi uZdavinio diskre-
Gioji Gryno funkcija; G* € F(Xy, X Xp—2) ir {v!,v?} atitinkamai
yra diskrecioji Gryno funkcija ir biortogonaliofi fundamentalioji
sistema pagalbiniam uZdaviniui su ta pacia lygtimi Lu = f, sq-
lyga (L3—_k,,u) = 0 ir kita sqglyga (¢,u) = 0, kuri pakeicia sqlygq
(Lg,,u) = 0. Salyga (¢,u) = 0 parenkame taip, kad $is pagalbinis
uzdavinys turéty vienintelj sprending (A #0).
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IS Sios lemos gauname dvi iSvadas.

12 iSvada. (Corollary 3.2) Yra teisingi tokie tvirtinimai:

1) kaid =2, tuomet N(A*) yra generuojama dviejy vektoriy
n—2 n—2

=0 =0
2) kaid=11ir ks =1, tai N(A*) yra generuojama vektoriaus
n—27 A -
w=— Z (Ly,GY)el + el — (L, v2)e"
§=0
3) kaid=1irk; =2, tai N(A*) yra generuojama vektoriaus
n—2 ‘
W= — (L‘Q,G?].)ej — (Lg,vl)e”_l +e".
=0

Kitoje isvadoje pateiktos issprendziamumo salygos uzdavi-
niui, kuris neturi vienintelio sprendinio (A = 0).
13 isvada. (Corollary 3.32) (7) uzdavinys su A = 0 yra isspren-
dzZiamas tada ir tik tada, jei galioja tokios sqlygos:
1) YIS0, G fi = g1, Y520 (L, GG) [ = g2, kai d = 2;
—2,7. ; .
2) ga(L1,v?) + Y 25(L, G fj = g1, kaid =1 ir ky = 1;
—2,7. ; .
3) gl<L2,vl> + Z?:O <L2,Gflj>fj = g2, katd =1 ir ky = 2.
Kai A = 0, diskretusis uzdavinys neturi vienintelio sprendi-
nio. Todél nagrinéjamas diskretusis minimalios normos maziau-
siy kvadraty sprendinys u®, kuris visada egzistuoja [1, Ben-Israel

and Greville 2003]. Sis vektorius minimizuoja lieckamojo vekto-

riaus eukliding norma
|Aw’ b < |[Au—b|, VuecCtV, (9)

ir turi maziausia norma tarp visy (9) netiktj minimizuojanéiy
vektoriy ud € CrHDx1 ¢ v

[’ <[] ¥V u’#u (10)
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Be to, minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinys u® =
A'b yra aprasomas Moore ir Penrose atvirkstine matrica Af. Ji

yra vienintelé matrica, tenkinanti visas matricines Penrose lygtis
AATA = A, ATAAT = AT, (AAT)* = AAT, (ATA)* = ATA.
Jeigu matrica A yra neissigimusi, tai Moore ir Penrose atvirksti-
né matrica sutampa su klasikine atvirkstine matrica A=, o (8)
vienintelis sprendinys — su minimalios normos maziausiy kvadra-
tuy sprendiniu

u’ = ATb = GIf + g1v9! + gov9?,

kurj galime uzrasyti diskreciuoju pavidalu
n—2

uj = Z ngjfj + g1vf’1 + 927);(-]’27 i € Xp.
=0
Cia esantis djiskretusis branduolys G9 € F(X,, x X, _2) yra
vadinamas apibendrintgja diskrecigja Gryno funkcija, o funkci-
jos v9! w92 € F(X,,) - apibendrintgja diskrecigja biortogonaligja
fundamentaligja sistema. Sias diskrecigsias funkcijas galima su-
rasti pasinaudojant apibendrintaja atvirkstine matrica B = Af:

. . 1 2 .
G’ng = Bz]a (S XTL) J € X7L727 Uig = Bi,nfla U'g = Bina (S Xn

(2

Minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinj taip pat ga-
lima uzrasyti panaudojant kito uzdavinio sprendinj.

14 isSvada. (Corollary 3.14) Diskretusis minimalios normos ma-

Ziausiy, kvadraty sprendinys yra aprasomas lygybe

u® = u’ — Pyayu’ + (g1 — (L1, u))v?! + (g2 — (L2, u®))v??.

Cia v9', v9? yra (7) uzdavinio apibendrintoji fundamentalioji

sistema.

Si formulé visuomet yra pritaikoma, nes Kosi uzdavinys ((7)
lygtis su salygomis ug = u; = 0) visuomet turi vienintelj spren-
dinj u¢ € F(X,) bei diskreciaja Gryno funkcija G¢ € F(X,, X
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Xp—2). Panasus sarysis taip pat galioja ir (3) dviem diskretie-

siems uzdaviniams.

15 teorema. (Theorem 3.12) Jei pirmasis (3) uZdavinys turi
vienintely sprending u, tai antrojo uzdavinio minimalios normos
maZiausiy kvadraty sprendinys yra lygus

u® = u— Pyayu+ v (g1 — (L1, 1)) + 07 (ga — (L2, u)).

Apibendrintaja diskreciaja Gryno funkcija visuomet surasime
pasinaudoje isvada.

16 iSvada. (Corollary 3.17) (7) uzdavinio apibendrintoji Gryno
funkcija yra lygi

GY = G5 — (Py(a))i. G5 — v (Ly, G5) — vf*(Ly, GS)

%
su visais 1 € Xp, J € Xp—2.

Panasus sarysis galioja dviem (3) diskretiesiems uzdavinimas,
kai pirmasis turi diskre¢iaja Gryno funkcija G € F(X,, X X,_2).

17 teorema. (Theorem 3.16) Antrojo (3) uZdavinio apibendrin-

toji diskrecioji Gryno funkcija aprasoma lygybe
71 3 72 *
G?j = Gij — (PN(A))ZGJ — ’Ug <L1,G.j> — Uf <L2,G.j>
su visais t € X, j € Xnp_o.

Pritaike Sia teorema diskreciajam uzdaviniui su nelokalio-
siomis krastinémis salygomis, apibendrintajg diskreciaja Gryno
funkcijg GY taip pat galime iSreiksti per klasikinio uzdavinio di-
skreciaja Gryno funkcija G (Corollary 3.19).

Pagrindinis Sios disertacijos skyriaus tikslas yra gauti diskre-
¢iojo minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinio konver-
gavimg j diferencialinio uzdavinio geriausia apytikslj sprendinj.
Pavyzdys (Example 3.20) motyvuoja standartinéje euklidinéje
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erdvéje sprendziama (9)—(10) minimizavimo uzdavinj praplésti
minimizuojant (9) lygties netiktj vienoje normoje, kai troksta-
mas minimalus sprendinys turi maziausia kita (10) norma tarp
visy netiktj minimizuojanciy funkcijy. Minétame pavyzdyje buvo
ivesti erdviy H2[0,1] ir L2[0,1] x R? diskretieji analogai H?(w")
ir L?(w") x R? bei atitinkamos diskreciosios normos tinklo @" :=
{z; = ih, i = 0,n, nh = 1} taskuose. Pabrésime, kad taip api-
bendrinus minimizavimo uzdavinj, yra gauti analogiski rezultatai
diskrec¢iajam minimalios normos sprendiniui (Corollaries 3.24—
3.26) ir apibendrintajai diskre¢iajai Gryno funkcijai (Theorem
3.27 with Corollaries 3.28-3.29).

Pritaikius Siuos rezultatus, yra gaunamos pakankamos kon-

vergavimo salygos.

18 teorema. (Theorem 3.33) Tegu galioja aproksimacijos
A(mu) = woLu + O(h?),

P 2 m) N4y (T1u) = 1 (Pyryu) + O(h%),
P2 hyxr2, ra)b = m2(Prrp) f) + O(h%)

su kokiu nors o > 0. Jeigu sup,,cy |’AT”H2(wh,)7L2(wh)XR2 < 400,
tuomet (7) uZdavinio geriausias apytikslis sprendinys u® € H?(@")
konverguoja i (1) diferencialinio uZdavinio geriausiq apykslj spren-
ding u® € H?[0,1], butent,
[u? = w1’ || o ghy = max luf — u®(x;)| — 0, kai n — oo.
;€W
Sioje teoremoje pazyméjome O(h%) := (O(h%),.. .,O(ho‘))T
ir naudojome projektavimo operatoriy 71 : H2[0,1] — H?*@"),
kuris diskretizuoja funkcija v € H?[0, 1] pataskiui tinklo @" tas-
kuose, t.y., miu = (u(zo), u(z1),. .. ,u(mn))T. Kito projektavimo
operatoriaus my : L2[0, 1] x R? — L%(w") x R? forma néra svarbi.
Skaitytojui gali iskilti klausimas, kodél yra nagrinéjami komp-
leksiniai diskretieji uzdaviniai, nors diferencialiniu atveju buvo
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tiriami vien realus uzdaviniai. Pirma, negalima ignoruoti fakto,
kad diferencialinis uzdavinys gali buti aproksimuojamas komplek-
siniu diskre¢iuoju uzdaviniu. Antra, susidaro jspudis, kad komp-
leksiniy matricy teorija yra placiau iSvystyta nei kompleksiniy
operatoriy teorija, ji papras¢iau taikoma. Trecia, dauguma au-
toriy nagrinéja kompleksines matricas, o ne tiktai realigsias.

3.4 m-osios eilés diskretusis uzdavinys su

nelokaliosiomis sglygomis

Treciojo skyriaus rezultatai yra apibendrinami ketvirtajame
skyriuje nagrinéjant m-osios eilés diskretyjj uzdavinj su neloka-
liosiomis salygomis

o 1 0. _ .
(Lu); = a " Uigm + ... +a;uip1 +aju; = fi, 1€ Xp_m,

<Lk'7u> = Gk, kzlam

Ciau € F(Xy), @, ...,a", f € F(Xp_m), a),a™ # 0 su visais
i € Xp—m, bet L € F*(X,,), gr € Cirn > m.

Visi Sio skyriaus rezultatai yra panasiai formuluojami kaip
ankstesniame skyriuje. Pavyzdziui, pateikta vaizdo R(A) struk-
tura (Lemma 4.1), uzrasyta jungtinio uzdavinio nuliy aibés is-
raiska (Corollary 4.2) ir suformuluotos iSsprendziamumo salygos
(Corollary 4.3). Be to, yra pateikti diskretaus minimalios nor-
mos maziausiy kvadraty sprendinio pavidalai (Theorem 4.11, Co-
rollaries 4.12 and 4.16) bei apibendrintosios diskreciosios Gryno
funkcijos israiskos (Theorem 4.14, Corollaries 4.15 and 4.17).

Sie rezultatai yra apibendrinti minimizavimo uzdaviniui su
dviem skirtingomis diskreciosiomis normomis vietoje standarti-
nés euklidinés normos abiejuose (9)—(10) minimizavimo Zings-
niuose. Minimalios normos maziausiy kvadraty sprendiniui (Co-
rollaries 4.21-4.23) bei apibendrintajai diskreéiajai Gryno funkci-
jai (Theorem 4.24 with Corollaries 4.25-4.26) yra gautos panasios

18



savybés. Ketvirtojo skryriaus pabaigoje yra pateiktos pakanka-
mos diskrec¢iojo minimalios normos maziausiy kvadraty sprendi-
nio konvergavimo j (5) diferencialinio uzdavinio minimalios nor-

mos maziausiy kvadraty sprendinj salygos (Theorem 4.32).

3.5 Pirmosios eilés diferencialiniy lygciy sistemos

su nelokaliosiomis sglygomis

Penktajame skyriuje tiriamos pirmosios eilés diferencialiniy
lygéiy sistemos su nelokaliosiomis salygomis

du” - Kl ! k
E:Za (:c)u +f (ZL‘), IEE[O,l],
=1
Z<Lklaul> = 0k, k= 1am7 (11>
=1

pateikiamas trumpesne forma Lu = f, (Li,u) = gi, k = 1,m.
Cia imami realiis skai¢iai gy ir funkcijos u = (u',...,u™)T €
(HY0,1)™, f = (f%,..., ™" € (L?[0,1])™, a*' € C[0,1] bei
funkcionalai Ly = (Lg1, Lg2, - - -, Lgm) su Ly € C*[0,1].

Uzdavinys uzrasomas vektoriniu pavidalu Lu = b ir tiriamas
panasiai kaip pries tai buve uzdaviniai. Taigi gaunami analo-
giski rezultatai: operatoriaus L vaizdo charakterizacija (Lemma
5.3), jungtinio uzdavinio nuliy aibés pavidalas (Corollary 5.4) bei
uzdavinio iSsprendziamumo salygos (Corollary 5.5).

Po to nagrinéjamas uzdavinio vienintelis sprendinys

1
u(z) = L1b = /0 Gl y)F) dy + 010 () + ... + g™ (2),

dia G = (le(m,y)), k,l =1, m, yra (11) uzdavinio Gryno matri-
ca, o funkcijos v, ..., v™ — biortogonalioji fundamentalioji siste-
ma. Gautos vienintelio sprendinio (Lemma 5.7) bei Gryno mat-

ricos (Lemma 5.9) iSraiskos. Be to, yra nagrinéjamas rysSys tarp
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m-osios eilés (5) diferencialinés lygties su nelokaliosiomis salygo-
mis ir jg atitinkancios pirmosios eilés diferencialiniy lygciy siste-
mos. Pirmiausia, yra gauta Gryno funkcijos israiska panaudojant
ekvivalencios sistemos Gryno matrica.

19 isvada. (Corollary 5.12) (5) skaliarinio uzdavinio Gryno funk-
cija yra isreiskiama per ekvivalancios (11) sistemos Gryno mat-
ricg taip G(x,y) = G'"(z,y).

Po to Gryno matrica yra uzrasoma per Gryno funkcija.

20 lema. (Lemma 5.14) Gryno matrica gali buti isreiksta per
ekvivalentaus skaliarinio uZdavinio Gryno funkcijg tokiu budu

. gmtk—1-1 molzl i k-1
G™ (7, y) = *WG(%W*Z(*l)lafw(alﬂ(y)WG(%y))

1=0

su visais k,l =1, m.

Vis délto, Sios disertacijos tikslas yra tirti uzdavinius, kurie
neturi vienintelio sprendinio, taigi ir Gryno funkcijos. Todél (11)
sistema yra sprendziama maziausiy kvadraty prasme ir nagriné-

jama minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinio

1
u’=Lb= / G (z,y)f(y)dy + Gvdt + .+ gpvd™,
0

israiska. Cia GI = (Gg’kl(:c,y)), k,l = 1,m, yra (11) uzda-
vinio apibendrintoji Gryno matrica, o funkcijos v9!, ... v9™ —
apibendrintoji biortogonalioji fundamentalioji sistema.

21 isvada. (Corollary 5.19) (11) sistemos minimalios normos

maziausiy kvadraty sprendinys yra lygus

u’ = u’—Pypyu+(g1—(L1, u)) oI 4. A (g — (L, ul))v9™.

Sia formule visuomet galima pasinaudoti, nes Kosi uzdavinys
((11) sistema su salygomis u*(0) = 0, k = 1,m) visuomet turi
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vienintelj sprendinj u¢. Kosi uzdaviniui visada egzistuoja ir Gry-
no matrica G°(z,y). Todél apibendrintaja Gryno matrica galima
analogiskai aprasyti.

22 lema. (Lemma 5.21) (11) uZdavinio apibendrintoji Gryno

matrica yra lygi
m

GY(z,y) = G“(x,y) — Pnp)G(z,y) — > v"*(x)(Ly, G°(-,y)).
k=1
Panasus sarysiai galioja dviem (3) sistemom.

23 teorema. (Theorem 5.18) Jeigu uidavinys Lu = f, (Ly, u) =
9k, k = 1,m, turi vienintelj sprending w, tuomet (11) uzZdavinio
minitmalios normos maziausiy kvadraty sprendnys yra aprasomas
lygybe m
u’ =u—Pygyu+ Y (g — (Lp,u)v?".
k=1
Apibendrintajai Gryno matricai galioja analogiskas teiginys.

24 teorema. (Theorem 5.23) Jeigu uidavinys Lu = f, (Ly, u) =
Ik, k =1, m, turi Gryno matricg G(z,y), tuomet (11) uzdavinio
apibendrintoji Gryno matrica yra lygi

GY(a,y) = G(r,y) — Py ngk (L, G(-,y)

su visais x € [0, 1] ir beveik visais y € [0, 1].

Si teorema yra pritaikoma (11) sistemai su nelokaliosiomis
krastinémis salygomis (Ly,u) := (kg, u) — v (2g, u) = gg, k =
1,m. Cia funkcionalai kj apraso klasikines, s, — pilnai neloka-
ligsias salygy dalis. Kai klaskinis uzdavinys (visi 7, = 0 (11)
uzdavinyje) turi Gryno matrica G, tuomet gauname dar viena
apibendrintosios Gryno matricos formule.

25 lema. (Lemma 5.24) (11) uZdavinio su nelokaliosiomis kras-

tinémis sqglygomis apibendrintoji Gryno matrica turi pavidalg
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Gg(l‘, y) = GCI(‘/L" y)_PN(L)GCI(xv y)+z ’kag’k(l‘) <%ka GC]('? y)>
k=1

su visais x € [0, 1] ir beveik visais y € [0, 1].
3.6 Pirmosios eilés diskreciyjy lygciy sistemos su
nelokaliosiomis sglygomis

Sestajame skyriuje nagrinéjamos pirmosios eilés diskre¢iyjy

lygciy sistemos su nelokaliosiomis sallygomis

(LUK —uz+1 Zakll frie X,

Z Lk)lv = Gk, k= 17m7 (12>

kurios patelk1amos trumpesne forma LU = F, (L, U) = g,
k = I,m. Cia funkcijos U = (u',...,u™)" € F™(X,), F =
(fY . fm™mT € F'(X,1), a® € F(Xu_1), gr € Cir Ly €
F*(X,).

Sis uzdavinys tiriamas jj perrasius ekvivalenéia matricine for-
ma AU = B. Gaunamas vaizdo R(A) pavidalas (Lemma 6.1),
pateikta jungtinio uzdavinio nuliy aibé (Corollary 6.2) bei sufor-
muluojamos iSsprendziamumo salygos (Corollary 6.3).

Visi gauti rezultatai savo forma primena ankstesniuose diser-
tacijos skyriuose aptartus rezultatus tiek tuo atveju, kai (12) uz-
davinys turi vienintelj sprendinj ar jo neturi. Pavyzdziui, ge-
riausias apytikslis sprendinys U° = AT B visada gali buti rastas
panaudojus Kosi uzdavinio ((12) sistema su salygomis uf = 0,

k = 1,m) vienintelj sprendinj U€, nes Sis visuomet egzistuoja.

26 isvada. (Corollary 6.12) (12) sistemos geriausias apytikslis
sprendinys yra lygus
m
U°=U°—PyayU+ > (gc — (L, U))VIF.
k=1
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Cia VI*, k =1, m, yra (12) uidavinio apibendrintoji biortogo-

nalioji fundamentalioji sistema.
Dabar pateiksime sios formulés apibendrinima.

27 teorema. (Theorem 6.11) Jeigu uidavinys LU = F, (L;, U)
Ik, k = 1,m, turi vienintely sprending U, tuomet (12) uzdavinio
geriausias apytikslis sprendinys yra aprasomas lygybe

m
U°=U—-PyayU+ ) (gr— (L, U))VI*,
k=1
Minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinj taip pat ga-
lima uzrasyti pavidalu U° = GIF + g1 V9! + ... + g, V9™ nau-
dojant apibendrintojo atvirkstinio operatoriaus isdestyma AT =

(G9, V9L ..., V9™ arba diskrecigja forma
n—1 m
Kl Tk, k
Z G f) + giv? A gmod"
7=0 1=1

su visais k = I,m ir i € X,,. Cia esantis diskretusis branduo-
lys GY = (G%ﬁkl) € Fm*m(X,, x X,,_1) yra vadinamas apibend-
rintgja diskrecigja Gryno matrica, diskre¢iosios funkcijos V9! =
(vf’l;k) € F™(X,) — apibendrintgja diskrecigja fundamentaligja
sistema. Kai diskretusis uzdavinys turi vienintelj sprendinj U, tai
jis sutampa su minimalios normos maziausiy kvadraty sprendiniu
U?, o diskrecioji Gryno matrica G = (ijl) € F™ (X, x Xp—1)
su apibendrintgja diskreciaja Gryno matrica GY = (Gf]ikl). Be
to, yra teisingas toks tvirtinimas.

28 lema. (Lemma 6.15) (12) uZdavinio apibendrintoji diskrecioji

matrica yra lygi

, o\ Kl
ngfkl =G - (Pn(a)G )ij -

ij

vf’g’k <Lg, G >

Ms

~
I

1

su visais 1 € Xp, 7 € Xp—1 rk,l =1,m.
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Lemoje pasinaudota Kosi uzdavinio diskrecioji Gryno matrica
c,k,‘l v “ e . . . . v .
G° = (Gij ), kuri Siam uzdaviniui visuomet egzistuoja. IS tiesy,
Sios lemos tvirtinima galima apibendrinti.
29 teorema. (Theorem 6.16) Jeigu uidavinys LU = F, (L;, U)
9k, k =1, m, turi diskrecigjq Gryno matricg G, tuomet (12) uz-

davinio apibendrintoji diskrecioji matrica yra aprasoma lygybe

Kl kl < Lk .
GIM = GH — (Pya)G)ys — Y oMLy, G
=1

Sia teorema galima pritaikyti (12) uzdaviniui su nelokaliosio-
mis krastinémis salygomis (L, u) := (kg, w) — Y, (5, u) = gg,
k=1m.

30 iSvada. (Corollary 6.17) Tegu (12) klasikinis uzdavinys (visi
vk = 0) turi diskrecigja Gryno matricg G. Tuomet nelokalio-
jo krastinio uzdavinio (v, € R) apibendrintoji diksrecioji Gryno
matrica yra lygi

m
gkl ~cLkl o1\ Kl 9,0k cl,
Gij = Gz’j - (PN(A)G )ij +Zvi 7@<%@,G.j ).
/=1
Galiausiai suformuluojamas rezultatas apie diskreciojo mini-

malios normos maziausiy kvadraty sprendinio konvergavima.

30 teorema. (Theorem 6.19) Tegu galioja aproksimacijos
A(mu) = woLu + O(hY),
Pyay(miu) = w1 Pypyu + O(h%),
PprayB = mPpri)f +O(h%)

su kokiu nors o > 0. Jeigu sup,cy ||AT|| < +oo, tuomet dis-
kretusis minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinys U°
konverguoja j (11) diferencialinio uzdavinio minimalios normos
maZiausiy kvadraty sprending u® € (Hl[O, 1])m, t.y.,

F—uoF(x;)] =0, kai n — oo.

max |(u?);

z; €@, k=I,m
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Sioje teoremoje yra naudojamas projektavimo operatorius 71,
kuris diskretizuoja funkcija u € (H'[0,1])™ pataskiui tinklo @”
taskuose, biitent, mju = (u¥(x;)) € R™* (1), Kito projektavi-
mo operatoriaus 7y forma néra svarbi.

4 Metodai

Disertacijoje buvo naudojami populiarus tiesinés algebros bei
funkcinés analizés metodai (pvz., Ryso teorema apie tiesinio to-
lydaus funkcionalo israiska Hilberto ervése ar Sobolevo jdéjimo
teoremos), taip pat metodai i$ diferencialiniy lygéiu teorijos ir op-
timizavimo uzdaviniy sprendimo (pvz., apibendrintojo atvirksti-
nio operatoriaus, zinomo Moore ir Penrose vardu, taikymai opti-
maliems sprendiniams apraSyti). Be to, jprastu ir apibendrintuo-
ju atvirkstiniais operatoriais buvo iSreiskiami jvairts sprendiniai
siekiant tirti sprendiniy savybes, panaudojant atvirkstiniy opera-
toriy savybes. Pabrésime Gryno funkcijos metoda, kurio pagalba
buvo gautas apibendrintosios Gryno funkcijos pavidalas. Kons-
tanty variavimo metodas buvo taikomas SeStajame disertacijos
skyriuje nagrinéjant diskreciasias sistemas. Jis padéjo gauti dis-
kreciosios Gryno matricos israiska.

Pagrindinis démesys siame darbe buvo skiriamas Moore ir
Penrose atvirkstiniam operatoriui, kuris apraso minimalios nor-
mos maziausiy kvadrty sprendinj analogisku budu, kaip kad jpras-
tas atvirkstinis operatorius apraso vienintelj tiksly sprendinj.

5 Aktualumas ir naujumas

Kadangi Moore ir Penrose atvirkstinis operatorius turi dau-
gybe taikymy ir yra itin placiai nagrinéjamas mokslinéje lite-
raturoje [1, Ben-Israel and Greville 2003], todél kai kurie Sioje
disertacijoje gauti rezultatai yra giminingi kity autoriy gautiems
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rezultatams (pavyzdziui, [2, Boichuk and Samoilenko 2004]). Vis
délto, dauguma Sioje disertacijoje gauty rezultaty yra origina-
lus ir néra kity autoriy publikuoti. Pateikta informacija yra ak-
tuali fizikoje, mechanikoje, biologijoje, ekonomikoje ir kitose ne
tik teorinése, bet ypac taikomosiose mokslo Sakose, kuriose ko-
ne neisvengiamai tenka susidurti su realaus gyvenimo situacijas
modeliuojancio uzdavinio geriausiu apytiksliu sprendiniu.
Gautos iSsprendziamumo salygos gali atsakyti, ar gautasis
minimalios normos maziausiy kvadrtaty sprendinys yra tikslus
sprendinys ar ne. Be to, Sioje disertacijoje praktiskai visi rezul-
tatai yra tiriami lygiagreciai diferencialiniams ir diskretiems uz-
daviniams. Cia gautos israiskos ir savybés yra pateiktos patogia
palyginimui forma, kai uzdavinys turi vienintelj sprendinj ir jo ne-
turi. Akcentuojame, kad gauta informacija gali buti panaudota,
kaip pagrindas gilesniam diskrec¢iojo minimalios normos maziau-
siy kvadraty sprendinio konvergavimo tyrimui j diferencialinio
uzdavinio minimalios normos maziausiy kvadraty sprendinj (kas
atrodo iki siol sistemingai dar nenagrinéta). Isreikstinés apibend-
rintosios Gryno funkcijos iSraiskos gali buti naudojamos silpnai

netiesiniams uzdaviniams spresti ar tirti sprendiniy egzistavima.

6 Rezultaty sklaida

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti 14 moksliniy konfe-
rencijy, tarp ju pusé tarptautinés konferencijos:

1) MMA2013 (Mathematical Modelling and Analysis, 2013
metai), Tartu, Estija, geguzés 27-30, 2013, “Generalized
Green’s functions for discrete boundary value problems”;

2) MMA2014, Druskininkai, Lietuva, geguzés 26-29, 2014, “Or-
dinary and generalized Green’s functions for discrete non-
local problems”;
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3) MMA2015, Sigulda, Latvija, geguzés 26-29, 2015, “Gene-
ralized Greens functions for m-th order discrete nonlocal
problems”;

4) MMA2016, Tartu, Estija, birzelio 1-4, 2016, “Generalized
Green's functions to the differential nonlocal problems”;

5) NUMTA2016 (Numerical Computations: Theory and Al-
gorithms, 2016 metai), Pizzo Calabro, Italija, birzelio 1925,
2016, “The minimum norm least squares solution to the
discrete nonlocal problems”;

6) MMA2017, Druskininkai, Lietuva, geguzés 30-birzelio 2,
2017, “Green’s matrices for first order differential systems
with nonlocal conditions”;

7) MMA2018, Sigulda, Latvija, geguzés 29-birzelio 1, 2018,
“The minimum norm least squares solution to differential
nonlocal problems”.

Kiti rezultatai buvo pristatyti Lietuvos matematikos draugi-
jos organizuojamose konferencijose (LMD):

8) LMD, Klaipéda, Lietuva, birzelio 11-12, 2012, “Generalized
Green’s functions for second order discrete problem with
nonlocal conditions”;

9) LMD, Vilnius, Lietuva, birzelio 19-20, 2013, “Investigation
of matrix nullity for the second order discrete problem with
nonlocal conditions”;

10) LMD, Vilnius, Lietuva, birzelio 2627, 2014, “General clas-
sification of the nullity for the second order discrete prob-
lems with nonlocal conditions”;

11) LMD, Kaunas, Lietuva, birzelio 16-17, 2015, “Nullity for
the second order discrete problem with nonlocal multipoint
boundary conditions”;

12) LMD, Vilnius, Lietuva, birzelio 2021, 2016, “Nullspace of

the m-th order discrete problem with nonlocal conditions”;
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13) LMD, Vilnius, Lietuva, birzelio 21-22, 2017, “On the con-
vergence of the minimizer for second order discrete nonlocal

problems”;
14) LMD, Kaunas, Lietuva, birzelio 18-19, 2018, “Green’s Mat-
rices for Differential Systems with Nonlocal Conditions”.

7 Publikacijy sarasas

Mokslinio tyrimo rezultatai disertacijos tema yra publikuoti
11 darby, tarp kuriy 5 yra Clarivate Analytics duomeny bazés
Web of Science sarase. 4 straipsniai yra publikuoti zurnaluose su

citavimo indeksu:

1) G. Paukstaité, A. Stikonas, Generalized Green’s functions
for the second-order discrete problems with nonlocal condi-
tions, Lith. Math. J., 54(2): 203-219, 2014,
https://doi.org/10.1007/s10986-014-9238-8

2) G.Paukstaite, A. Stikonas, “Ordinary and generalized Green’s
functions for the second order discrete nonlocal problems”,
Bound. Value Probl., 2015:207, 1-19, 2015,
https://doi.org/10.1186/s13661-015-0474-6

3) G. Paukstaite, A. Stikonas, “Green’s Matrices for First Or-
der Differential Systems with Nonlocal Conditions”, Math.
Model. Anal., 22(2): 213-227, 2017,
https://doi.org/10.3846/13926292.2017.1291456

4) G. Paukstaite, A. Stikonas, Generalized Green'‘s functions
for mth-order discrete monlocal problems, Lith. Math. J.,
57(1):109-127, 2017,
https://doi.org/10.1007/s10986-017-9346-3

Vienas darbas pasirodé tarptautinés konferencijos “Numerical
Computations: Theory and Algorithms” (NUMTA2016) leidiny-

je:
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5) A. Stikonas, G. Paukstaité, The minimum norm least squ-

ares solution to the discrete nonlocal problems, ATP Conf.
Proc. 1776, 090039 (2016),
https://doi.org/10.1063,/1.4965403

Toliau pateikti darbai pasirodé referuojamame leidinyje “Proce-

edings of the Lithuanian Mathematical Society” (Lietuvos mate-

matikos draugijois konferencijos darbai):

6) G. Paukstaite, A. Stikonas, Generalized Green’s functions

10)

11)

for second-order discrete boundary-value problems with non-
local boundary conditions, Liet. matem. rink. Proc. LMS,
Ser. A, 53: 96-101, 2012.

G. Paukstaité, A. Stikonas, Investigation of matriz nullity
for the second order discrete nonlocal boundary value prob-
lem, Liet. matem. rink. Proc. LMS, Ser. A, 54: 49-54,
2013.

G. Paukstaite, A. Stikonas, Classification of the nullity for
the second order discrete nonlocal problems, Liet. matem.
rink. Proc. LMS, Ser. A, 55: 40-45, 2014.

G. Paukstaite, A. Stikonas, Nullity of the second order disc-
rete problem with nonlocal multipoint boundary conditions,
Liet. matem. rink. Proc. LMS, Ser A, 56: 72-76, 2015.
G. Paukstaite, A. Stikonas, Nullspace of the m-th order
discrete problem with nonlocal conditions, Liet. matem.
rink. Proc. LMS, Ser A, 57: 59-64, 2016.

G. Paukstaite, A. Stikonas, The minimizer for the second
order differential problem with one nonlocal condition, Liet.
matem. rink. Proc. LMS, Ser A, 58: 28-33, 2017.
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8 ISvados
Pagrindinés Sios disertacijos iSvados yra tokios:

1) Nagrinéti uzdaviniai visuomet turi apibendrintaji atvirks-
tinj operatoriy, apibendrintaja Gryno funkcija/matrica ir
vienintelj minimalios normos maziausiy kvadrty sprendinj.

2) Kai A # 0, Moore ir Penrose atvirkstinis operatorius su-
tampa su jprastu atvirkstiniu operatoriumi, minimalios nor-
mos maziausiy kvadraty sprendinys sutampa su vieninteliu
tiksliu sprendiniu, apibendrintoji Gryno funkcija/matrica
sutampa su jprasta Gryno funkcija/matrica, o apibendrin-
toji fundamentalioji sistema su jprasta fundamentaligja sis-
tema.

3) Visais atvejais, minimalios normos maziausiy kvadraty spren-
dinys yra paraidziui panasiai uzraSomas kaip vienintelis
sprendinys: jis gali buti isreikStas panaudojant Kosi uzda-
vinio ar kito giminingo uzdavinio (ta pati lygtis bet kitos
nelokaliosios salygos) vienintelj sprendinj.

4) Apibendrintoji Gryno funkcija irgi yra paraidziui panasiai
iSreiskiama kaip jprasta Gryno funkcija: ji gali buti uzrasy-
ta panaudojant Kosi uzdavinio ar kito giminingo uzdavinio
(ta pati lygtis bet kitos nelokaliosios salygos) iprasta Gry-
no funkcija. Apibendrintosioms Gryno matricoms galioja
analogiska iSvada.

5) Gautos diskre¢iojo minimalios normos maziausiy kvadra-
ty sprendinio savybés sutampa su atitinkamomis diferen-
cialinio uzdavinio minimalios normos maziausiy kvadraty
sprendinio savybémis.

6) Galiojant konkrecioms salygoms (Theorems 3.33, 4.32 and
6.19), diskretus minimalios normos maziausiy kvadraty spren-
dinys konverguoja j diferencialinio uzdavinio minimalios nor-
mos maziausiy kvadraty sprendinj.
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9 Summary

In this thesis, we investigate linear differential and discrete
problems with nonlocal conditions of a one variable. Since many
mathematical problems, modelling processes and phenomena of
the real life or taken for theoretical purposes only, do not have
unique solutions, we consider problems in the least squares sen-
se, where the existence of a unique best approrimate solution is
possible [1, Ben-Israel and Greville 2003]. This function is often
called a minimum norm least squares solution and nowadays is
one of the most popular objects of investigation.

Our aim is to describe the best approximate solution in a
form related to the classical representation of the unique solu-
tion. Here the essential role is played by the concept of a Green’s
function. Indeed, if we know a Green’s function, then a problem is
considered as formally solved [3, Cabada 2014], [5, Roman 2011].
Thus, developing this analogy to a unique best approximate solu-
tion, we focus our study on a generalized Green’s function, which
describes a minimum norm least squares solution and extends
the classical meaning of an ordinary Green’s function.

In this thesis, we derived various expressions of the minimum
norm least squares solution using the unique solution of other
relative problem (the same equation but different nonlocal con-
ditions). Smoothness properties of this minimizer were studied
as well. We also obtained descriptions of a generalized Green’s
function via ordinary Green’s functions of other relative prob-
lems, for instance, the Cauchy problem. For discrete problems,
there are additionally studied questions of the convergence and
formulated sufficient convergence conditions of discrete minimi-
zer to the minimum norm least squares solution of a differential
problem.

Moreover, we derived conditions those answer if the minimizer

31



is the exact solution or the approximate solution. The nullspace
for the adjoint problem is found and the range representation is
given. All chapters are illustrated by examples.

Let us note that obtained results have literally identical rep-
resentations to corresponding features of other chapters. The
information of this thesis seems to be the profitable background
for more systematic studies of minimum norm least squares so-

lutions and more detailed convergence analysis.
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