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1 Tyrimo objektas ir aktualumas

Tarkime, kad {X;, Xs,...,X,} yra realieji sunkiauodegiai atsitiktiniai dydziai
(a.d.), vadinami pagrindiniais kintamaisiais, o {61,6s,...,60,} yra neneigiami ir
neissigime nulyje a.d., vadinami atsitiktiniais svoriais. A.d. {X, Xs,..., X} ir
{61,04,...,0,} yra apibrézti tikimybinéje erdvéje (€2, F,P). Atsitiktiné svertine

suma

SIX =3 "0,X; (1.1)
=1

yra pagrindinis tyrimo objektas.

Tokios atsitiktinés svertinés sumos daznai sutinkamos sprendziant praktinius
aktuarinius ir finansinius uzdavinius. Pavyzdziui, diskretaus laiko rizikos mode-
lyje realusis a.d. Xy, k € {1,2,...,n}, gali buti interpretuojamas kaip draudimo
bendrovés grynasis nuostolis per k-aji laikotarpj, o atsitiktinis svoris 0, k €
{1,2,...,n}, gali buti suprantamas kaip atsitiktinis diskonto faktorius per pir-
muosius & laikotarpiy. Siuo atveju suma S%X yra draudimo bendrovés bendro
grynojo nuostolio, patirto per pirmuosius n laikotarpiy, dabartiné verté.

Kita sumos (1.1) interpretacija susijusi su investicinio portfelio konstravimu.
Tarkime, kad investicinis portfelis susideda i$ n priklausomy rizikos Saltiniy (ver-
tybiniy popieriy, rizikos faktoriy, verslo sri¢iy ar kt.) su nuostoliais X}, ir svoriais
Or, k € {1,2,...,n}, per tam tikra laikotarpj ateityje. Jei portfelis yra aktyviai
valdomas, svoriai ateityje ir ju priklausomybeés struktira yra neZinoma. Siuo
atveju suma (1.1) gali buti naudojama modeliuojant galimus bendrus portfelio
nuostolius ateityje.

Suma (1.1) pastaruoju metu buvo placdiai nagrinéjama literaturoje. Daugu-
moje darby nagrinéjamas uodegos tikimybés P(S%X > z) asimptotinis elgesys.
Tang ir Tsitsiashvili [17] jrodé, kad nepriklausomiems vienodai pasiskirs¢iusiems
pagal subeksponentinj skirstinj (zr. apibrézima 5.2) atsitiktiniams dydziams
{X1,Xo,..., X, } ir atsitiktiniams svoriams {6,6s,...,0,} (nepriklausomiems
nuo {X1, Xs,..., X, }), igyjantiems reikSmes intervale [a,b], 0 < a < b < o0,
galioja asimptotines lygybés

IP( max S~ > 3:) ~ PS> z) ~ ]P’( max 0y Xy > x) ~ E P(0p Xy > x).
T—00
k=1

1<k<n T—00 1<k<n T—00



Véliau buvo pradétas nagrinéti salyginio uodegos vidurkio E(S?X[S%X > z) ir
su juo susijusiy dydziy ]ESfLX]I{ng>x}, EO, X Migox 0, [ €{1,2,...,n}, asimpto-
tinis elgesys kai x — oo, siekiant iSvesti asimptotines rizikos kapitalo paskirstymo
formules rizika matuojant salyginiu uodegos vidurkiu (angl. Conditional Tail Ez-
pectation (CTE)). Prisiminkime, kad, jei SZ := Y7 | Z;, tuomet su pasikliovimo
lygmeniu ¢ bendras rizikos kapitalo dydis yra

CTE,(S?) =E(S7 | S? > VaR,(57)),

o rizikos kapitalo dalis, skirta rizikai [ € {1,...,n}, remiantis Eulerio principu

(zr., pvz., [6] arba 6.3.2 skyriy Saltinyje [16]) yra
ACy (57) =B (17 > VaR, (57)).

Cia VaR,(Z) = F,'(q).

Asimptotinis Siy rizikos maty elgesys, kai ¢ T 1, gali padéti suprasti ribines
bendros rizikos ir jos sudedamyjy daliy savybes. [vairios pristatyty maty savybés
pateikiamos Saltiniuose [1], [2], [4], [6], [10], [15], [16] ir juose esanc¢iose nuorodose.
Detalig asimptotinio VaR ir CTE sarysio analize sunkiauodegiy skirstiniy atveju
galima rasti, pvz., straipsniuose Fougere ir Mercadier [7], Joe and Lei [9] bei Li ir
Zhu [13].

Musy ziniomis, pirmosios asimptotinés rizikos kapitalo paskistymo formulés
buvo publikuotos straipsnyje Tang ir Yuan [18], kuriame buvo nagrinéti realus
nepriklausomi pagrindiniai kintamieji su reguliariai kintanciais skirstiniais (7r.
apibrézima 5.4). Veliau asimptotiniai rezultatai tiek uodegos tikimybei, tiek
uodegos vidurkiui, buvo i$ dalies apibendrinti neneigiamiems pagrindiniams kin-
tamiesiems arba realiems pagrindiniams kintamiesiems su tam tikromis asimp-
totinés nepriklausomybeés prielaidomis. Realiems pagrindiniams kintamiesiems su
asimptotine priklausomybe tik asimptitiné uodegos tikimybeé, musy Ziniomis, buvo

nagrinéta straipsnyje Kortschak ir Albrecher [11].

2 Tyrimo tikslas

Disertacijos tikslas yra papildyti nagrinéjamos temos rezultaty aibe realiems atsi-
tiktiniams dydziams su skirtingomis priklausomybeés strukturomis jvairiose sunki-

auodegiy skirstiniy klasese.



3 Tyrimo metodai

Disertacijoje naudojami tikimybiy teorijos, integraly skaic¢iavimo ir maty konver-
gavimo metodai. Kompiuteriniai skai¢iavimai ir simuliacijos atliktos naudojant

programinj paketa MATLAB.

4 Naujumas

Visi rezultatai pateikti 6-ame skyriuje yra nauji.

5 Apibrézimai

Funkcijoms f ir g Zymésime:

f@) ~ g(z), jei lim f(z)/g(x) =1;

flx) = g(x), jei lim sup f(x)/g(z) < 1;

Fla) = 0 (gl@), jei lim f(@)/g(x) = 0

f(z) = O(g(x)), jei limsup f(z)/g(x) < oo;

flx) < g(x), jei 0 < lirggf% < liirisogp % < 0.

Toliau pateikiami darbe naudojamy savoky apibrézimai.

Apibrézimas 5.1. Realaus kintamojo pasiskirstymo funkcija (p.f.) F =1—F

vadinama sunkiauodege (F € K), jei [[° e=*dF(x) = co wvisiems ¢ > 0.

Apibrézimas 5.2. Realaus kintamojo p.f. F priklauso subeksponentiniy skirs-
tiniy klasei (F € S), jeigu jos teigiama dalis F*(x) = F(x)jo ) (x) tenkina
sqrysi: lim (F* « FH(z))/F*(x) = 2.

T—>00

Apibrézimas 5.3. Realaus kintamojo p.f. F priklauso ilgauodegivy skirstiniy
Klasei (F € L), jei lim F(x +y)/F(x) =1 kiekvienam fiksuotam y € R.
T—00

Apibrézimas 5.4. Realaus kintamojo p.f. F priklauso dominuojamai kin-
tanciy skirstiniy klasei (F € D), jei kiekvienam fiksuotam 0 < y < 1
limsup F'(xy)/F(x) < oo.

T—00



Kiekviena p.f. F € D gali buti charakterizuojama virsutiniu Matuszewska

indeksu

MF:inf{—

y>1

F
log lim inf _(xy)} = — lim
logy z—o0 () y—oo logy

log (lim inf ]i(xy)) .

Yra zinoma, kad F' € D tada ir tik tada, kai 0 < Mg < oo (7r., pvz., Saltinius [3]

arba [5]). Kitas svarbus indeksas, pristatytas straipnyje Yang ir Wang [20], yra

F
Ly = limliminf 2. (5.1)
w1l z—o0  F(x)

Is pateikty apibrézimy isplaukia, kad F' € D tada ir tik tada, kai Ly > 0. Be to,

o Flay) 1
lim lim sup — = —.
¥l 2500 F(l‘) LF

Apibrézimas 5.5. Realaus kintamojo p.f. F priklauso reguliariai kintanciy skirs-
tiniy klasei su indeksu —a kokiam nors a > 0 (F € R_,), jei kiekvienam y > 0,
lim F(xy)/F(z) =y~

T—00

ApibréZzimas 5.6. A.d. & ir & sup.f. Fe ir Fe, vadinami asimptotiskai neprik-

lausomais (AI), jei

limP(Fe () > | Ful€) > 0) = ImP(Fa (@) <1-q| Fal&) > )

qtl
- lqi%lP(F&(@) >q | F€1 (51) > Q)
= lqigl]p(Féz(éﬁ<1_q‘F£1<£1)>Q) =0.

ApibréZzimas 5.7. A.d. & ir & su p.f. Fg ir Fe, vadinami kvazi-asimptotiskai
nepriklausomais (QAI), jei

P& > 2,85 > ) P& > 2,8 > ) P& > 2,80 > )
lim — = = lim — = = lim — = =
oo F§1<x) + ng(l‘) Troo Fﬁl(x) + Ffz(x) Troo F§1 ([L’) + F§2(‘T)

Apibrézimas 5.8. A.d. & ir & su p.f. Fg ir Fe, vadinami stipriai kvazi-
asimptotiskai nepriklausomais (SQAI), jei

lim P& >z|&>y) = lim P& >2|& > )

min{z,y}—o0 min{z,y}—o00

= lim  P(& >z]& >y)

min{z,y}—o0

= lim P& >z|& >y) =0.

min{z,y}—o00

[vairias priklausomybés struktury QAI ir SQAI savybes galima rasti, pvz.,
straipsniuose [8, 12, 14, 19].



Apibrézimas 5.9. Tarkime, kad § yea realusis a.d. su p.f. Fe, on yra neneigia-
mas a.d. su p.f. F,. Sakome, kad atsitiktinis vektorius (§,m) yra pasiskirstes

pagal dvimaty Sarmanovo skirsting (rasome (§,m) € S(r,¢,v)), jei

P((€.n) € B) = / / (1 + ro(e)(y)) dF(z) dFy (y) (5.2)

kiekvienai Borelio aibei B C R x [0,00). Cia v yra reali konstanta, o ¢ : R — R,

¥ [0,00) = R yra macios funkcijos, tenkinancios sqlygas:

« Ep(§) =E4(n) =0;
e 14+ rp(x)Y(y) = 0 visiems
re€De = {reR:P(e(x—6x+0)) >0 visiems 6 >0},

yeD, = {ye€l0,00):P(ne(y—0dy+9)) >0 visiems 6 > 0}.

Atsitiktinis vektorius (§,n) yra pasiskirstes pagal dvimatj Sarmanovo skirsting

S*(r,p, 1), jei tenkinama papildoma sqlyga

liminf inf (1 + > 0. 53
1%%11%? Z/1€nD71< rw(m)w(y)) ( )

6 Pagrindiniai rezultatai

Pirmos dvi Sio skyriaus teoremos nagrinéja atvejj, kai atsitiktiniai vektoriai
{(X1,61),(X2,6s)...,(Xn,0,)} yranepriklausomi, o a.d. X ir 0 (k=1,2,...,n)

tenkina zemiau aprasSyta priklausomybeés struktura.

Prielaida 6.1. Kiekvienam k = 1,2,...,n egzistuoja mati funkcija hy: [0,00) —
(0,00), tokia, kad P(Xy > |0, = t) o~ Fr(x)hg(t) tolygiai visiems t > 0, kai
T — 00, t.y.,

N R

Kait yra negalima 0y, reiksmé, sqlyginé tikimybé P(Xy > x| 0 = t) yra suprantama

kaip besglyginé ir tokiam t hi(t) = 1.

Teorema 6.1. Tarkime, kad {X1,Xso,...,X,} yra realus a.d., kuriy p.f.
{F\,Fy,...,F,} turi begalines deSines wodegas, o svoriai {61,0s,...,0,} yra

neneigiami ir neissigime nulyje a.d.. Taip pat tarkime, kad vektoriai

5



{(X1,01), (X2,602),...,(Xn,0,)} yra nepriklausomi ir tenkina prielaidg 6.1. Be to,
visiems k € {1,2,...,n} tarkime, kad F}, € LND ir max {E6}* hy(0x), EO;*} < oo

kuriam nors p, > Mg, . Tuomet
E 6, XM gox~ 4y ol E0,X1L0,x,>2)

visiems | € {1,2,...,n} su sqlyga, kad Fy(z) = O(F(z)) visiems k €
{1,2,...,n}.

Kitam rezultatui priklausomybeés struktura tarp a.d. Xy ir 0y, k € {1,2,...,n},

susiaurinsime iki dvimacio Sarmanovo skirstinio.

Teorema 6.2. Tegul { X1, Xo, ..., Xy} yra realus a.d., kuriy p.f. {Fy, Fs, ..., F,}
turi begalines desines uodegas, ir tequl {01,0s, . .., 0,} yra neneigiami ir neissigime
nulyje a.d.. Be to, tegul vektoriai {(X1,61),(Xo,02),...,(X,,0,)} yra nepriklau-
somi ir kiekvienam k € {1,2,...,n} atsitiktinis vektorius (X, 0x) yra pasiskirstes

pagal dvimaty Sarmanovo skirsting S*(rx, pr, ¥x). Papildomai tarkime, kad:

o egzistuoja p.f. F € R_,, a > 1, ir teigiamos konstantos cy, ..., ¢, tokios,

kad Fi(z) ~ cF(z) kiekvienam k = 1,2, ...,n;
T—r00

e max K6} < oo kuriam nors p > «a;
1<k<n

e kiekvienam k € {1,2,...,n} funkcija ¢y yra tolygiai tolydi ir egzistuoja dj, <
00, toks, kad lim ¢ (x) = dy.

T—r00
Tuomet, kiekvienam | € {1,2,...,n}

(0 cn

E(6,X,|S°% > VaR, (57%)) ~ _ VaR,(Z),
( ' ) a— L (3 am) '

dia VaR,(Z) = F~'(q) su pasikliovimo lygmeniv q € (0,1), o 7, = EOY +
rrdi E g (0r) 0F visiems k € {1,2,...,n}.

Toliau laikysime, kad pagrindiniai kintamieji yra priklausomi su QAI arba
SQALI prielaidomis, ir gausime asimptotinius rézius uodegos tikimybei ir uodegos

vidurkiui dominuojamai kintanciy skirstiniy klaséje.

Teorema 6.3. Tegul {X1,Xs,..., X} yra poromis QAI realus a.d. su p.f.
{F\,Fy,...,F,}, tokiomis, kad F;, € D wisiems i € {1,2,...,n}. Tequl

6



{01,05,...,0,} yra laisvai priklausomi, neneigiami ir neissigime nulyje a.d.. Jei
vektoriai { X1, Xa, ..., Xp} ir{61,0a,...,0,} yra nepriklausoms ir max, <x<, {E60} }

yra baigtinis kuriam nors p > maxicr<n {Mp, }, tuomet

LYY P(0iXp >2) S PSP >2) LLX > P(0:Xy > 1),

k—1 T—00 z—o0 Hn T

Ve X _ .
¢ia LY =min{Lp, Lg,,...,Lg,}.

Teorema 6.4. Tequl galioja visos teoremos 6.3 sqlygos ir a.d. {X1, Xs,..., X, }
yra poromis SQAL Jei P (6;.X), > z) = O(P (6, X, > x)) visiems k € {1,2,...,n}

ir kuriam nors 1 € {1,2,...,n} su sqlyga EO;| X;| < oo, tuomet

~Y ~Y
T—00 r—o0 LF)

1
LFl]E(Qle]I{ngZN}) < E(GZXZI[{ng>m}) S L_E(GleH{Ble>m})u

i

n

1 n
LfZE(Qka]I{ekpr}) S E(SﬁXﬂ{ng>x}) S v ZE(Gka]I{eka>x})7

~ X
1 T—00 T—00 Ln 1

jei E01| X < o0 ir P(0p Xy > 2) < P (01X, > x) visiems k € {1,2,...,n}.

T—00

Teiginys 6.1 tiesiogiai iSplaukia i§ Teoremy 6.3 ir 6.4.

Teiginys 6.1. Tegul {X1, Xo,...,X,} yra poromis SQAI realus a.d. su p.f.
{F, Fy,...,F,}, tokiomis, kad F; € D wisiems i € {1,2,...,n}. Tegul
{61,04,...,0,} yra laisvai priklausomi, neneigiami ir neissigime nulyje a.d., tokie,
kad max; <<, EO}, < oo kuriam nors p > maxi<r<n{Mp, }.

(i) Jei vektoriai {Xy, Xo,..., X} ir {01,605,...,0,} yra nepriklausomi ir
PO X, > z) = O(IP’(@ZXl > :v)) visiems k € {1,2,...,n} ir kuriam nors
le€{1,2,...,n} su sqglyga EO;| X;| < oo, tuomet

X LrE(0,:Xi 19, x,50})

n

< BOxs™ > 0) < L E0X o)

n ~ _X n :
S PO > 1) T 2o LSS PO, > 1)
k=1 k=1

(ii) Jei vektoriai {Xy,Xa, ..., Xpn} ir {01,04,...,0,} yra nepriklausomi,

7



E0|X1| < 00 ir P(0p Xy > x) < P(61 Xy > x) visiems k € {1,2,...,n}, tuomet

T—00

Y E (Qka H{Gka>x}>

2
k=1
B >0 5 (gx) E

k=1

1 2

LX) i<k<n
> B (0 X0, x,50))
2 (L)
FTroo ; P(0r Xy > x)
> (LX)? min E(0, X400 X5 > ).

1<k<n

E(S0¥]59% > 1)

Paskutinéje teoremoje laikysime, kad #; = --- = 6, = 1 ir nagrinésime atvejj,
kai pagrindiniai kintamieji turi uodegy priklausomybe ir reguliariai kintancius
skirstinius.

(#)

Pazymékime X,” = 4, X1y, x, 50 visiems k € {1,2,...,n} ir visiems i =

{iv, ... iny €1 ={—1,1}"\{-1}"

Teorema 6.5. Tequl {Xi, Xo,..., X,,} yra realus ir tolydus nulyje a.d. su p.f.

{F\,Fs,...,F,}, tokiomis, kad F, € R_,, a > 1, ir 0 < lim 2EXe>t) g
tooo  Fr(t)

visiems k € {1,2,...,n}. DBe to, visiems k € {1,2,...,n} ir visiems i =

{i1,.. . in} € I ={-1,1}"\{—1}" tarkime, kad riba

P(XY >ty XD >t .
lim (X, LATERRE Tn) — HO(g)
t—o00 Fl(t)

egzistuoja visiems = (x1,...,x,) € [0,00]"™\{0}", tokia, kad

HO(z) = app) (21, 00] x - x (0, 00]) + (1= a®)p (21, 00] x - x (a0, 00])
kuriam nors a®) € [0,1]. Cia ,u%) yra Radono matas (t.y. baigtinis kompaktiskose
aibése), toks, kad u%)((xl,oo] X -+ X (Tp,00]) yra tolydus aibéje [0, 00" \{0}"
(t.y. matas ,u%) neturi svorio ant apibrézimo srities riby), o /ﬁ) yra Radono
matas, kuris turi svory tik ant koordinaciy asiy. Be to, tequl visiems z > 0 ir

visiems k € {1,2,...,n} matas ,u%) tenkina lygybe

,u%) (x:xp > 2) =cpz @ (6.1)

vistems 1 € I, kuriems 1, = 1. Clia cq,...,c, yra teigiamos konstantos, tokios,

kad Fk(t)tN Ckfl(t), k e {1,2, .. ,n}.
—00



Tuomet, visiems k € {1,2,...,n}

S ira® T,u ! (A(z > dz + =% (1 - > a(i))ck

el 0 167]1
E[X|SX > t] ~ - L t,
> adu) (A®) + 2( ) @)ck
el k=1 ZEII
K

céia

SX = ZXk, A,(j)(z) = {g:xk > Z,Zijxj > 1},

j=1

(6.2)
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o Jauné E. and Siaulys J. Asymptotic risk decomposition for regularly varying

distributions with tail dependence.

8 Rezultaty sklaida

Konferencijos, kuriose pristatyti pranesimai disertacijos tema:

o Tarptautiné konferencija "Modern Stochastics: Theory and Applications.

IV”, Kijevas, Ukraina, 2018 m. geguzés 24-26 d.

e 59-0ji LMD konferencija, Kaunas, 2018 m. birzelio 18-19 d.

9 Darbo struktura ir apimtis

Darba sudaro 61 puslapis: jvadiné dalis, literaturos apzvalga, apibrézimai ir nau-
dojamy metody aprasymas, pagrindiniy rezultaty pristatymas ir jrodymas, prak-
tinio pritaikymo pavyzdziai, simuliacijy analizé, iSvados ir naudotos literaturos

sarasas.
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10 ISvados

Disertacijoje nagrinéjamos atsitiktinés svertinés sumos

i=1

uodegos tikimybés ir uodegos vidurkio asimptotinés savybés. Cia
{X1,Xs,..., X} yra realus ir sunkiauodegiai a.d., vadinami pagrindiniais
kintamaisiais, o {61, 0s,...,0,} yra neneigiami ir neiSsigime nulyje a.d., vadinami

atsitiktiniais svoriais.

Si suma pastaruoju metu buvo daznai nagrinéjama taikomuosiuose tikimybiy
teorijos darbuose. Juose didziausias démesys buvo skiriamas neneigiamiems pa-
grindiniams kintamiesiems arba realiems pagrindiniams kintamiesiems su jvairi-
omis asimptotinés nepriklausomybés prielaidomis. Disertacijoje pateikti rezul-
tatai papildo jau esamy rezultaty aibe realiems pagrindiniams kintamiesiems
jvairiose sunkiauodegiy skirstiniy klasése su skirtingomis priklausomybeés struk-

turomis.

Teoremose 6.1 ir 6.2 jvedama priklausomybeés struktura tarp a.d.
{X1,Xs,..., X} ir atsitiktiniy = svoriu = {61,0s,...,6,}, bet vektoriai
{(X1,01),(X2,62) ...,(X,,0,)} lieka nepriklausomi. Teoremoje 6.2 priklau-
somybé susiaurinama iki dvimacio Sarmanovo skirstinio ir iSvedamos asimptotinés

rizikos kapitalo paskirstymo formulés reguliariai kintantiems skirstiniams.

Teoremose 6.3 ir 6.4 pagrindiniai kintamieji yra priklausomi su QAI arba SQAI
prielaidomis, bet nepriklausomi nuo atsitiktiniy svoriy. ISvedami asimptotiniai
reziai uodegos tikimybei ir uodegos vidurkiui dominuojamai kintanciy skirstiniy

klaséje.

Galiausiai, teoremoje 6.5 laikoma, kad 6, = --- =6, = 1, ir iSvedamos asimp-
totinés rizikos kapitalo paskirstymo formulés asimptotiskai priklausomiems kin-
tamiesiems su reguliariai kintandiais skirstiniais. Sios teoremos rezultatai patikri-
nami simuliacijomis daugiamatés Clayton kopulos atveju su marginaliaisiais t-

skirstiniais (angl. t-location-scale).
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11 Summary

In the thesis we investigate the asymptotic properties of both tail probability and

tail expectation of a randomly weighted sum
SIX=3"0,X;,
i=1

where { X1, X5, ..., X, } are real-valued and heavy-tailed random variables (r.v.s),
called primary r.v.s, and {6y,6,,...,0,} are nonnegative and nondegenerated at
zero r.v.s, called random weights.

This sum has been an attractive research topic in the recent works of applied
probability with the focus on nonnegative primary r.v.s or real-valued primary
r.v.s with various types of tail independence. We further generalize the results for
real-valued r.v.s assuming different distribution classes and dependence structures.

In Theorems 6.1 and 6.2 we introduce some dependence structure between
r.v.s {X1, Xo,..., X, } and random weights {61,605, ...,0,} but leave the random
vectors {(X71,61), (X2,0s)...,(Xp,0,)} being independent. In Theorem 6.2 we re-
strict the dependence to a bivariate Sarmanov distribution and obtain asymptotic
capital allocation formulas for regularly varying distributions.

Further, in Theorems 6.3 and 6.4 we allow primary r.v.s to be dependent
with the assumption of QAI or SQAI but independent from random weights and
obtain asymptotic bounds for the tail probability and tail expectation in the case
of dominatedly varying distributions.

Finally, in Theorem 6.5 we assume #; = --- = 6, = 1 and obtain asymptotic
capital allocation formulas in the case where primary r.v.s have tail dependence
and regularly varying distributions. Results of this theorem are verified by a
simulation study for a multivariate Clayton copula with t-location-scale marginal

distributions.
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