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Euklidinės 4-matės erdvės hiperbolinio tipo normalieji
beveik kontaktiniai metriniai hiperpaviršiai
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1. Beveik kontaktines metrines struktūras daugel
↪
i met

↪
u tyrinėja Y. Hatakeyama,

Y. Tashiro, M. Okumura ir kiti matematikai [4–7]. S. Sasaki ir jo mokiniai tyrė
normali

↪
asias kontaktines metrines struktūras, kurios vėliau buvo pavadintos Sasakio

struktūromis. Jos indukuojasi euklidinės erdvės hipersferose.
M. Okumura [4]

↪
irodė, jog be hipersfer

↪
u, daugiau hiperpavirši

↪
u, turinči

↪
u Sasakio

struktūr
↪
a, euklidinėje erdvėje nėra.

1968 m. buvo pradėti tyrinėti beveik kontaktini
↪

u struktūr
↪

u hiperboliniai analogai,
žinomoms struktūroms suteikiant elipsinio tipo struktūr ↪u vard ↪a [1, 3]. Šio darbo tikslas
– surasti visus euklidinės 4-matės erdvės hiperpaviršius, turinčius hiperbolinio tipo
normali

↪
aj

↪
a beveik kontaktin

↪
e metrin

↪
e struktūr

↪
a, o taip pat ir visus hiperbolinio tipo

Sasakio hiperpaviršius.

2. Panagrinėkime keturmat
↪
e euklidin

↪
e erdv

↪
e E4(x

i), i, j, k... = 1,2,3,4, kurios
metrinis tenzorius Gij turi pavidal

↪
a

(Gij ) =
(

02 I2
I2 02

)
, (I2) =

(
1 0
0 1

)
, (02) =

(
0 0
0 0

)
.

Tarkime, jog šioje erdvėje duotas afinorius F
j
i , kurio matrica yra

(F
j
i ) =

(
I2 02
02 −I2

)
.

Kadangi F
j
i F k

j = δk
i , Fk

i Gkj = Fij = −Fji , tai E4 yra hiperbolinė A-erdvė [2].
Hiperpavirši

↪
u M3 ⊂ E4 apibrėžkime lygtimi

x4 = f (xa), a,b, c, . . . = 1,2,3.

Normalizuokime hiperpavirši
↪

u ε-vienetiniu neizotropiniu normaliniu vektoriumi

Ci{f3,−1,f1,f2}/
√

2|f1f3 − f2|, fa = ∂f

∂xa
.

Liečiamuosius hiperpaviršiaus vektorius Bi
a = δi

a + δi
4fa ir normalizuojant

↪
i vektori

↪
u

Ci paveik
↪
e afinoriumi F

j
i , gautus vektorius išreišk

↪
e tiesiškai nepriklausomais vekto-
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riais Bi
a,C

i , iš lygči
↪

u

F
j
i Bi

a = ϕb
aB

j
b + ηaC

j, F
j
i Ci = −ξ aB

j
a

randame hiperpaviršiuje M3 tenzorius

(ϕb
a ) = 1

f1f3 − f2

( −f2 f1 −f 2
1−f2f3 f1f3 −f1f2

0 0 −(f1f3 − f2)

)
,

ξ b = 1√
2|f1f3 − f2| (f3,−1,−f1),

ηa = − 2ε√
2|f1f3 − f2|(f1,f2,0), ε = f1f3 − f2

|f1f3 − f2| = ±1. (1)

Hiperpaviršiuje indukuojasi neišsigimusi metrika gab = GijB
i
aB

j
b

, kurios matrica
yra

(gab) =
( 0 f1 1

f1 2f2 f3
1 f3 0

)
, (2)

ir asimptotinis tenzorius

hab = ε√
2|f1f3 − f2|fab, fab = ∂2f

∂xa∂xb
. (3)

Kadangi tenzoriai (1) ir (2) tenkina s
↪

alygas

ϕb
aϕc

b = δc
a + ξ cηa, ξ cηc = −1, ϕc

aηc = ϕc
aξ a = 0,

ϕc
agbc = −ϕb

c gba, gabξ
b = εηa, (4)

tai apibrėžia normalizuotame hiperpaviršiuje M3 ⊂ E4 hiperbolinio tipo I rūšies beveik
kontaktin

↪
e metrin

↪
e struktūr ↪a [3].

3. Ieškosime hiperpavirši ↪u, turinči ↪u normali ↪aj ↪a beveik kontaktin
↪
e metrin

↪
e struktūr ↪a,

t.y. tenkinanči
↪

a s
↪
alyg

↪
a [3]:

hcbϕ
b
a + habϕ

b
c = 0. (5)

↪Iraš
↪
e (1) ir (3) ↪i (5), gauname diferencialini ↪u lygči ↪u sistem ↪a

f33 = 0,

f23 = f1f13,

f1f21 − f2f11 = f 2
1 f13,

f2f21 − f1f22 = −f1f2f13, (6)

nusakanči
↪

a būtinas ir pakankamas s
↪
alygas, kad hiperpaviršius M3 ⊂ E4 turėt

↪
u hiper-

bolinio tipo I rūšies normali
↪
aj

↪
a beveik kontaktin

↪
e metrin

↪
e struktūr

↪
a.
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↪
Irodysime, jog iš (6) formuli

↪
u išplaukia, jog f11f13 = 0.

Diferencijuodami (6) lygtis pagal kintamuosius xa ir vėl taikydami (6) formules
gauname, jog

a) f231 = f 2
31 + f3f113, fabc = ∂3f

∂xa∂xb∂xc
,

b) f232 = 2f3f
2
13 + f 2

3 f113,

c) f13f21 + f1f231 − f23f11 − f2f113 = 2f1f
2
13,

d) f23f21 + f2f213 − f13f22 − f1f223 = −f 2
13f2 − f1f23f13. (7)

Jei f1 = 0 arba f3 = 0, tuomet f11f13 = 0. Tarkime, jog f1f3 �= 0. Tada iš (6), (7a)
ir (7c) formuli

↪
u f113 = f11f13

f1
, o iš (6), (7b) ir (7d) f113 = f13(f21−f1f13)

f1f3
= f11f13f2

f 2
1 f3

.

Sulygin
↪
e dalinės išvestinės f113 dešini

↪
asias puses gauname, jog

f11f13(f2 − f1f3)

f 2
1 f3

= 0 arba f11f13 = 0, nes f1f3 − f2 �= 0.

4. Sprendžiant (6) lygt ↪i galimi tokie atvejai.
I. Tarkime, jog f13 �= 0. Tada f11 = 0 ir (6) lygči

↪
u sistema turi pavidal

↪
a

f33 = f11 = 0, f23 = f3f13, f12 = f1f13, f22 = 2f2f13. (6′)

Iš (2), (3) ir (6′) išplaukia, jog hab = ελgab, λ = f13√
2|f1f3−f2| =const�= 0, t.y. (6′) lygči

↪
u

sistema apibrėžia hipersfer ↪a S3, kurios lygtis yra (x1 −a)(x3−c)+(x2−b)(x4 −d) =
k =const �= 0 arba x4 = −x1x3+cx1+ax3+l

x2−b
+ d , l + ac �= 0.

II. Jei f13 = 0, tuomet (6) lygči ↪u sistema supaprastėja:

f33 = f13 = f23 = 0, f1f21 − f2f11 = 0, f2f12 − f1f22 = 0. (6′′)

Jos sprendinys yra f = cx3 + F(ax1 + bx2 + d), F ′ �= 0, b �= ac, kur F(z) – bet kuri
vieno kintamojo funkcija.

Pateiksime kelet
↪
a hiperpavirši

↪
u x4 = f (xa), kuriems f13 = 0, pavyzdži

↪
u.

1. Jei f11 = 0, t.y. F ′′ = 0, hiperpaviršius x4 = cx3 +ax1 +bx2 +d yra hiperplokš-
tuma E3.

2. Kai
√

2|f1f3−f2| f11

f 2
1

=const �= 0, funkcija F(z) randama iš diferencialinės lygties

F ′′(F ′)− 3
2 =const�= 0, iš kur F(z) = k

z
+ e, k �= 0. Hiperpaviršiaus lygtis yra x4 =

cx3 + k
ax1+bx2+d

+ e, t.y. hiperpaviršius yra cilindras S1 × E2.

1 TEOREMA. Hiperbolinio tipo A-erdvės E4 hiperpaviršius turi hiperbolinio tipo I
rūšies normali

↪
aj

↪
a beveik kontaktin

↪
e metrin

↪
e struktūr

↪
a tada ir tik tada, kai jis yra arba

hipersfera arba hiperpaviršiaus lygtis yra x4 = cx3 +F(ax1 + bx2 + d), F – bet kuri
viena kintamojo funkcija, F ′ �= 0, b �= ac.
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Tarkime, jog hiperpaviršius M3 ⊂ E4 turi normali
↪
aj

↪
a kontaktin

↪
e metrin

↪
e struktūr

↪
a

(hiperbolinio tipo Sasakio struktūr
↪
a [3]), t.y. be (6) lygybi

↪
u galioja s

↪
alyga

hab = αgab + βηaηb, α = const �= 0, β − bet kuri funkcija.

Tuomet iš (1), (2), (3) ir (6) turime, jog α = εf13√
2|f1f3−f21| = const �= 0, β = 0, ir

hiperpaviršius yra hipersfera S3.

2 TEOREMA. Hiperbolinio tipo A-erdvės E4 hiperpaviršius turi hiperbolinio tipo
Sasakio struktūr ↪a tada ir tik tada, kai jis yra hipersfera S3.
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SUMMARY

A. Baškienė. Hyperbolic normal almost contact metric hypersurfaces in Euclidean 4-dimensional space

In Euclidean 4-dimensional space, all hypersurfaces with normal almost contact metric structure of hyper-
bolic type as well as hyperbolic Sasakian structure are found.

Keywords: hyperbolic A-space, normal almost contact metric structure of hyperbolic type, hyperbolic
Sasakian structure.


