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Santrauka. Straipsnyje apžvelgiami analizinės ir tikimybinės skaičių teorijos tyrimai vyk-
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Multiplikatyviųjų funkcijų reikšmių pasiskirstymas

Pagrindus skaičių teorijai Šiaulių universitete padėjo vienas iš prof. J. Kubiliaus ga-
biausių mokinių doc. A. Bakštys. Jo svarbiausi darbai yra susieti su multiplikatyviųjų
funkcijų pasiskirstymu. Primename, jog g(m), m ∈ N, yra vadinama multiplikatyvią-
ja funkcija, jei g(1) = 1 ir g(mn) = g(m)g(n) su visais (m,n) = 1.

Pirmuosius tikimybinius rezultatus multiplikatyviosioms funkcijoms gavo P. Er-
diošas (Erdös) (1946). Tegul Pn, n ∈ N ir P yra tikimybiniai matai erdvėje (R,B(R))
(B(S) yra erdvės S Borelio aibių klasė). Sakome, kad tikimybinis matas Pn, kai
n → ∞, konverguoja m-silpnai į tikimybinį matą P , jeigu tikimybinis matas Pn kon-
verguoja silpnai į tikimybinį matą P ir Pn({0}) → P ({0}). Tegul

νn(. . . ) =
1

n
#{1 6 m 6 n: . . .},

čia vietoje daugtaškio rašoma sąlyga, kurią tenkina m. Be to, tegul

‖u‖ =

{

u, jei |u| 6 1,

1, jei u > 1.

Tuomet P. Erdiošas [4] įrodė, kad jei g(m) > 0 yra multiplikatyvioji funkcija, tai
dažniai

νn(g(m) ∈ A), A ∈ B(R),
kai n → ∞, konverguoja m-silpnai į kurį nors matą P erdvėje (R,B(R)), P ({0}) 6= 1,
tada ir tik tada, kai eilutės

∑

p

‖g(p)− 1‖
p

,
∑

p

‖g(p)− 1‖2
p

(1)

konverguoja.

http://www.mii.lt/LMR/
mailto:siauciunas@fm.su.lt
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Pirmuosius rezultatus bet kokio ženklo multiplikatyviosioms funkcijoms gavo
A. Bakštys (1968). Primename, jog matas P erdvėje (R,B(R)) yra vadinamas si-
metriniu, jeigu su kuriuo nors a ∈ R

P (−∞, a) = 1− P (−∞,−a].

1 teorema. (Žr. [1].) Tarkime, jog g(m) yra realioji multiplikatyvioji funkcija. Tuo-

met

νn(g(m) ∈ A), A ∈ B(R),

kai n → ∞ konverguoja m-silpnai į kurį nors nesimetrinį tikimybinį matą P erdvėje

(R,B(R)) tada ir tik tada, kai (1) eilutės ir eilutė

∑

g(p)<0

1

p

konverguoja, ir ∃α ∈ N, kad g(2α) 6= −1.

A. Bakštys taip pat gavo bendresnius rezultatus, nagrinėdamas m-silpnąjį dažnių

νn
(
∣

∣e−A(m)g(m)
∣

∣

1/B(n)
sgn g(m) ∈ A

)

, A ∈ B(R),

konvergavimą, su normuojančiomis konstantomis A(n) ir B(n) > 0.
Ilgą laiką A. Bakštys vedė skaičių teorijos seminarą.

Dabartinių tyrimų kryptys

Nuo 1998 metų prasidėjo analizinės skaičių teorijos tyrimai. Buvo atnaujintas skai-
čių teorijos seminaras, kuris veikia iki šiol. Pagrindinė tyrimų kryptis – dzeta ir
L-funkcijos. Primename, kad dzeta ir L-funkcijomis yra vadinamos kompleksinio
kintamojo s = σ + it funkcijos, kurioje nors pusplokštumėje apibrėžiamos Dirichlė
eilutėmis

∞
∑

m=1

am

ms
arba bendriau

∞
∑

m=1

ame−λms

ir naudojamos skaičių teorijoje. Kitaip tariant, jos yra Rymano dzeta funkcijos

ζ(s) =

∞
∑

m=1

1

ms
, σ > 1,

įvairūs apibendrinimai.
Tyrimuose ryškios 3 kryptys: ribinės teoremos dzeta funkcijoms įvairiose erdvėse,

universalumas ir jo išvados, momentai.

Ribinės teoremos

Pirmąsias tikimybinio pobūdžio ribines teoremas 1930, 1932 m. Rymano dzeta funk-
cijai gavo H. Boras (Bohr) ir B. Jesenas (Jessen). Tarkime, jog R yra stačiakampis

Liet. mat. rink. LMD darbai, 51:16–24, 2010.
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18 D. Šiaučiūnas

kompleksinėje plokštumoje su kraštinėmis, lygiagrečiomis ašims. Savo darbe [2] jie
įrodė jog su kiekvienu fiksuotu σ > 1 egzistuoja riba

lim
T→∞

mŽ{t ∈ [0, T ]: log ζ(σ + it) ∈ R}
T

.

Čia mŽ yra Žordano matas kompleksinėje plokštumoje. 1932 m. rezultatą jie išplė-
tė [3] į sritį σ > 1

2
, darydami plokštumos įpjovas pagal funkcijos ζ(s) galimus nulius.

Boro ir Jesseno teoremos primena ribines teoremas silpnojo tikimybinių matų kon-
vergavimo prasme, kurio teorija buvo sukurta praėjusio amžiaus 5–6 dešimtmetyje.
Boro-Jeseno tyrimus tęsė A. Vintneris (Wintner), A. Selbergas (Selberg), P.D.T.A. Eli-
jotas (Elliott) D. Džoineris (Joyner), K. Matsumoto, B. Bagčis (Bagchi), A. Laurin-
čikas ir kt.

Pirmąsias ribines teoremas dzeta funkcijoms Šiaulių universitete įrodė R. Kačin-
skaitė. Ji nagrinėjo Matsumoto dzeta funkciją, kurią 1990 m. apibrėžė [23] japonų
matematikas K. Matsumoto. Ši funkcija yra apibrėžiama polinomine Oilerio sandauga
pagal pirminius skaičius

ϕ(s) =

∞
∏

m=1

A−1

j

(

p−1
m

)

.

Čia

Aj(x) =

g(m)
∏

k=1

(

1− a
(j)
mkx

f(j,m)
)

,

g(m), f(j,m) ∈ N, o pm žymi m-tąjį pirminį skaičių.
Minėtame straipsnyje K. Matsumoto įrodė Boro-Jeseno tipo rezultatus funkci-

jai ϕ(s) reikalaudamas, kad su neneigiamomis konstantomis c, α, β galiotų nelygybės

g(m) 6 cpαm,
∣

∣a(j)m

∣

∣ 6 pβm. (2)

Tuomet begalinė sandauga, apibrėžianti funkciją ϕ(s), konverguoja absoliučiai pusp-
lokštumėje σ > α+ β + 1. Be to, jis reikalavo, kad funkcija ϕ(s) būtų meromorfiškai
pratęsiama į sritį σ > α+ β + 1

2
.

Ribines teoremas apie matų

1

T

{

t ∈ [0, T ]: ϕ(σ + it) ∈ A
}

, A ∈ B(C),
1

T

{

τ ∈ [0, T ]: ϕ(s+ iτ) ∈ A
}

, A ∈ B(M(D)),

silpnąjį konvergavimą [14] įrodė A. Laurinčikas. Čia B(S)yra erdvės S Borelio aibių
klasė, D = {s ∈ C: σ > α + β + 1

2
}, o M(D) yra meromorfinių srityje D funkcijų

erdvė su tolygaus konvergavimo ant kompaktų topologija.
R. Kačinskaitė įrodė diskrečiąsias ribines teoremas įvairiose erdvėse funkcijai ϕ(s).

Šiuo atveju yra nagrinėjami tikimybiniai matai, apibrėžiami ne postūmių ϕ(σ+ it) ir
ϕ(s+ iτ) pagalba, o postūmiais ϕ(σ + imh) ir ϕ(s+ imh), su fiksuotu h > 0 ir m =
0, 1, 2, . . . . Suformuluosime papraščiausią ribinę teoremą kompleksinėje plokštumoje.
Tegul

Ω =
∏

p

γp, γp =
{

s ∈ C: |s| = 1
}

,
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su visais pirminiais p. Su sandaugos topologija ir pataškine daugyba, toras Ω yra kom-
paktinė topologinė Abelio grupė, todėl erdvėje (Ω,B(Ω)) galime apibrėžti tikimybinį
Haro matą mH . Gauname tikimybinę erdvę (Ω,B(Ω),mH). Šioje erdvėje apibrėžkime
C-reikšmį atsitiktinį elementą

ϕ(σ, ω) =

∞
∏

m=1

g(m)
∏

j=1

(

1− ωf(j,m)(pm)a
(j)
m

p
σf(j,m)
m

)

−1

.

Čia ω(p) yra elemento ω ∈ Ω projekcija į koordinatinę erdvę γp.

2 teorema. (Žr. [11]). Tarkime, jog galioja (2) įverčiai, funkcija ϕ(s) yra meromor-

fiškai pratęsiama į sritį σ > α+β+ 1

2
ir šioje srityje galioja įverčiai ϕ(σ+it) = O(|t|a),

a > 0, |t| > t0 > 0 ir
∫ T

0

∣

∣ϕ(σ + it)
∣

∣

2
dt = O(T ).

Tegul σ > α+ β + 1

2
. Tuomet tikimybinis matas

1

N + 1
#
{

0 6 m 6 N : ϕ(σ + it) ∈ A
}

, A ∈ B(C),

kai N → ∞, silpnai konverguoja į atsitiktinio elemento ϕ(σ, ω) skirstinį.

R. Šleževičienė įrodė daugiamates ribines teoremas tiek Rymano dzeta funkci-
jai [25], tiek ir Hurvico dzeta funkcijai ζ(s, α), 0 < α 6 1, kuri pusplokštumėje σ > 1
apibrėžiama Dirichlė eilute

ζ(s, α) =
∞
∑

m=0

1

(m+ α)s

ir yra meromorfiškai pratęsiama į visą kompleksinę plokštumą su vieninteliu poliumi
taške s = 1.

J. Genys nagrinėjo bendrųjų Dirichlė eilučių

f(s) =

∞
∑

m=1

ame−λms, σ > σ0,

čia am ∈ C, o {λm} yra didėjanti realiųjų skaičių seka, limm→∞ = +∞, reikšmių
pasiskirstymą. Jis kartu su A. Laurinčiku [8] išplėtė A. Laurinčiko, W. Schwarz’o
ir J. Steuding’o rezultatus platesnei bendrųjų Dirichlė eilučių klasei vietoje aibės
{log 2} ∪∞

m=1 {λm} tiesinio nepriklausomumo apsiribodami tik aibės {λm} tiesiniu
nepriklausomumu virš Q.

R. Macaitienė pradėjo įrodinėti diskrečiąsias ribines teoremas bendrosioms Diri-
chlė eilutėms. Dirichlė eilučių atveju ribinis atsitiktinis elementas apibrėžiamas kiek
kitaip. Yra nagrinėjamas toras

Ω̂ =
∞
∏

m=1

γm, γm =
{

s ∈ C: |s| = 1
}

,

Liet. mat. rink. LMD darbai, 51:16–24, 2010.
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20 D. Šiaučiūnas

su visais m ∈ N. Panašiu būdu, kaip ir Matsumoto funkcijos atveju yra gaunama
tikimybinė erdvė (Ω̂,B(Ω̂), m̂H) su Haro matu m̂H . Tegul ω̂(m) yra elemento ω̂ ∈ Ω̂

projekcija į koordinatinę erdvę γm. Tarkime, jog funkcija f(s) yra meromorfiškai
pratęsiama į pusplokštumę σ > σ1, σ1 < σ0, ir šioje srityje galioja įverčiai

f(σ + it) = O
(

|t|a
)

, a > 0, |t| > t0 > 0,

ir
∫ T

0

∣

∣f(σ + it)
∣

∣

2
dt = O(T ), T → ∞.

Tegul D1 = {s ∈ C: σ > σ1}. Tikimybinėje erdvėje (Ω̂,B(Ω̂), m̂H) apibrėžiame
H(D1)-reikšmį atsitiktinį elementą (H(D1) yra analizinių srityje D1 funkcijų erdvė
su tolygaus konvergavimo ant kompaktų topologija)

f(s, ω̂) =

∞
∑

m=1

amω̂(m)e−λms.

3 teorema. (Žr. [21]). Tarkime, jog funkcija f tenkina visas anksčiau minėtas sąly-

gas, o rodiklių sistema {λm} yra tiesiškai nepriklausoma virš Q. Tuomet

1

N + 1
#
{

0 6 m 6 N : f(σ + it) ∈ A
}

, A ∈ B
(

M(D1)
)

,

kai N → ∞, silpnai konverguoja į atsitiktinio elemento f(σ, ω̂) skirstinį.

Pastaruoju metu J. Genys ir A. Laurinčikas pradėjo įrodinėti ribines teoremas su
svoriu bendrosioms Dirichlė eilutėms [9] ir [10].

V. Garbaliauskienė nagrinėjo tiek tolydžiąsias [6], tiek diskrečiąsias [5] ribines
teoremas elipsinių kreivių L-funkcijoms. Tarkime, kad elipsinė kreivė E yra duota
Vejerštraso lygtimi

y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ Z.

Tegul jos diskriminantas ∆ 6= 0. Su kiekvienu pirminiu p, ν(p) tegul yra lyginio

y2 ≡ x3 + ax+ b(mod p)

sprendinių skaičius. Tegul
λ(p) = p− ν(p).

Hasse įrodė, jog |λ(p)| 6 2
√
p. Elipsinės kreivės L-funkcija LE(s) pusplokštumėje

σ > 3

2
yra apibrėžiama Oilerio sandauga

LE(s) =
∏

p|∆

(

1− λ(p)

ps

)

−1
∏

p∤∆

(

1− λ(p)

ps
+

1

p2s−1

)

−1

.

Ji yra analiziškai pratęsiama iki sveikosios funkcijos ir suvaidino svarbų vaidmenį
paskutiniosios Ferma problemos įrodyme.

Tegul λ ∈ R ir 0 < α 6 1. Lercho dzeta funkcija L(λ, α, s) pusplokštumėje σ > 1
yra apibrėžiama eilute

L(λ, α, s) =
∞
∑

m=0

e2πiλm

(m+ α)s
.
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D. Genienė su bendraautoriais [7] įrodė ribines teoremas funkcijai L(λ, α, s) su algeb-
riniu iracionaliuoju parametru α. Tai yra pats sudėtingiausias atvejis. Papraščiausias
atvejis yra transcendenčiojo α, šiek tie sudėtingesnis yra racionalaus α atvejis. Šiais
atvejais ribines teoremas funkcijai L(λ, α, s) yra įrodę R. Garunkštis ir A. Laurinči-
kas [15].

Algebrinio iracionalaus α atvejis yra sudėtingas todėl, kad nėra tikslios informa-
cijos apie aibės

L(α) =
{

log(m+ α): m ∈ N0 = N ∪ {0}
}

tiesinį nepriklausomumą virš Q. D. Genienė rėmėsi Cassels’o rezultatu, kad bent 51%
aibės L(α) elementų yra tiesiškai nepriklausomi virš Q.

R. Macaitienė su A. Laurinčiku [16] įrodė ribines teoremas Estermano dzeta funk-
cijai.

Doktorantė A. Kolupayeva [13] nagrinėjo ribines teoremas parabolinių formų L-
funkcijų sąsūkoms su Dirichlė charakteriais, kai charakterio modulis neaprėžtai auga.

Universalumas

Su ribinėmis teoremomis analizinių funkcijų erdvėje yra glaudžiai susijęs dzeta funkci-
jų universalumas. Primename, jog Rymano dzeta funkcijos ζ(s) universalumą 1975 m.
atrado Voroninas. Dabartinis jo teoremos variantas yra toks.

4 teorema. Tegul K yra kompaktinė juostos D = {s ∈ C: 1

2
< σ < 1} aibė, turinti

jungųjį papildinį, o funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi nuliui aibėje K, ir analizinė jos

viduje. Tuomet, su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{

τ ∈ [0, T ]:
∣

∣ζ(s+ iτ)− f(s)
∣

∣ < ε
}

> 0.

Grubiai kalbant, tai reiškia, jog kiekvieną analizinę funkciją tolygiai juostos D

kompaktinėse aibėse galima aproksimuoti postūmiais ζ(s+ it).
Galimas ir diskretusis universalumas, kai analizinės funkcijos yra aproksimuojamos

postūmiais ζ(s+ imh), h > 0, m ∈ N0.
R. Kačinskaitė su A. Laurinčiku [12] gavo Matsumoto dzeta funkcijos diskretųjį

universalumą.
R. Macaitienė [22] įrodė įvairių bendrųjų Dirichlė eilučių klasių diskretųjį univer-

salumą, gavo [17] periodinių Hurvico dzeta funkcijų

ζ(s, α; a) =

∞
∑

m=0

am

(m+ α)s
, σ > 1,

a = {am} yra periodinė kompleksinių skaičių seka, diskretųjį universalumą.
D. Šiaučiūnas su A. Laurinčiku [19] išnagrinėjo periodinės dzeta funkcijos

ζ(s; a) =

∞
∑

m=1

am

ms
, σ > 1,

universalumą, kai periodinė kompleksinių skaičių seka a = {am} yra multiplikatyvioji
(a1 = 1, amn = aman, kai (m,n) = 1).

V. Garbaliauskienės daktaro disertacija yra skirta elipsinių kreivių L-funkcijų įvai-
rių tipų universalumui.

Liet. mat. rink. LMD darbai, 51:16–24, 2010.
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Momentai

Momentų problema yra svarbi dzeta funkcijų teorijoje. Jie įvairiose taikymuose dažnai
pakeičia individualiąsias tų funkcijų reikšmes, kurias apskaičiuoti yra gana sudėtinga.
Pavyzdžiui, Rymano dzeta funkcijos atveju yra žinoma hipotezė, jog

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

ζ

(

1

2
+ it

)
∣

∣

∣

∣

2k

dt ∼ ckT (logT )
2, T → ∞,

kuri yra įrodyta tik 3 atvejais:

k = 1, c1 = 1, (Hardy, 1918),

k = 2, c2 =
1

2π2
, (Ingham, 1924),

k = c(log logT )−
1

2 , c > 0, ck = 1, (A. Laurinčikas, 1996).

Momentų problema yra susijusi su Lindeliofo hipoteze, kuri tvirtina, jog su kiek-
vienu ε > 0 yra teisingas įvertis

ζ

(

1

2
+ it

)

= Oε

(

tε
)

, t > t0 > 0.

Lindeliofo hipotezė yra ekvivalenti įverčiui: su kiekvienu ε > 0

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

ζ

(

1

2
+ it

)
∣

∣

∣

∣

2k

dt = O
(

T 1+ε
)

, k ∈ N.

D. Šiaučiūnas [18] gavo funkcijos ζ(s; a) antrojo momento asimptotinę formulę

∫ T

0

∣

∣ζ(σ + it; a)
∣

∣

2
dt =

T

k2σ

k
∑

q=1

|aq|2ζ
(

2σ,
q

k

)

+ BC (σ)k2−2σK(k)T 2−2σ,

čia K(k) =
∑k

q=1
|aq|2, C(σ) = max((2σ − 1)−1, (1 − σ)−1), o B yra dydis aprėžtas

konstanta, įrodė šios funkcijos ketvirtojo momento įverčius. Jis kartu su A. Laurinči-
ku [20] gavo funkcijos

ζλ(s) =

∞
∑

m=1

e2πiλm

ms
, σ > 1,

ketvirto momento asimptotinę formulę, kai λ yra iracionalusis skaičius juostoje 1

2
<

σ < 1, bei juostoje 3

4
< σ < 1, kai λ yra racionalusis skaičius.

S. Zamarys [24] gavo normuotos parabolinių formų dzeta funkcijos momentų asimp-
totines formules.

Apgintos disertacijos, organizuotos konferencijos

Nuo 1998 m. vykstantys analizinės skaičių teorijos tyrinėjimai Šiaulių universitete
netruko duoti savo vaisių. Vadovaujant prof. A. Laurinčikui, šių tyrinėjimų pagrindu
buvo apgintos šios daktaro disertacijos Nuo 1998 m. vykstantys analizinės skaičių
teorijos tyrinėjimai Šiaulių universitete netruko duoti savo vaisių. Vadovaujant prof.
A. Laurinčikui, šių tyrinėjimų pagrindu buvo apgintos šios daktaro disertacijos
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1. Roma Kačinskaitė, Discrete limit theorems for the Matsumoto zeta functions,
(2002);

2. Rasa Šleževičienė, Joint limit theorems and universality for the Riemann and
allied zeta functions, (2002);

3. Darius Šiaučiūnas, The investigations of the periodic zeta-function, (2004),
4. Jonas Genys, Limit theorems and joint universality for general Dirichlet series,

(2005);
5. Virginija Garbaliauskienė, The universality of L-functions of elliptic curves,

(2005);
6. Renata Macaitienė, Discrete limit theorems for general Dirichlet series, (2006);
7. Saulius Zamarys, Moments of L-functions, (2007);
8. Danutė Genienė, Limit theorems for Lerch zeta-functions with algebraic irratio-

nal parameter, (2009).
2008 m. prof. Antanas Laurinčikas šventė savo 60-tąjį gimtadienį. Jo garbei Šiau-

lių universitete buvo suorganizuota tarptautinė skaičių teorijos konferencija, skirta
šiai sukakčiai pažymėti. Konferencijoje dalyvavo 68 dalyviai iš 14 valstybių: Lietuvos
(J. Kubilius, A. Dubickas, E. Manstavičius ir kiti), Airijos (N. Budarina), Balta-
rusijos (V. Bernik, S. Rogozin ir kiti), Čekijos (S. Porubsky), Estijos (A. Leibak),
Japonijos (K. Matsumoto, H. Mishou ir kiti), JAV (L. Eriksen), Lenkijos (W. Narkie-
wicz, L. Pankowski), Norvegijos (A. Prosolov), Rusijos (J. Nesterenko, V. Bykovsky,
N. Moščevitin, S. Koniagin, A. Ustinov ir kiti), Suomijos (E. Suvitie, A. M. Ernvall-
Hytonen), Švedijos (J. Andersson), Vengrijos (I. Katai), Vokietijos (K.-H. Indlekofer,
R. Steuding, J. Steuding ir kiti). Konferencijos metu buvo perskaityti 47 pranešimai
aktualiausiomis skaičių teorijos temomis.
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SUMMARY

Investigations of the analytic and probabilistic number theory in Šiauliai Uni-
versity
D. Šiaučiūnas

In this paper, the investigations of analytic and probabilistic number theory which were done in
Šiauliai University are reviewed.

Keywords: Dirichlet series, limit theorem, multiplicative function, universality, weak convergence,
zeta function.


