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Santrauka

Tvarkara$ciy sudarymo uzdavinys apima pakankamai platy spektra — tai ir mokymy istaigy
tvarkara$¢iy sudarymas, ir transporto tvarkarasciy sudarymas, ir registry paskirstymas mikropro-
cesoriuose, ir Sudoku galvosiikis, ir kt. Tvarkarasciy sudarymo problema daugeliu atvejy suvedama
1 grafo spalvinimo uZdavini, kurio tikslas nuspalvinti grafa tokiu biidu, kad bet kurios grafo vir-
Stnés sujungtos briauna turéty skirtingas spalvas. D¢l Sios priezasties darbe buvo tiriami jvairts
grafo spalvinimo algoritmai, kuriy déka sudaromi tvarkarasc¢iai. Igyvendinti sekantys algoritmai
nagrinéjamai problemai spresti: pilno perrinkimo, godusis, atkaitinimo modeliavimo, genetinis ir
Tabu paieskos. Pastarieji algoritmai iStirti trijy tipy: pilny, reguliariy ir atsitiktiniy — jvairaus dy-
dzio sintetiniy grafy pagalba. Igyvendinta internetiné aplikacija, kuri leidZia Svietimo istaigoms
sudaryti tvarkaraScius euristinio (atkaitinimo modeliavimo) algoritmo déka.



Summary
Analysis of Scheduling Methods

Timetable scheduling is one of the most common tasks that people face every day. Timetable
scheduling problem covers a wide range of tasks such as organizing the timetables of educational
institutions; traffic flows; register allocation in microprocessors; finding the solution to the Sudoku
puzzle, etc. Scheduling theory is closely related to graph theory — timetable scheduling problem
is usually converted into a graph coloring approach, which purpose is to find a way of coloring
the vertices of a graph such that no two adjacent vertices are colored using same color. Therefo-
re, various graph coloring algorithms were used in this thesis to create timetables. The following
algorithms were implemented to address the issue at hand: brute force, greedy, simulated annea-
ling, genetic and Tabo search. These algorithms were investigated by developing three types of
different size synthetic graphs: complete, regular and random. The analysis showed that the gree-
dy algorithm has a fast computational speed. Compared to other heuristic methods this algorithm
has always proved to be the fastest, but at the same time providing the worst results. Furthermore,
algorithms comparison study found that simulated annealing method provides the most accurate
and close to optimal solutions. Genetic algorithm analysis showed that it is enough to generate one
new generation to find the optimal solution for complete graphs. Moreover, it was determined that
crossover probability p. has no effect on algorithm accuracy, but it affects the execution time of
the algorithm: the higher the value of p, is, the longer the calculation time will be. Finally, a web
application was implemented that allows educational institutions to schedule timetables by using
the heuristic (simulated annealing) algorithm.



IVADAS

TvarkaraSciy sudarymas yra vienas 1§ dazniausiai pasitaikanciy uzdaviniy, su kuriuo, net ir ne-
pastebédami to, visi Zmonés susiduria kas dieng — planavimo poreikis lydi juos visa gyvenima.
Kiekvienas Zmogus uZsiima asmeninio laiko planavimu, darbuose Zinoma, kas turi biiti baigta iki
nustatyto termino, o taip pat isivaizduojama, kiek laiko prireiks kiekvienam uzdaviniui atlikti. Re-
miantis turima informacija ir derinant laike atliekamus darbus, sudaromas tvarkarastis. Dazniausiai
asmeninio tvarkaras$¢io sudarymas nesukelia sunkumy. Beveik visi Zmonés vadovaujasi intuicija,
bandydami viska daryti laiku.

Tvarkarasciy sudarymas atsiranda visur, kur planuojamas darby atlikimo eiliSkumas: skirstant
darbus gamyboje, registrus mikroprocesoriuose, valdant informacijos srautus, sudarant Iéktuvy tu-
pimo tvarkaraSc¢ius, planuojant aukStosiose mokyklose paskaity laika ir kitose srityse. TvarkaraScio
sudarymas yra pakankamai sudétingas matematinis uzdavinys, kuri galima apibrézti taip: tai tam
tikros baigtinés aibés paskirstymo procesas, kuris ribojamas tam tikry resursy istekliais. Sunku-
mai sudarant tvarkaraScius atsiranda tuomet, kai yra daug uzdaviniy, reikia atsizvelgti i daugybe
papildomy salygu, sudaryti tvarkara$ti ne vienam asmeniui, bet visam kolektyvui, t. y. kai yra dau-
gialypiai konfliktai ir biitina suderinti ne vieng interesa. Isivaizduokite, pavyzdZiui, Simtus darby
ir deSimtis vykdytoju, kuriems reikia sudaryti tvarkarasti. SprendZiant tokius uzdavinius, buvo pa-
rengtos bendrosios tvarkarasciy sudarymo rekomendacijos, principai ir metodai. D¢l to panasSios
uzduotys pradétos tirti specialiosios mokslo dalies rémuose — tvarkarasciy teorijos.

Tvarkarasc¢iy teorijos uzdaviniai yra glaudZiai susij¢ su grafy teorija, o biitent su vienu i$ jos
grupés uzdaviniy — grafo spalvinimo problema. Grafy teorijoje grafy spalvinimas (angl. Graph
coloring) yra ypatingas grafo Zyméjimo atvejis. Grafo spalvinimas dar kitaip vadinamas grafo
dazymu yra grupé uzdaviniy, kuriuose siekiama grafo elementams priskirti spalvas taip, kad bty
tenkinamos tam tikros salygos (paprastai — kad gretimi grafo elementai turéty skirtingas spalvas). I§
tokiy uzdaviniy dazniausiai naudojamas virSuniy spalvinimas, kai kiekvienai virSiinei priskiriama
spalva taip, kad gretimos virStinés turéty skirtingas spalvas, kiek reciau — briauny spalvinimas, kai
spalvos priskiriamos briaunoms.

Grafy spalvinimas naudojimas ne tik teoriniams uZdaviniams spresti, bet placiai taikomas dau-
gelyje praktiniy sriciy. IS pradziy grafy dazymas buvo naudojamas geografiniams Zemélapiams
sudaryti. Siandien grafy spalvinimas (ypa¢ dazymas naudojant maZiausia spalvy skai¢iy) naudo-
jamas, kaip jau minéta, sudaryti lektuvy skrydZiy, auksStyjy mokykly paskaity ir kitokio pobiidZio
tvarkaraScius, o taip pat paskirstyti registrus mikroprocesoriuose, iSspresti populiaryji galvosuki
Sudoku ir kitose srityse (placiau Zr. 3.3 skyrelj).

Toliau Siame darbe bus iSsamiai nagrinéjamas tvarkaras$¢io sudarymo uzdavinys, kurio spren-
dimas remsis grafy spalvinimo problematika.

Darbo objektas

TvarkaraSciy sudarymo algoritmai, jy parametry derinimo ir efektyvumo analizeé.

Darbo problema

Tvarkara$ciy sudarymas — sudétingas kombinatorinio optimizavimo uZdavinys, kuriuo metu
bitina paskirstyti turimus iSteklius laike taip, kad bty tenkinami keliami reikalavimai. Pastaroji
problema gali biti suvedama i grafo spalvinimo uZdavini, kurio tikslas nuspalvinti grafa tokiu ba-
du, kad bet kurios grafo vir§unés, sujungtos briauna, turéty skirtingas spalvas. D¢l Sios priezasties
darbe bus tiriami jvairts grafo spalvinimo (tvarkaras$¢iy sudarymo) algoritmai.



Darbo tikslas

Istirti tvarkarasciy sudarymo algoritmus bei pateikti rekomendacijas dél jy panaudojamumo.

Darbo uzdaviniai

Pastarasis tikslas apima $iy pagrindiniy uZdaviniy igyvendinima:

Atlikti tvarkarasciy sudarymo ir grafo spalvinimo problemos susijusiy tyrimy analize.
ISnagrinéti grafy teorijos pagrindines savokas, reikalingas spalvinimo problemai tirti.
Pristatyti grafo spalvinimo algoritmus, kuriy pagalba sudaromi tvarkara$ciai.

I8skirti algoritmy vertinimo kriterijus.

Pagal minétus vertinimo kriterijus atlikti iSsamig algoritmy analize.

Po atliktos analizés iSrinkti geriausia metoda ir sukurti interneting aplikacija, kuri sudaro
tvarkara§Cius pasirinkto euristinio! algoritmo pagrindu.

SRR

Darbo struktura

Darbas sudarytas i§ penkiy daliy. Pirmoje ir antroje darbo dalyse atitinkamai supaZindinama
su tvarkarasciy sudarymo problema ir pagrindinémis grafo teorijos savokomis. Trecias skyrius
skirtas detaliai iSnagrinéti grafo spalvinimo problema, pateikti galimus uzdavinio sprendimo algo-
ritmus ir aptarti grafy spalvinimo praktini pritaikyma. Ketvirtame skyriuje pristatoma iSsami gra-
fo spalvinimo (tvarkara$¢iy sudarymo) algoritmu, kurie realizuoti JetBrains PyCharm Community
Edition 2018 programinés jrangos ir Python programavimo kalbos pagalba, analizé pagal iSskirtus
pagrindinius vertinimo kriterijus. Penktame skyriuje pateikiamas formalus mokymosi istaigy tvar-
karasciy sudarymo uzdavinys ir pristatoma sukurta ,,aDa tvarkarasciai* internetiné aplikacija, kuri
realizuota panaudojant .NET Core 2.2 karkasa, ReactJS biblioteka (su Redux architektira) ir Boot-
strap 4 karkasa, pastarajam uzdaviniui spresti. Be to, internetiné aplikacija igyvendinta Microsoft
Visual Studio Professional 2017, Microsoft Visual Studio Code programinés jrangos ir C#, Ty-
peScript programavimo kalby pagalba. ,,aDa tvarkarasciai“ interneting aplikacija galima iSbandyti
adresu: http://78.60.221.2382.

2 skyriaus 2.1 ir 2.2 poskyriai naudojami i§ mokslo tiriamojo darbo, iSskyrus kelis pakeitimus
ir papildymus.

!Euristika — uZdaviniy sprendimo metodika, kai sprendimas gaunamas bandymy ir klaidy keliu. Tai gali biti ne
optimalus, taciau greitas ir maZiau sagnaudy reikalaujantis sprendimo budas.

?Kadangi aplikacija yra aptarnaujama i$ autoriaus nesiojamojo kompiuterio, tai yra galimybé, kad ji kai kuriuo
momentu gali buti trumpam nepasiekiama, pavyzdziui, dél kompiuterio transportavimo priezasciy.


http://78.60.221.238

1. Tvarkarasc¢iy sudarymo problema

Kalbant apie tvarkaras¢iy sudaryma nederéty apsiriboti vien tik mokymo istaigy ir darbo tvar-
karaSciais (kaip yra iprasta manyti) — Si sagvoka apima Zymiai platesni spektra. Tokie Zinomi uz-
daviniai kaip registry paskirstymas mikroprocesoriuose ir galvosikis Sudoku taip pat priklauso
tvarkaraS$ciy kategorijai. Su tvarkarasciy sudarymo problema susiduriama visur, kur bitinas resur-
sy paskirstymas. Bendrai planavimo idéja gali buti apibréZta sekanciu budu: paskirstyti susijusius
iSteklius laike, tenkinant jvairiy tipy esminius ir pirmenybinius apribojimus, kuriais siekiama su-
kurti optimaly suderinta tvarkarasti. Priklausomai nuo srities ir tvarkara$¢iy pobiidZio juos galima
skirstyti { tokias tipines planavimo problemas:

* Mokymo jstaigy tvarkara$c¢iy sudarymas:

— Paskaity tvarkarascio sudarymas — paskaitos, kurioms pravesti naudojami bendri iStekliai
(pavyzdZiui, auditorijos, déstytojai ir kita), turi bati suderintos laike.

— Egzaminy tvarkarascio sudarymas — egzaminai, kurie vykdomi naudojant bendrus iStek-
lius, turi bati suderinti laike.

» Transporto tvarkarasciy sudarymas — transporto priemoné turi buti priskirta reisams. Pa-
vyzdZziui, lektuvy skrydziy tvarkaraScio sudarymo atveju orlaiviai — skrydZiams.

* Darbo grafiky sudarymas — efektyviai sudélioti darbo laika dideliam darbuotojy ir irenginiy
kiekiui, taip optimizuojant resursy sanaudas.

* Informacijos srauty valdymas kompiuteriy tinkluose — suplanuoti informacijos pakety per-
davimo eiliSkuma.

Taip pat tvarkara$¢iy uzdavinius galima klasifikuoti ir pagal ieSkomo sprendinio tipa, t. y. koks
yra tvarkaraScio sudarymo tikslas:

e Tvarkos nustatymo uZdavinys. Siuose uzdaviniuose jau yra nustatytas darby paskirstymas
pagal vykdytojus bei apibréZzti visi darby parametrai (atlikimo trukmé, gavimo laikas ir kt.).
Butina sudaryti kiekvieno vykdytojo darby atlikimo tvarkarasti (arba eiliSkuma).

* Suderinamumo uZdavinys. Pagrindinis démesys Siuose uzdaviniuose skiriamas darby atliki-
mo trukmes, gavimo laiko ir kity parametry parinkimui.

* Paskirstymo uzdavinys. Sie uzdaviniai apima optimalaus darby paskirstymo paieka pagal
vykdytojus.

IS esmés daugelis tvarkaras¢iy sudarymo uzdaviniy yra optimizacinio pobuidZio, t. y. susideda
i§ pasirinkimo (nustatymo) ty sprendimy tarp leistiny tvarkara$¢iy, kuriais pasiekiama optimali
tikslo funkcijos reikSmé. Paprastai optimalumas reiSkia minimalig arba maksimalig tam tikros
tikslo funkcijos reikSme. Tvarkarascio leistinumas suprantamas jo igyvendinamumo prasme, o
optimalumas — jo tikslingumo prasme.

1.1. Susijusiy darby analizé

TvarkaraSciy sudarymo uzdaviniy sprendimas kompiuteriy pagalba turi pakankamai ilga ir jvai-
rig istorija. 1967 m. grafo spalvinimas buvo pritaikytas paskaity tvarkarascio problemai [27]. Tais
metais Welsh ir Powell [28] iliustravo ry$j tarp tvarkara$¢iy sudarymo ir grafy spalvinimo bei su-
kiiré nauja bendra grafy spalvinimo algoritma, kuris leido efektyviau iSspresti (arba apytiksliai
iSspesti) minimalaus spalvy skaiciaus problema. Jiems taip pat sékmingai pavyko spalvinti grafus,
kylancius i$ tvarkaras¢iy sudarymo problemy, o konkreciau — i§ egzaminy tvarkarasciy sudary-
mo. 1969 m. Wood pasiulé grafo algoritma [29], kuris naudojo dvi n X n matricas, ¢ia n Zymi
grafo virSiiniy skaiciy; konfliktiné matrica C' buvo naudojama norint parodyti, kurios vir§iiniy po-



ros turi biiti nuspalvintos skirtingai dél uzdavinyje nustatyty apribojimy, ir pana§umo matrica S —
apibréZzti, kurios virStiniy poros turi biiti tos pacios spalvos. 1981 m. Dutton ir Bingham pristaté
du populiariausius euristinius grafy spalvinimo algoritmus. Perziiirint visas spalvas viena po kitos,
formuojama klika® nuolat jungiant dvi virSiines su labiausiai paplitusiomis gretimomis vir§inémis.
Pabaigoje identiSkas daZymas pritaikomas visoms sujungtoms vir§inéms.

1986 m. Carter [6] savo tyrime apie egzaminy tvarkara$¢ius remési grafy spalvinimo algorit-
mais ir euristikomis bei parodé, kad grafo teorinis poZidris yra vienas populiariausiy. Sis badas
buvo priimtas ir taikomas daugelyje Svietimo istaigy, kad iSspresty savo egzaminy tvarkarasciy
sudarymo problemas. 1991 m. Johnson, Aragon, McGeoch ir Schevon [14] jgyvendino ir iSban-
de tris skirtingus grafy spalvinimo buidus su atkaitinimo modeliavimo metodu, pastebédami, kad
atkaitinimo modeliavimo algoritmai gali pasiekti gery rezultaty, taciau tik tuo atveju, jei leidzia-
ma pakankamai didelé veikimo trukme. 1992 m. Kiaer ir Yellen [15] straipsnyje aprasé euristini
algoritma grafy spalvinimui, kurio pagalba sieké sudaryti universitety paskaity tvarkarascius. Pa-
sialyto algoritmo déka naudojant svorini grafa modelivojamas uzdavinys, kuriuo siekiama rasti
kuo maziausias grafo k-spalvinimo sanaudas (k yra galimy laiko intervaly skaicius) su minimaliu
konflikty skai¢iumi. 1994 m. Burke, Elliman ir Weare [5] pristaté planus dél universitety tvar-
karasSciy sudarymo sistemos, pagristos grafy spalvinimu ir apribojimy manipuliacijomis. Autoriai
aprase grafy spalvinimo ir patalpy paskirstymo euristinius metodus kartu iliustruodami kaip gali
buti sujungti Sie du elementai, kad biity sukurtas tvarkara$ciy sistemos pagrindas. Tyréjai taip pat
aptare keliy bendry tvarkarasc¢iy sudarymo funkcijy tvarkyma sistemoje, visy pirma atsizvelgiant {
egzaminy tvarkarasti. 1995 m. buvo pristatytas grafy spalvinimo metodas, kurio tikslas — optimi-
zuoti tvarkaras¢iy sudarymo uzZdaviniy sprendimus. Bresina (1996 m.) buvo vienas i$ ankstyvujy
mokslininky, kuris naudojo §i buda ir ineSé poky¢ius i rankini poZziuri, kuris buvo vykdomas uni-
versitetuose [4]. 2007 m. universiteto tvarkara$¢iui buvo pateiktas alternatyvus grafy spalvinimo
metodas, kuris daZymo proceso metu itrauké ir patalpy paskirstyma. 2008 m. C++ programavimo
kalba buvo sukurta Koala grafy spalvinimo biblioteka, apimanti daugelj praktiniy grafy spalvinimo
pritaikymy [8]. 2009 m. buvo pasiiilyti automatizuoti aproksimavimo algoritmai, skirti spresti mi-
nimalaus virSuniy spalvy skaiCiaus uzdavini. Be to, pastaraisiais metais mokslininkai tiria naujus
alternatyvius metodus, skirtus planavimo problemoms spresti siekiant geresnio rezultato.

1.2. Tvarkarasciy sudarymo algoritmy sudétingumas

TvarkaraSciy sudarymui naudojama daug skirtingy algoritmuy, kurie apdoroja apibréZtus tvar-
karaS¢io pradinius duomenis. Dauguma i$ juy priklauso NP-sudétingumo klasei (angl. nondeter-
ministic polynomial time). D¢l Sios prieZasties tik mazos apimties uzdaviniams gali biti rastas
tikslus sprendinys per priimting skaiciavimy laika [10]. Praktikoje paprastai ieSkomas apytikris
sprendinys, kuris buty kuo artimesnis optimaliam. Taikant tam tikrus klasikinius programavimo
algoritmus galima rasti praktiniu poZidriu priimtinus sprendinius. Sie sprendiniai gali biiti page-
rinti jvairiais euristiniais metodais, dauguma kuriy paremti gamtos nattraliais procesais.

Atskiru atveju tvarkarasciy sudaryma galima apibudinti kaip laiko intervaly priskyrima visiems
darbams esantiems saraSe tokiu buidu, kad kiekvienas darbas turéty savo laiko intervala, o darbai
kurie negali vykti kartu — turéty skirtingus laiko intervalus [22]. Paprastai pastarasis uzdavinys
suvedamas i grafo spalvinimo uzdavinj (placiau Zr. 3 skyriy) ir yra eksponentinio sudétingumo.

3Klika vadinamas grafo G poaibis, jeigu bet kurios dvi skirtingos, jei tokiy yra, §io poaibio vir§iinés yra sujungtos
briauna.



Visgi, jei gaunamas intervalinis grafas*, pastarojo spalvojimui taikomas polinominio sudétingu-
mo algoritmas. Polinominio sudétingumo (angl. polynomial time computable) uzdaviniai, kuriy
klasé Zymima P, daznai vadinami praktiSkai iSsprendziamais uzdaviniais, nes ju sprendimo laikas
(polinominiais algoritmais) yra gana trumpas. Taikydami Siuos algoritmus galime ieSkoti tiksliy
sprendiniy.

Nors tvarkara$ciy sudarymo uzdaviniy, kurie sprendZiami grafy pagalba, pakankamai daug,
taCiau sprendZiant praktines situacijas keliami reikalavimai iSplecia uzdavinio sudétingumg tiek,
kad iSspresti uzdavini per priimting laika nebepavyksta. Vis délto i§ anksto atsizZvelgus | metodo
vykdymo laiko sudétinguma galima nustatyti, ar taikomas problemos sprendimo algoritmas yra
tinkamas turimam duomeny kiekiui.

Algoritmy sudétingumas paprastai Zymimas O(f(n)), ¢ia f(n) — funkcija parodanti, kaip auga
algoritmui reikalingos atminties dydis arba vykdymo laikas didéjant pradiniams duomenims 7.
O(1) reiskia, kad algoritmo sudétingumas nepriklauso nuo duomeny kiekio, t. y. jis pastovus,
konstantinis; O(n) — priklauso tiesiskai nuo duomeny kiekio ir t. t. Metodai, kuriy sudétingumas
nuo O(1) iki O(n*), priklauso polinominio sudétingumo klasei P. Taiau egzistuoja daug svarbiy
taikomyjy uzdaviniy, kuriems kol kas sukurti tik eksponentinio O (k") arba faktorialinio O(n!)
sudétingumo algoritmai. Pastarieji priklauso NP-sudétingumo klasei.

Siame darbe sprendZiamas tvarkara¢iy sudarymo uzdavinys yra NP-sudétingumo klasés. Be
to, gaunamas grafas Siam uzdaviniui spregsti néra intervalinis, todél paprastai nepavyks sumaZin-
ti uzdavinio sudétingumo. Norint sprendima rasti per priimting laika, biitina naudoti euristinius
metodus, kurie, nors ir negarantuoja optimalaus sprendimo, bet tikétina, kad ras jam artima.

Optimizavimo uZdaviniams spre¢sti gali biiti taikomi jvair@is euristiniai paieSkos algoritmai.
Vieni 1§ Zinomiausiy tokiy metody pavyzdZziy yra Sie:

* godusis algoritmas (angl. greedy algorithm);

* atkaitinimo modeliavimo algoritmas (angl. Simulated Annealing algorithm);

* genetinis algoritmas (angl. genetic algorithm);

* paieska su draudimais algoritmas (angl. Tabu Search algorithm);

* skruzdziy kolonijos algoritmas (angl. Ant Colony Systems algorithm);

* spieciy algoritmai (angl. Swarm algorithms).

Kai kurios euristinés tvarkara$c¢iy optimizavimo paradigmos detaliau aptariamos 3.2 skyrelyje.

“Intervalinis grafas — intervaly aibés sankirty tieséje grafas. Toks grafas turi po viena vir$ine kiekvienam aibés
intervalui ir po briaung tarp kiekvienos virS§iiniy poros, jei atitinkami intervalai susikerta. Kitaip tariant, intervalinio
grafo vir§linés yra tam tikri intervalai tieséje, o bet kurios dvi vir§iinés yra sujungtos briauna tada ir tik tada, kai jas
atitinkantys intervalai susikerta.
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2. Grafy teorijos elementai

Grafy teorijos kaip matematinés disciplinos pradZia siejama su garsiuoju L. Oilerio 1736 m.
nagrinétu uZdaviniu apie Karaliauciaus (Kionigsbergo) tiltus. Ta¢iau mazdaug Simto mety laiko-
tarpyje Sio uzdavinio sprendinys buvo vienintelis grafy teorijos rezultatas. Didesnio susidoméjimo
grafy teorija ir su ja susij¢ klausimai sulauké sparciai plétojant elektros tinkly, kristalografijos,
organinés chemijos ir kity mokslo sri¢iy tyrimus.

Grafy teorija aktyviai vystési ir pastaruoju metu grafai ir su jais susij¢ tyrimo metodai skir-
tingais lygmenimis prasiskverbé beveik | visas Siuolaikinés matematikos sritis. Bendraja prasme
grafas — tai reiSkinys sutinkamas jvairiose gyvenimo srityse: planavimo ir valdymo teorijoje, tvar-
karasciy sudaryme, ekonomikoje, elektros, telefono, keliy arba geleZinkelio tinkluose ir daugelyje
kity sri¢iy. Grafai padeda vizualizuoti objekty ar {vykiy tarpusavio rySius sudétingose sistemose.
Tam, kad turétume tiksly isivaizdavima apie tyrimo objekta, biitina apibrézti darbe naudojamas
pagrindines savokas. Sis skyrius skirtas trumpai grafy teorijos apZvalgai: pateikiamas grafo api-
bréZimas ir pagrindiniai jo elementai.

2.1. Grafo sgvoka

Savoka grafas yra gimininga savokoms grafinis, grafika. IS tiesy, grafy modeliai turi paprasta
ir suprantama grafing interpretacija, kuri leidZia neiSeinant i§ grieZty matematiniy rémy vaizdZiai
pavaizduoti jvairiausius objektus.

Norédami apibudinti jvairiy sistemy, susidedanciy iS tarpusavyje sujungty elementy, struktiira
daznai naudojamos grafinés schemos, kuriose elementai atvaizduojami taSkais (apskritimais, sta-
Ciakampiais ir t. t.), o rySiai tarp juy — linijjomis. Kartu jie sudaro tai, ka matematikai vadina grafu.
Pirmasis grafo termina jvedé matematikas D. Kionigas 1936 m. Siuo metu mokslinéje literatiiroje
sutinkami keli grafo savokos apibrézimai. Formaliai grafa apibréZzti galima taip:

1 apibrézimas. Grafas G = (V, E) — tai aibiy pora; ¢ia V' — netusCioji aib¢, o aibé E yra aibés V
visy galimy dvielemenciy poaibiy aibé, t. y. £ C V x V. Aibé V' yra vadinama virStiniy aibe, o £
yra vadinama briauny aibe [30]. Kiekvienas elementas e € E yra aibes V' elementy pora (v;, v;);
Cia vir§unés v; ir v; vadinamos briaunos e galais.

1 pav. Nepilnojo ir pilnojo grafy pavyzdZiai. Iliustracija kair¢je: nepilnas grafas (ne visos virSunés
sujungtos su kitomis virSinémis tarpusavyje). Iliustracija deSing¢je: pilnas grafas (visos vir§iinés
turi tiesioging briaung su likusiomis vir§inémis).
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Sis grafo apibréZimas turi biti papildytas vienu svarbiu aspektu. Apibiidinant briauna gali-
ma atsizvelgti arba neatsizvelgti 1 dviejy galy iSdéstymo tvarka. Jei pastaroji néra svarbi, t. y.
(vi,vj) = (v;,v;), tai e vadinama neorientuota briauna. PrieSingu atveju, kai i§déstymo tvarka
svarbi, e vadinama orientuota briauna arba lanku. Jei grafas turi tik briaunas, tai jis vadinamas
neorientuotuoju grafu, o orientuotuoju grafu, jei — tik lankus. Kai kuriais atvejais naturalu tirti
miSrius grafus, turinCius tiek briaunas, tiek lankus.

Nagrinéjant grafa, paZymétina ir grafo pilnumo savybé. Grafas vadinamas pilnuoju, kai visos
vir§tinés yra sujungtos su kitomis vir§tinémis tarpusavyje. Pilnas grafas su n virSiiniy, turi @
briauny ir Zymimas f,. Ir atvirkSciai, nepilnajame grafe ne visos virSunés turi tiesioging briaung
su likusiomis vir§iinémis. 1 pav. pateikti nepilnojo ir pilnojo grafy pavyzdziai.

2.2. Kaeliai, trasos ir takai grafe. Grafo jungumo savoka

Nagrinéjant grafy teorija taip pat biitina paminéti tokias savokas, kaip: kelias, trasa, takas.
Kelias yra apibréziamas taip:

2 apibrézimas. Grafo G = (V, E) virSuniy seka: v;,, vi,, Vi, . . ., U;,, — vadinama keliu, jei bet
kuriuos du gretimus Sios sekos elementus jungia briauna, t. y. (vij,vij ) € Esuvisais 1 < j <
N —1[30].

Atitinkamai trasos ir tako apibréZimai yra formuluojami tokiu budu:

3 apibrézimas. Trasa grafe apibréZiama kaip kelias, kuris neturi pasikartojanciy briauny. Be to,
uzdara trasa vadinama grandine. Tuo tarpu takas grafe — kelias, kurio visos virStinés yra skirtingos.
Ciklas — tai uzdaras takas.

IS pries tai apibrézty savoky iSplaukia grafo jungumo savoka:

4 apibrézimas. Grafas G = (V, E) yra jungus, kai bet kuriai aibés V' elementy porai (v;,v;)
egzistuoja jas jungiantis kelias, t. y. toks kelias, kur v; — pradiné virSune, o v; — galiné [30].

Briauna, kurig pasalinus grafas tampa nejungiu, vadinama tiltu arba sagsmauka.

2.3. Grafo virsunés laipsnis. PlokScias grafas. Reguliarus grafas

Toliau darbe taip pat bus naudojama grafo virSiinés laipsnio sagvoka, kuri formuluojama sekan-
¢iu budu:

5 apibrézimas. Grafo G = (V, E) virSunés v; € V laipsniu deg (v;) vadinsime i§ vir§tineés v;
iSeinanciy briauny skaiciy [30].

VirSiineé vadinama lapu arba kabancia (angl. pendant), jei jo laipsnis lygus vienetui. Pavyz-
dZiui, auksciau pateikty nepilno ir pilno grafy (Zr. 1 pav.) kiekvienos virSiinés laipsnis atitinkamai
yradeg (v;) = 2ir deg (v;) = 4.

Visy grafo virSiiniy laipsniy suma randama pagal ranky paspaudimo teorema (angl. Handsha-
king Theorem):

1 teorema. Tarkime, G = (V, E) yra grafas. Tuomet visy grafo GG vir§aniy laipsniy suma yra lygi
grafo briauny skaiciui padaugintam i§ dviejuy:
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S deg (v) = 2|

Vj ev
Kalbant apie grafo planarumo problema, planarus arba ploksc¢ias grafas apibréziamas taip:
6 apibrézimas. Grafas G = (V, F) yra vadinamas planariuoju, jeigu ji galima pavaizduoti ploks-
tumoje taip, kad jo briaunos nesikirsty niekur (neturéty bendry vidiniy tasky), iSskyrus virSiiniy
taskus [30].

2 pav. Planariojo ir neplanariojo grafy pavyzdziai. Iliustracija kair¢je: planarus grafas (briaunos
nesikerta niekur tarpusavyje). Iliustracija deSinéje: neplanarus grafas (kai kurios briaunos kertasi
tarpusavyje — turi bendry vidiniy tasky).

Vienas 1§ neplanariojo grafo pavyzdZiy yra jau nagrinétas 5 vir§iiniy pilnasis grafas (Zr. 1 pa-
veikslo iliustracija deSinéje). 2 paveikslo iliustracijoje deSinéje taip pat atvaizduotas neplanarus
grafas, kuris vadinamas ,,komunaliniu grafu* (angl. utility graph) arba dar Tomseno vardu. Tokio
grafo pagalba yra iliustruojama Oilerio suformuota trijy komunaliniy paslaugy problema (angl. #h-
ree utilities problem), kuri gali buti jvardinta taip: tarkime, kad yra trys namai, kiekvienas i§ kuriy
turi buti prijungtas prie dujy, vandens ir elektros Saltiniy. Toliau keliamas klausimas, ar jmano-
ma tai padaryti vienoje plokStumoje, kad trijy minéty Saltiniy linijos nesikirsty. [rodyta, kad toks
uzdavinys sprendimo neturi, t. y. grafas yra neplanarus.

Grafo planarumo uzdavinio pritaikymo spektras platus. Viena i§ sri¢iy — elektroniniy grandiniy
gamyba. Elektroninés grandinés spausdinamos ploksteléje, kuri pagaminta i§ izoliacinés medzia-
gos. Kadangi spausdinamos grandinés yra neizoliuotos, jos neturi kirstis. IS ¢ia kyla klausimas,
kaip schemoje turéty biiti iSdéstomi kontaktai, kad ploksteléje galima biity atspausdinti nesikertan-
¢ias grandines.

Su grafy planarumo savybe taip pat susiduriama, sprendZiant Zemélapiy spalvinimo uZdavini.
Pastebétina, kad jeigu grafas gautas i§ Zemélapio, tai toki grafa galima pavaizduoti plokStumoje
taip, kad jo briaunos nesikirsty. Kitaip tariant, jis bus planarus.

3 pav. Plokstumoje pavaizduotas grafas turi 4 regionus: f1, fo, f3ir fy.

Verta paminéti, kad ploksc¢ias grafas turi papildoma atributa, kuris vadinamas regionu arba
veidu (angl. face).
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7 apibrézimas. Tarkime, kad grafas G = (V, E) yra planarus. Tuomet plok§tumos sritis apribotas
grafo briaunomis vadinsime regionais arba veidais [24].

Pazymeétina, kad su planariais grafais atlikta daug tyrimy, kuriy déka gauti reikSmingi rezulta-
tai, 1§ kuriy vienas Zinomiausiy yra Oilerio daugiakampiy formulé.

2 teorema. Tarkime, G = (V, F) yra jungus planarus grafas. Tuomet galioja tokia lygybé:
v—e+ f=2,
Cia v yra grafo virSiiniy skaicius, e — jo briauny skaicius ir f — jo regiony skaicius.
Kalbant apie reguliaruyji grafa (angl. regular graph), jis apibréZiamas taip:

8 apibreézimas. Grafas G = (V| F) yra vadinamas reguliariuoju, jei visy vir§aniy laipsnis sutampa,
t. y. kiekviena vir§tiné turi vienoda kaimyny skai¢iy. Grafo reguliarumo laipsnis Zymimas r(G).

Reguliaras grafai su r(G) < 2 klasifikuojami gana paprastai: 0-reguliarusis grafas sudary-
tas i§ izoliuoty virSiiniy — tuscias grafas; 1-reguliarusis grafas sudarytas i$ izoliuoty briauny; 2-
reguliarusis grafas sudarytas i iSsklaidyty cikly. Kai 7(G) > 2, tai n-reguliarusis grafas dar
vadinamas n-kubu. 4 paveiksle pateikti reguliariis grafai.

.
.S N\,
o

RN N

(a) (b) (c) (d)

4 pav. Reguliariyjy grafy klasifikacija. Iliustracija a: O-reguliarusis grafas. Iliustracija b: 1-
reguliarusis grafas. Iliustracija ¢: 2-reguliarusis grafas. Iliustracija d: 3-reguliarusis (kubinis)
grafas.

Verta paminéti, kad biitinos ir pakankamos k-reguliariojo grafo egzistavimo salygos yra k41 <

nirn x k — lyginis skai¢ius’, ¢ia n — grafo vir§tiniy skaicius, k — kiekvienos vir$iinés laipsnis.

SReguliariojo grafo visy briauny skaiius lygus "Tm todél n x k privalo buti lyginis. PrieSingu atveju (turint

nelyging sandauga) gautume pusg¢ briaunos, ko negali biti grafe.
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3. Grafo virsuniy spalvinimo problema

Grafy teorija aktyviai vystési per pastaruosius kelis deSimtmecius. Tai yra susij¢ su tuo, kad
grafy teorijos taikymo sritys sparciai pleciasi, didéja uzduociy, kurias galima iSspr¢sti naudojant
grafy teorijos metodus, skaicius. Pavyzdziui, pagrindiné uzduotis, susijusi su navigacija ar elektros,
gelezinkelio ir kity tinkly tiesimu, yra surasti trumpiausia kelig grafe. Kitas aktualus uzdavinys yra
tvarkaraS¢iy sudarymas. Pastarasis uZdavinys apima bet kokio pobudzio tvarkaras¢iy sudaryma:
nuo mokyklos tvarkara§¢io iki jmonéje atliekamy darby sekos. Sio uZdavinio apribojimai yra
negaléjimas vienu metu atlikti uzZduociy (pamoky, darbo ir kt.) deél tam tikry priezasCiy. Panasi
problema nuolat kyla skirtingose situacijose, tod¢l jai spresti reikalingi efektyviis algoritmai.

Kalbant apie grafy spalvinima, paprastai suprantama, kad kalba eina apie juy virSiiniy spalvi-
nima, t. y. spalvy priskyrimas grafo virSinéms tokiu budu, kad bet kokios dvi virSunés, kurios
turi bendra briauna, biity skirtingy spalvy. Kadangi grafai, kuriuose yra kilpy?®, tokiu biidu negali
biti nuspalvinti, jie néra tyrimo objektas. Formaliai grafo spalvinimo uzdavinys gali biiti uZraSytas
taip:

9 apibrézimas. Tarkime, kad turime grafa G = (V| E) ir spalvy rinkinj C'. Tuomet grafo nuspal-
vinimu yra vadinamas toks atvaizdis f : V(G) — C, kad kiekvienai grafo briaunai v;,v; € E(G)
teisinga nelygybe f(v;) # f(v;) [17]. Kartais toks spalvinimas vadinamas korektisku.

Viena i§ sudétingesniy grafy teorijos problemy yra grafo chromatinio skai¢iaus (paprastai Zy-
mimas Y (G)) nustatymas, t. y. minimalaus spalvy skaiCiaus, reikalingo grafo vir§tinéms nuspalvin-
ti, radimas. Toks uzdavinys priskiriamas NP-sunkumo uZdaviniy klasei. Siam uZdaviniui spresti
yra pasialyti jvairts algoritmai, taciau veiksmingo algoritmo paieSka tgsiasi. VirSuniy spalvinimas
leidZia modeliuoti daugeli planavimo problemuy, o biitent grafo spalvinimo algoritmo pagalba gali
buti i§sprestas tvarkaras¢iy sudarymo uzdavinys.

3.1. Ankstesniy tyrimuy analizé

Nemazai tyrimy, kuriuose mokslininkai vertino grafy spalvinimo problema ir jos sprendimo
algoritmus, yra atlikta. Vienas iS$ tokiy yra M. Aslan ir N. A. Baykan (2016) darbas, kuriame buvo
vertinami jvairiy euristiniy algoritmy efektyvumas ir naSumas grafo spalvinimo uZdaviniui spr¢s-
ti. Tyrime iSanalizuoti pirmo tinkamo (angl. First Fit), iSrikiavimo pagal didZiausig laipsni (angl.
Largest Degree Ordering), Welsh ir Powell, iSrikiavimo pagal prisotinimo laipsni (angl. Saturated
Degree Ordering) ir rekursyviai pirmo didZiausio (angl. Recursive Largest First) algoritmai (toliau
— atitinkamai FF, LDO, WP, SDO ir RLF), kurie literaturoje sitilomi vir§iiniy dazymo problemai
nagrinéti. Algoritmy veiksmingumas buvo palygintas pagal sprendimo kokybe ir skai¢iavimo lai-
ka. Tyrimui atlikti autoriai pasirinko ne atsitiktinius grafus, bet specifinius, pavyzdziui: registry
paskirstymo (angl. Register Allocation), Mycielski, knygos pavidalo (angl. Book Graph) ir kt.
Eksperimentiniai rezultatai parodé, kad RLF ir SDO algoritmai yra pakankami grafo spalvinimo
problemai, tuo tarpu kai FF metodas paprastai nepakankamas gauti artimga rezultata optimaliam.
Taip pat nustatyta, kad registry paskirstymo, Mycielsky, knygos grafams WP algoritmas rasdavo
geriausig sprendima per trumpiausia laika. Apibendrinant, autoriai pri¢jo prie iSvados: visy pir-
ma, reikia jsitikinti, kad sprendZiama problema yra artima grafo spalvinimo uzdaviniui ir gali bti
sugretinta su vienu i$ standartizuoty grafy. Tuomet galima pritaikyti atitinkamus grafo spalvinimo
algoritmus, kad biity rastas geriausias sprendimas ir taip sutaupyti laiko [2].

®Kilpa — briauna, kurios pradZia ir galas sutampa.
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PanaSy tyrima keleriais metais anksciau atliko A. Mansuri, V. Gupta ir R. S. Chandel (2010).
Siame darbe buvo nagrinéjami keturi euristiniai algoritmai: FF, LDO, i§rikiavimo pagal incidenéiy
laipsni (angl. Incident Degree Ordering) (toliau — IDO) ir SDO - ir pasiiilytos jy modifikacijos.
Autoriai tyrimui atlikti naudojo atsitiktiniu budu sugeneruotus grafus, kurie turéjo skirtingus vir-
Suniy skaiciy ir tankuma. Gauti rezultatai parodé, kad pagal apskaiCiuota chromatini skaiciy pras-
Ciausias buvo FF algoritmas. Empiriskai nustatyta, kad LDO naudodavo maZesni spalvy skaiciy
nei IDO, kai tuo tarpu SDO naudodavo mazesni spalvy skaic¢iy uz abu IDO ir LDO algoritmus.
Taip pat autoriai darbe pasiiilé du hibridinius algoritmus, sujungdami LDO su IDO ir SDO su
LDO. Atlikus eksperimentus modifikuoty algoritmy pagalba nustatyta, kad hibridiniai metodai
yra geresni nei originalis [20].

Grafy spalvimo problema ir jos sprendimo metodus taip pat nagrinéjo H. Ayanegui ir A. Chavez-
Aragon. Norédami nustatyti sugeneruoto grafo chromatini skaiciy, tyréjai taike atkaitinimo mode-
liavimo algoritmg. Nors Siuo metodu buvo gaunami pakankamai neblogi rezultatai, tac¢iau spren-
dimai ne visada buvo optimalis. D¢l to tam, kad gauty tikslesnius rezultatus, tyréjai pasialé algo-
ritma, pagrista priimtino slenkscio (angl. Threshold Accepting) ir Davis-Putman metodais. Atlikti
skai¢iavimai parodé¢, kad tyrimo autoriy pasiiilyta algoritmo modifikacija yra tikslesné ir duoda
geresnius rezultatus nei tradicinis atkaitinimo modeliavimo algoritmas [1].

Dar vieng euristinio pobudZio grafy spalvinimo uZdavinio sprendimo biida savo darbe pristate
D. C. Porumbell, J. Haol ir P. Kuntz (2009). Grafo spalvinimo problemai spr¢sti buvo pasirinktas
klasikinis tabu paieSkos algoritmas (toliau — TS). Taciau siekdami gauti dar geresnius rezultatus,
tyréjai pabandé modifikuoti pastaraji metoda ir pristaté euristini pozicija vadovavimosi tabu paies-
kos (angl. Position Guided Tabu Search) algoritma (toliau — PGTS). Sis metodas leido pagerinti
klasikinio TS algoritmo rezultatus bet kuriam sugeneruotam grafui. Be to, tyréjai pastebéjo, kad
PGTS yra pakankamai efektyvus algoritmas lyginant su kitais metodais apraSytais literatiroje gra-
fo spalvinimo problemai spresti. ISskyrus kelis grafy atvejus, PGTS rasdavo geriausig spalvinimo
variantg [26].

Grafo spalvinimo problema doméjosi ir J. O. Hajduk (2010). Kaip ir ankstesniame darbe au-
torius tirdamas grafo spalvinimo uZdavini, pritaiké TS algoritma. Jis sieké nustatyti, kokia itaka
uzdavinio sprendimui turi uzduodami TS algoritmo parametrai. Darbe parodyta, kad jmanoma
sumaZzinti TS parametry skaiciy nepakenkiant algoritmo veikimo naSumui. Visgi paZymeétina, kad
paliekami parametrai turi buti atrenkami atsargiai. Tyréjas pasiiilé tabu paieskos mechanizma, ku-
ris gali buti naudojamas nustatyti, ar algoritmas yra istriges paieSkos srityje, kas gali buti nulemta
netinkamo parametry verciy pasirinkimo [12].

1991 m. L. Davis paskelbé savo darba apie genetinio algoritmo taikyma grafo spalvinimo prob-
lemai spresti [7]. Genetinis algoritmas — tai optimizavimo procediiros, kurios atkartoja tam tikros
populiacijos ir sprendimy kandidaty evoliucija, artéjant prie geriausio uzduoties sprendimo. Tai
reiSkia, kad Sios procediiros turi kelias priemones rekombinuoti sprendimus i naujus sprendimus ir
pasirinkti dali populiacijos, kuri laikoma blogesne uz likusia populiacijos dali, ir ja atmesti. Da-
viso sitlomas algoritmas kodavo sprendimus, kaip virSiiniy perstatymus. Nors pasitilyto metodo
rezultatai ir buvo geresni uz godziyjy algoritmy, taciau lyginant su kitais literatiroje minimais
euristiniais algoritmais $is pasirodé esas maziau nasus.

Genetinio algoritmo pagalba grafo spalvinimo problema sprendé ir S. M. Douiri bei S. Elber-
noussi (2014). Sujunge genetinj algoritma su lokalios paieSkos euristika (angl. local search he-
uristic), tyréjai darbe pristaté genetinio algoritmo hibrida. Eksperimentiniai skai¢iavimai, kuriems
atlikti autoriai pasirinko 68 grafus, i$ kuriy 12 — turéjo po 900, 1000, 2000 ir 4000 virSiiniy, paro-
de, kad ju pasiulytu biidu gauti rezultatai buvo labai konkurencingi, lyginant su to meto labiausiai
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Zinomais rezultatais, paskelbtais literatiiroje [9].

Apibendrinant prie§ tai aptartus tyrimus, matyti, kad grafy spalvinimo problema yra aktuali
ir plétojama iki Siy dieny. Remiantis minéty ir kity tyréjy patirtimi, Siame darbe bus bandoma
praplésti nagrinéjama tema pritaikant euristinius grafo spalvinimo metodus.

3.2. Grafy spalvinimo algoritmai

Atsizvelgiant 1 prie§ tai minétus darbus, galima teigti, kad egzistuoja nemazai algoritmu, skirty
virsiiniy spalvinimo problemai spresti. Siame skyrelyje aprasomi keliy grafo spalvinimo algoritmy
atlikimo etapai, kurie yra sitlomi literattiroje tvarkaras¢iy sudarymo problemai spresti.

3.2.1. Pilno perrinkimo algoritmas

Pilnas perrinkimas (arba grubios jégos metodas, angl. brute force) — matematiniy uzdaviniy
sprendimo budas, kuris priklauso sprendimo paieskos metody klasei, kai iSbandomi visi galimi
sprendiniai. Pilno perrinkimo sudétingumas priklauso nuo visy galimy uzdavinio sprendiniy skai-
¢iaus. Nors tik pilnas perrinkimas gali pateikti visada teisinga ir optimaly uzdavinio sprendima,
taciau, jeigu sprendiniy erdvé yra labai didele, tai Sis metodas praranda prasme, nes sprendimo
ieSkojimas gali uZtrukti kelias valandas, dienas, metus ar net Simtmecius. D¢l Sios priezasties Sis
algoritmas taikomas tik nedideliems grafams.

(a) (b) (c) (d)

5 pav. Pilno perrinkimo pavyzdys. Grafas turi 4 viriines, todél galima sudaryti 4* = 256 spalvy
kombinacijy, t. y.: 0000, 0001, ..., 0101, ..., 33337, Pasirenkamas pirmas spalvy derinys ir nuspalvi-
namos grafo virSunés (a iliustracija). Kadangi bent viena i§ kaimyniniy virStiniy turi ta pacia spal-
va, pirmasis spalvy derinys néra sprendinys. Su antragja kombinacija gaunama analogiska situacija
(b iliustracija). Algoritmas uzbaigiamas patikrinus visus imanomus spalvy variantus (d iliustraci-
joje patikrintas paskutinis derinys). Sprendinys yra pirmas tinkamas variantas su maziausiu spalvy
skai¢iumi (c iliustracija). Siuo atveju chromatinis skai¢ius y(G) = 2.

Pilno perrinkimo algoritmas grafo virStiniy spalvinimo problemai spresti atrodo taip:

1 Zingsnis. Sudaromas visy imanomy spalvy kombinacijy sarasas. Jei grafas turi n virStniy, tai i$
viso galima sudaryti n" spalvy kombinacijy.

2 Zingsnis. Iteruojama per sudaryta spalvy kombinacijy sarasSa ir tikrinama, ar imanoma su pasi-
rinktuoju spalvy deriniu nuspalvinti grafa taip, kad bet kokios dvi vir§iinés sujungtos tarpusavyje
briauna turéty skirtinga spalva. Suradus pirmaja tokia spalvy kombinacija, pastaroji iSsaugoma.
Paieska tesiama toliau.

"Paprastumo délei spalvos Zymimos skaiiais. Siuo atveju: 0 — raudona, 1 — geltona, 2 — Zalia, 3 — mélyna.
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3 Zingsnis. Jei surandamas sekantis reikalavimus tenkinantis spalvy derinys, lyginamas pastaro-
jo spalvy skaicius su paskutinio iS§saugoto derinio spalvy skai¢iumi (prieSingu atveju pereiti prie
5 Zingsnio). Jei pirmasis yra maZesnis, tai senoji iSsaugota spalvy kombinacija pakei¢iama naujai
surastaja.

4 Zingsnis. 3 Zingsnis kartojamas tol, kol randama sekanti reikalavimus tenkinanti spalvy kombi-
nacija.

5 Zingsnis. Paskutinio iSsaugoto derinio spalvy skaiCius ir bus sprendimas, t. y. chromatinis skai-
cius.

3.2.2. Godusis algoritmas

Godusis algoritmas — tai eurisiniy algoritmy klasei priskiriamas metodas, kuris kiekviename
zingsnyje pasirenka tuo momentu geriausia varianta. Sis algoritmas paprastai yra efektyvus, ta¢iau
kiekviename Zingsnyje renkantis lokalyji optimuma, nebutinai gaunamas globalusis optimumas.
Atsizvelgiant i godziojo algoritmo savybes, pastarasis tinkamas grafo virStiniy spalvinimo prob-
lemai spresti. Be to, Sio metodo pateikiami rezultatai yra pakankamai konkurencingi lyginant su
kitais Zinomais algoritmais [19].

Literatiiroje minimos kelios godziojo metodo modifikacijos, kurios skirtos grafo daZzymo prob-
lemai nagrinéti. Viena 1S jy — iSrikiavimo pagal didZiausig laipsni (angl. Largest Degree Ordering)
— pristatoma Sioje darbo dalyje.

6 pav. Godziojo algoritmo pritaikymo pavyzdys. Originalus grafas (iliustracija kairéje) ir tas pats
grafas nuspalvintas godZiojo algoritmo pagalba (iliustracija de$inéje). Siuo atveju chromatinis
skaiCius x(G) = 3.

Tarkime, kad turime grafag G, kurio virSuniy aibé aprasoma kaip V' = {vy, va,...,v,}, 0 vir-
Stniy spalvy aibé — C' = {cy, ¢a, . .., ¢, }. Tuomet iSrikiavimo pagal didZiausia laipsnj algoritmas
vykdomas taip [2]:

1 Zingsnis. Sukuriama tuScia spalvy aibé ir apskaiiuojamas kiekvienos grafo virSunés laipsnis
deg (v;), ¢ia j = 1,2,...,n. Visi apskaiciuoti vir§uniy laipsniai pridedami prie grafo vir§uniy
laispniy saraso.

2 Zingsnis. 1§ grafo virSiiniy laipsniy saraSo pasirenkama didZiausia laipsni turinti nenuspalvinta
virSune (jei laipsniai sutampa, vir§inés renkamos jos numerio didéjimo tvarka). Pasirinkta virStng
bandoma nuspalvinti viena i§ spalvy 1§ spalvy aibés. Jei pastaroji tusc¢ia arba joje néra tinkamos
spalvos, t. y. visos spalvos naudojamos kaimyniniy vir§tiniy, apibréZiama nauja spalva, kuri pride-
dama i spalvy aibg ir priskiriama pasirinktai vir§tnei.
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3 Zingsnis. 2 zingsnis kartojamas tol, kol egzistuoja bent viena nenuspalvinta virSiné. PrieSingu
atveju algoritmas nutraukiamas — chromatinis skaicius lygus spalvy aibéje esanciy spalvy skaiciui.

1 lentele. Grafo spalvinimo rezultatai gauti taikant godyji (iSrikiavimo pagal didZiausia laipsni)

algoritma.

VirSiinés numeris 0 1 2 3 4 5 6
VirSunés laipsniy skaicius 2 3 4 2 3 2 2
VirSiiniy pasirenkimo tvarka 4 2 1 D 3 6 7
VirSiines spalvos T3 T 1 ro ) 1 T

Saltinis: sudaryta autoriaus.

Pastaba: r1, ro, r3 Zymi atitinkamai raudona, geltona, Zalia spalvas 6 paveiksle.

3.2.3. Atkaitinimo modeliavimo algoritmas

Atkaitinimo modeliavimo algoritmas yra dar vienas euristinis metodas, kurio esmé paremta
statistine fizika, o butent atkaitinimu. Atkaitinimas apibréZiamas kaip procesas, kurio metu ho-
mogeniskas metalinis kiinas iSlydomas ir po to temperatiira létai mazinama, iSlaikant ja artima
minimaliai. Metalinio kiino energija priklauso nuo atomy iSsidéstymo jame. Véstant kunui, jis
linkgs mazinti energijos kieki, taciau egzistuoja tikimybé pereiti | busena su didesne energija nei
esama. Kai pasiekiama $iluminé pusiausvyra, kiino biisena daugiau nebegali keistis [3]. Siuo faktu
ir grindZiamas atkaitinimo modeliavimo algoritmas.

Visgi egzistuoja problema, kad judant energijos mazinimo kryptimi yra galimybé istrigti lo-
kaliame minimume ir likti nepakankamai stabilioje biuisenoje. Siekiant to iSvengti, naudojamas
algoritmas, kuriame atsizvelgiama i galimybg pereiti | biisena su didesne energijos verte.

Energijai yra gana sunku sukurti akivaizdy ekvivalentg optimizuojamoje sistemoje, taciau tin-
kamai pasirinkus §j lygiavertj parametra, galima gauti patikimus euristinius sprendimus, susijusius
su optimizavimo uZdaviniais, nes daugelis i$ juy gali buti suvesti prie bet kokios minimizuojamos
arba maksimizuojamos reikSmes [3].

Algoritmas atlieckamas keliais etapais. Kiekvienas Zingsnis susideda i§ dabartinés busenos at-
sitiktinio pakeitimo ir biisenos, esancios dabartinés kaimynystéje, sukiirimo. Kai tik gaunamas
naujas sprendimas, generuojamas tikslo funkcijos atsakymas, kuris lemia, ar galima dabarting bu-
seng pakeisti kg tik sugeneruota. Jei tikslo funkcijos pokytis yra neigiamas, dabartiné buisena i$
karto pakeiCiama naujaja, prieSingu atveju pastaroji priimama, kai ji tenkina Metropolio® krite-
rijy. Jei Sis kriterijus netenkinamas, dabartiné biiklé nesikeicia. Norédami pritaikyti algoritma
sprendZiamai uZduociai, reikia atlikti keturis esminius veiksmus:

* jvardinti galimus sprendimus;

* apsibrezti tikslo funkcija;
apsibrézti kaimyniniy biseny sukiirimo mechanizma;

 sukurti ,,vésinimo* mechanizma.

8Metropolio kriterijus nurodo, kad jei skirtumas tarp tikslo funkcijy dabartinés ir naujosios biisenos veriy yra
didesnis arba lygus nuliui, tuomet generuojamas tolygiai pasiskirstes atsitiktinis skaiius 4, ir jeigu teisinga nelygybé
Eo—E
§<e Tt (Gia By yra nauja energija, o F/y — sena energija), tai sukurta blisena yra laikoma dabartine.
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Tam, kad ,,vésinimas* vykty sklandZiai, butina nustatyti keturis parametrus: prading tempe-
ratira, taisykle, pagal kuria temperatiira keiciasi, iteracijy, kurios turi buti atliktos kiekviename
Zingsnyje, skaiciy ir sustabdymo paieskos kriterijy.

Egzistuoja keletas budy, kaip organizuoti ,,vésinimo* mechanizma, daznai naudojama geo-
metriné vésinimo taisyklé. Remiantis Sia taisykle, temperatira apskai¢iuojama pagal formulg
T;+1 = c1;, ¢ia c — konstanta, kuri paprastai yra Siek tieck maZesné uz vieneta. Taip pat tempe-
ratiros funkcija gali buti uZrasyta tokiu budu T'(n) = L=z, &ia n — jau atlikty Zingsniy skaiCius.

Toliau pristatomi keturiy spalvy uzdavinio sprendimo rezultatai pritaikius atkaitinimo mode-
liavimo algoritma. Tarkime, turime planaryji grafa G (apie grafy planaruma Zr. 2.3 skyrelj). At-
sizvelgiant i keturiy spalvy teorema’ (angl. Four Color Theorem), uzdavinio sprendimo pradZioje
kiekviena grafo G virSiiné atsitiktinai nuspalvinama i vieng i§ keturiy turimy spalvy. Bitina per-
spalvinti grafo virSiines tomis pac¢iomis keturiomis spalvomis tokiu biidu, kad bet kokios dvi vir-
Stinés sujungtos briauna nebity tos pacios spalvos. Tegul Siame uzZdavinyje energijos ekvivalenty
atitinka briauny skai€ius, kurios jungia tos pacios spalvos virSiines. Buseny aib¢ vadinsime visy
galimy virStiniy spalvinimo keturiomis spalvomis varianty saras$a. Kaimyninémis vadinsime dvi
biisenas, kurios skiriasi ne daugiau kaip viena virStinés spalva. Nustatomos maksimali ir minimali
temperatiiros, tegul Ty, = 20, Thin = 1073, Kadangi nuspresta apskai¢iuoti esamg tempera-
tira pagal formulg 7'(n) = % minimali temperatura turi buti grieztai didesné uz nulj. Prie§
pradedant algoritma Zingsnio numeris yra vienetas. Toliau algoritmas vykdomas taip:

1 Zingsnis. Atsitiktinai sugeneruojama busena-kandidaté.

2 Zingsnis. Atsitiktinai pasirenkama viena i§ konfliktuojanciy virSiiniy ir nudaZzoma nauja spalva —
taip gaunama kaimyniné busena.

3 Zingsnis. Skai¢iuojamas energijy skirtumas.

4 Zingsnis. Jei skirtumas yra maZesnis nei nulis arba tenkinamas Metropolio kriterijus, pereinama
1 pasirinkta biisena.

5 Zingsnis. Inkrementuojamas Zingsnio numeris.
6 Zingsnis. Apskai¢iuojama esama temperatira.
7 Zingsnis. 2—6 zingsniai kartojami tol, kol dabartiné temperatura yra aukStesné nei minimali.

Pradines salygas ir galutinj rezultatg galima pamatyti 7 pav.

7 pav. Keturiy spalvy uzdavinys. Pradiné uzdavinio busena (iliustracija kair¢je) ir galutiné biisena
(iliustracija deSingje).

“Matematiné teorema, teigianti, kad norint bet kokj planaryji grafa nuspalvinti taip, kad bet kurios dvi grafo virsa-
nés sujungtos briauna nebuty vienodos spalvos, uZtenka keturiy skirtingy spalvy. Teorema jrodyta 1976 m. panaudo-
jant kompiuterius [30].
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3.2.4. Genetinis algoritmas

Genetinis algoritmas yra euristinis paieSkos algoritmas, naudojamas sprendZiant optimizavimo
ir modeliavimo uZdavinius atsitiktinai atrenkant, derinant ir kei¢iant ieSkomus parametrus, nau-
dojant mechanizmus analogiSkus natiiraliai atrankai gamtoje. Sie metodai yra paremti evoliuciniu
gamtos modeliu, kai didéjant karty skaiciui individai tampa vis tobulesni ir labiau prisitaike prie
aplinkos salygu. Be to, jie turi bendra struktiirg ir darbo eiga, taciau pagal konkrecia problema
jie skiriasi specifinémis detalémis. Algoritmas susideda i tévy atrankos (angl. parent selection),
kryZzminio (angl. crossover) ir mutacijos (angl. mutation) metody [13]. Bendrai genetinis algorit-
mas atliekamas pagal sekancius Zingsnius:

1 Zingsnis. Atsitiktinai sukuriama populiacija.
2 Zingsnis. lvertinamas kiekvienos chromosomos tinkamumas ir pasirenkamos dvi geriausios.

3 Zingsnis. Pritaikomas kryZminis (rekombinacijos) metodas naujoms (vaikinéms) chromosomoms
gauti.

4 Zingsnis. Kiekviena vaikiné chromosoma apdorojama mutacijos operatoriais.

5 Zingsnis. [vertinamas kiekvienos chromosomos tinkamumas: jei pasiekiamas optimalus spren-
dinys'®, algoritmas stabdomas, prieSingu atveju atnaujinama populiacija ir kartojama viskas nuo
2 7Zingsnio, kol gaunamas optimalus sprendinys.

Toliau pateikiamas siilomo genetinio algoritmo formalizavimas grafy spalvinimo uzdaviniui
spresti [21]:

Geny seka. Geny seka (g, g1, - - - , gn—1) reprezentuoja grafo virs§tniy V' (G) spalvas, ¢ia g;(0 <
i < n— 1) teigiamas sveikas skaicius.

Populiacijos sukiirimas. Rekombinacijos ir mutacijos tikimybés yra p.. ir p,, atitinkamai. g Zymi
kartos numerj, o P, — atsitiktinj g kartos geny seky sarasa, t. y. populiacija. Tuomet N = |P,| yra
populiacijos dydis (g kartos chromosomy skaiius). Populiacijai Py (¢ = 0) sukuriama N geny
seku.

Tikslo funkcija. Tarkime f(G) > 0 yra bendra tinkamumo (angl. fitness) funkcija grafui G, o
taip pat skirtingy sveikyjy skaiciy (Siuo atveju skirtingy spalvy) chromosomoje skaic¢ius. Tuomet
grafo spalvinimo uzdavinio tikslas minimizuoti funkcija f(G).

Konfliktiniai genai/briaunos. Chromosomos s = (g, S1, ..., i, ..., Sj,...,S,—1) genai s; ir s;
yra konfliktiniai tada ir tik tada, kai s; = s; ir i, j € E(G), t. y. kaimyninés virSaneés turi ta pacia
spalva.

Tinkamumo jvertinimas ir pasirinkimas. Ruletés metodas (angl. fitness proportionate selection
arba roulette wheel selection) naudojamas tam tikry geny seky pasirinkimui kiekvienoje kartoje g
ir atliekamas taip:

» apskaiCiuojama kiekvienos geny sekos 7 (1 < ¢ < N) tinkamumo funkcija F(¢) populiaci-
joje P, kaip konfliktuojanciy briauny skaicius esantis toje sekoje;

N
* apskaiciuojama kiekvienos ¢ chromosomos tikimybé: p(i) = F'(i)/ > F(i);
i=1

* kiekvienai 7 chromosomai apskaitivojamas: F(i) = N x p(i);
* pasirenkamos dvi geriausios geny sekos, kuriy £/(7) reik§més maZiausios.

10K adangi genetinis algoritmas yra euristinis metodas, tai kalbant apie optimaly sprendima turima omenyje, kad jis
artimas optimaliam.
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KryZminis (rekombinacijos) metodas. Rekombinacijos metu yra generuojamos naujos geny se-
kos. Atsitiktinai pasirenkama tikimybé p.,.. Jei pastaroji yra didesné nei rekombinacijos tikimybeé
Pe, tai pasirinktoms dviem geriausioms geny sekoms pritaikomas kryZminis metodas, kuriuo metu
gaunamos naujos chromosomos (prieSingu atveju pereinama prie mutacijos metodo).

Mutacijos metodas. Rekombinacijos metu gautos vaikinés chromosomos su atsitiktinai sugene-
ruota tikimybe p,,, paveikiamos mutacijos operatoriumi, jei pastaroji tikimybé didesné nei muta-
cijos tikimybé p,,, (prieSingu atveju pereinama prie uzbaigimo ir populiacijos atnaujinimo etapo).

UZbaigimas ir populiacijos atnaujinimas. Apskaic¢iuojama kiekvienos naujai gautos geny sekos
tinkamumo funkcija F'(i'). Jei bent viena reik§mé lygi O (néra konfliktiniy geny), pereinama prie
paskutinio etapo. PrieSingu atveju padidinamas kartos numeris g = g + 1, populiacija P, atnauji-
nama pakeiciant senas chromosomas naujai gautomis vaikinémis chromosomomis — ir pereinama
prie tinkamumo jvertinimo ir pasirinkimo etapo.

Optimalus sprendimas. Gautas optimalus sprendimas. Generacija stabdoma.

3.2.5. Tabu paieskos algoritmas

Tabu paieskos algoritmo pradininku laikomas F. Gloveras [11], kuris i§ esmés pasitlé nau-
ja lokalios paieSkos schema. Pagal ja algoritmas neapsistoja lokalaus optimumo taSke, kaip tai
nurodyta standartiniame lokalaus nusileidimo algoritme, bet leidZiama keliauti i§ vieno lokalaus
optimumo 1i kita, tikintis tarp juy rasti globaly optimuma. Tabu paieskos atveju toleruojami spren-
diniai, galintys pabloginti rezultata, jeigu néra tokiy, kurie pagerinty ji (pavyzdZziui, kai paieSka
istrigo grieztai lokaliame minimume). Pagrindinis mechanizmas, kuriuo déka algoritmas gali is$-
eiti 1S lokalaus optimumo, yra draudimy saraSas (toliau — tabu), neledZiantis paieSkai grizti prie
anksciau aplankyty sprendiniy. Tabu paieSkos vykdymo metu naudojamos atminties strukturos,
kurios apibudina aplankytus sprendinius arba tam tikry taisykliy rinkinius. Jei galimas sprendimas
anksciau buvo aplankytas arba paZeide taisykle, jis pazymimas kaip ,,tabu* (draudZiamas), kad i
pastaraji algoritmas pakartotinai neatsizvelgty. Tabu paieSkos algoritmo modifikacija skirta grafy
spalvinimo problemai spre¢sti vadinama Tabucol.

Tabucol algoritmas pradedamas atsitiktinai generuojant k-spalvy derini, kuriuo nuspalvinamas
uzduotas grafas . Tai (beveik neabejotinai) nebus optimalus grafo nuspalvinimas. Tikslo funk-
cija f., kuria Tobucol metodu stengiamasi minimizuoti, yra lygi konflikty skaic¢iui konfigiiracijoje
(spalvy derinyje) f. = S2F_ |V(i,j) € E : ¢(i) = ¢(j)|. Jei rastas toks spalvy derinys C, kad
fe(C) = 0, tai jis yra optimalus. Tabucol paieskos erdveé €2, kuria sudaro visi imanomi grafo G
spalvinimo variantai: |V |*. Konfigiiracijos C' € € kaimynai C’ gaunami kei¢iant vienos konflik-
tuojancios virSiinés spalva.

Sugeneravus pradini spalvy rinkini Tabucol algoritmas vykdomas tol, kol surandamas tinkamas
sprendinys arba pasiekiamas nustatytas laiko ar iteracijy limitas, o taip pat graZinamas maziausias
surastas konflikty skaicius. Kiekviena algoritmo iteracija susideda i§ sekancio pakeitimo parinki-
mo (atitinka naujo spalvy derinio priskyrima), jo taikymo ir tabu saraso sudarymo.

Sekancio pakeitimo pasirinkimas atliekamas taip: i$ visy galimy pakeitimy iSrenkami tie, kuriy
pagerinimas f,. yra didZiausias. Tuomet atsitiktine tvarka pasirenkamas vienas i§ jy. Pasirinkus
pakeitima, pastarasis yra pritaikomas, kitaip tariant, pereinama prie kaimyninés konfigiiracijos. Be
to, jis neturéty biti pritaikomas tam tikram iteracijy skaiciui. Pastarasis apspendZiamas tabu dydZiu
T;. 1) priklauso nuo tikslo funkcijos ir iteracijy, kai tikslo funkcija liko nepakitusi, skaiciaus m,
ty. Ty = ax f(C)+random[0, A]+ [ .2, ¢Gia v € [0, 1] ir [ " | — komponente, kuri padeda

ax Mmax

algoritmui pereiti 1 nauja paieSkos erdves dali, kai jis patenka i amZino ciklo busena. Kaip greitai
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tai ivyksta, priklauso nuo m,,,, dydzio [12]. Zemiau pateikiamas Tabucol algoritmo pseudokodas.

1 algoritmas. Tabu paieska (G, k)

1: Atsitiktinai generuojamas spalvy derinys C'
2: while konfliktySkaicius # 0 and not pasiektas nustatytas laiko ar iteracijy limitas do
3:  {Randamas ne tabu kaimynas C", kurio tikslo funkcijos pagerinimas yra didZiausias. C’ yra

.o . L. .. . . C(i):=t' . .
tabu tada ir tik tada, kai pora (¢, '), atitinkanti pakeitima C l> (', yra pazyméta tabu. }

4. (' «+ rastiDidZiausiqPagerinimq(N(C))
5:  {Atliekamas pakeitimas}
6: C <+ ('
7. if f. nepasikeité then
8: inkrementuoti(m)
9: else

10: m<+ 0
11:  end if

122 T} < ax f(C) 4+ random[0, A] + m/myax
13:  Pora (i,4") pazymeéti tabu 7 iteracijoms.

14:  if f.(C) < f.(Chest) nepasikeité then

15: Chest — C

16: end if

17: end while

18: return f,(Ches)

3.3. Praktinis pritaikomumas

Apart jprasty tvarkaraS¢iy sudarymo grafy spalvinimo taikymo spektras praktiniy problemy
sprendimui yra labai platus. Kadangi daugeliu atvejy sudétingas uzdavinys negali biiti iSsprestas
efektyviai (sprendimas pareikalauty labai dideliy laiko sanaudy), realizuojami algoritmai naudo-
ja skirtingy rasiy apribojimus ar aproksimacijas, kad galéty atlikti skai¢iavimus per pakankamai
trumpa laika. Toliau aptariami keli potencialtis taikymo atvejai.

Dazniy paskirstymas radijo stotims. Tarkime, kad norime paskirstyti transliavimo dazZnius tarp
vietiniy radijo stoCiy. Pagal grafo spalvinimo uZdavini kiekviena stotis atitinka grafo virSiing, o
dazZniai — spalvas. Jei dvi stotys yra labai arti viena nuo kitos, jos sujungiamos briauna. Tokiu
budu Sios stotys negali naudoti ta pati daznj (turéti vienoda spalva), nes prieSingu atveju bty
susiduriama su daZniy trukdziais. Praktikoje toki grafa nebiity pernelyg sunku nuspalvinti, kol
turime pakankamai dideli dazniy kieki, palyginti su stociy, esanciy greta viena kitos, skaic¢iumi.

Sudoku galvosiikio sprendimas. Taip pat galime modeliuoti galvostki Sudoku, nustatant po
vieng virSiing kiekvienam langeliui. Populiariausios yra 9 x 9 langeliy lentelés su 3 x 3 boksais.
Spalvos yra devyni skaiciai, o kai kurie i$ jy yra i§ anksto priskirti tam tikroms vir§inéms. Dvi
vir§unés yra sujungtos briauna, jei jy langeliai yra tame paciame bokse, eilutéje arba stulpelyje.
Galvosiikis yra i§sprendZiamas, jeigu galime nuspalvinti §i grafa devyniomis spalvomis, atsizvel-
giant | i§ anksto priskirtas spalvas.

Zveme'lapiu spalvinimas. Tikriausiai viena i§ seniausiy spalvinimo problemy yra skirtingy Saliy
spalvojimas Zemélapyje. Siuo atveju originalus Zemélapis yra grafas, kuriame regionai yra a-
lys. Norédami sumodeliuoti spalvinimo problema, turime tai konvertuoti | dviguba grafa, kuriame
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kiekvienas regionas yra vir§iné, o du regionai sujungiami briauna, kai $alys turi bendra siena. Siuo
atveju turime plokstyji grafa, o tai Zymiai palengvina spalvinima.

Léktuvy skrydZiy tvarkarastis. Tarkime, kad turime k orlaivius, kuriuos reikia priskirti n skry-
dziams, o i-tojo skrydZio vykdomo laiko intervalas yra (a;, b;). Akivaizdu, kad jei du skrydziai
sutampa, tada negalime priskirti to paties orlaivio abiem skrydZiams. Konfliktinio grafo virSiinés
atitinka skrydZius ir jos sujungiamos briauna tuo atveju, jei atitinkami laiko intervalai sutampa.
Taigi toks konfliktinis grafas yra intervalinis grafas, kuris optimaliai gali biiti nuspalvotas polino-
mialiu laiku.

Registry paskirstymas. Spalvinimo uZdavinio taikymas ypac svarbus kompiuterinése technolo-
gijose, o butent registry paskirstyme. Kompiliatorius — kompiuteriné programa, kuri vercia vieng
kompiutering kalba i kita. Norint pagerinti gaunamo kodo vykdymo laika, vienas i§ kompiliavi-
mo optimizavimo buidy yra registry paskirstymas, kuriame dazniausiai naudojami kompiliuojamos
programos kintamieji saugomi procesoriaus greito veikimo registruose. Idealiu atveju kintamieji
saugomi registruose taip, kad jie visi yra registruose jy naudojimo metu. Standartinis poZziuris {
Sig problemg yra jos suvedimas i grafo spalvinimo uZdavinj. Kompiliatorius kuria interferencini
grafa, kuriame virStinés atitinka kintamuosius, o spalvos — registrus. Du kintamieji yra sujungiami
briauna, jei jie yra naudojami tuo paciu metu ir dél to negali dalintis registru.
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4. Kompiuteriniai skaitiniai eksperimentai

Ketvirtame skyriuje paminéta programiné ijranga ir programavimo kalba, kurios pagalba bu-
vo realizuoti grafo spalvinimo algoritmai, kuriais sprendZiamas tvarkara$¢io sudarymo uzdavinys.
Taip pat Sioje dalyje aptariamas sintetiniy grafy generavimas. Paskutiniame poskyryje atliekama
iSsami algoritmy efektyvumo analizé.

4.1. Eksperimenty vykdymo eiga

Sis skyrelis skirtas apra$yti kompiuteriniy eksperimenty, atlikty tyrimo metu, eiga.

Programiné iranga

JetBrains PyCharm Community Edition 2018 programinés irangos ir Python programavimo
kalbos pagalba buvo realizuoti Sie grafo spalvinimo algoritmai: pilno perrinkimo, godusis, atkai-
tinimo modeliavimo, genetinis ir Tabu paieSkos — skirti tvarkara$¢iy sudarymo problemai spresti.
Pastaryjy metody analizé atlikta Microsoft Windows 10 OS aplinkoje. Vartotojo kompiuterio pag-
rindiniai parametrai:

* Procesorius: Inter(R) Core(TM) 15-8250U CPU @ 1.60 GHz 1.80 GHz
* RAM kiekis: 16 GB
* Disko dydis: 465 GB

Sintetiniy grafy generavimas

Siekiant atlikti iSsamia minéty algoritmy analize, pasinaudota Python NetworkX 2.2 biblioteka,
kurios pagalba buvo generuojami trijy tipy ivairaus dydzio sintetiniai grafai:
* pilnieji — ivestis: grafo virsiniy skaicius; iSvestis: pilnas grafas (placiau zr. 2.1 skyriy).
* reguliarieji — ivestis: grafo virsuniy skaicius ir kiekvienos virsiunés laipsnis; iSvestis: regu-
liarus grafas (placiau 7r. 2.3 skyriy).
* atsitiktiniai — ivestis: grafo virsuniy skaicius ir grafo visy briauny skaicius; iSvestis: atsitik-
tinis grafas su nurodyty virSiniy ir briauny skaiciumi.

Grafo duomeny struktiira

Tam, kad igyvendinti algoritmai sékmingai i§spresty grafy spalvinimo uzdavini, t. y. apskai-
Ciuoty chromatinj skai¢iy, bitina perrayti grafo duomenis i tekstinj faila'!, kuris bus nuskaitomas
programos. Kitaip tariant, reikia pasirinkti tinkama duomeny struktiira. Siame darbe naudojamas
gretimumo sarasas (angl. Adjacency List), kurio strukttira susideda i§ eiluciy su virStiniy nume-
riais. Pirmasis numeris eilutéje Zymi pradzios virS§ung, o sekantys eilutés numeriai — virSiines, su
kuriomis jungiasi pradZios vir§iné, t. y. sudaro briaunas. PavyzdZiui, grafo, kuris pavaizduotas
8 paveiksle, briaunas: 0-1, 0-5, 0-6, 1-5, 2-5, 3-5, 3-6, 4-5, 4-6, 5-6 — galima uZraSyti sekanciu
gretimumo sarasu:

1 eilute. 0156
2 eilute. 15

" Generavimo metu grafo duomenys jraSomi pateikta strukttira i tekstini faila, kurj nuskaito atitinkamas algoritmas
ir skai¢iuoja chromatinj skaiciy.
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3 eiluté. 25
4 eiluté. 356
Seiluté. 456
6 eiluté. 5 6
7 eiluté. 6

Tokiu pavidalu grafas uZraSomas 1 tekstinj failg ir perduodamas nuskaityti realizuotiems al-
goritmams, kurie iSsprendZia grafy spalvinimo uZdavini, pateikdami sprendini, t. y. chromatini
skaiciy.

8 pav. Sintetinio grafo pavyzdys. Atsitiktinis grafas su 7 virStinémis ir 10 briauny.

4.2. Eksperimenty rezultatai

Kaip minéta, grafo spalvinimo algoritmai: pilno perrinkimo, godusis, atkaitinimo modeliavi-
mo, genetinis ir Tabu paieskos — iStirti sintetiSkai sugeneruoty grafy pagalba. Pastaryjy metody
efektyvumo analizé atlikta pagal du pagrindinius kriterijus: sprendimo tiksluma ir skaiciavimy
greitaveika. Taip pat pagal (1) formulg apskai¢iuojamas ir nurodomas kiekvieno sugeneruoto gra-
fo briauny tankumas (angl. the edge density) D.

2x FE

TUx (V-1 M

¢ia E yra grafo briauny skaicius, o V' — virSuniy skaicius.

Rezultatai pateikti trijy tipy lentelése (priklausomai nuo grafy), kuriose laikas suklasifikuotas {
geriausia, blogiausig ir vidutini laika (nurodytas sekundémis). I §i laika ieina tik algoritmo vykdy-
mas. Taip pat lentelése nurodytas ir algoritmy sprendimas, t. y. apskaic¢iuotas chromatinis skaicius
X(G). Sudaryti paveikslai, i§ kuriy matyti, kaip algoritmy skai¢iavimo trukmé priklauso nuo grafy
virSuniy ir briauny skaiciaus bei tankumo. Kiekvienas algoritmas vykdomas su skirtingo dydzio
grafais po 10 karty.

4.2.1. Pilno perrinkimo algoritmo analizé

Kaip minéta, pilno perrinkimo algoritmas nepriklauso euristiniy paieskos algoritmy klasei. Be
to, $is metodas tinkamas tik nedideliems grafams. Atliekant skaitinius eksperimentus, maksimalus
grafo dydis, kuriam esant dar pavyko apskaiciuoti chromatinj skaiciy per priimting laika (skai-
¢iavimai uztruko vidutiniSkai apie 55 minutes) — 9 virStiniy pilnas grafas (Zr. 2 lentelg). D¢l Sios
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prieZasties rezultatai, gauti pilno perrinkimo algoritmu, nepalyginami su kity metody rezultatais,
kurie apskaiciuoti su Zymiai didesniais grafais.

2 lentelé. Rezultatai gauti taikant pilno perrinkimo algoritma pilniems grafams.

Grafas V E D Geriausias Blogiausias Vidutinis Chromatinis
laikas laikas laikas skaicius y(G)
br_f graph.5 5 10 1 0.0156 0.0313 0.0203 5
br_f graph.7 7 21 1 5.6250 5.8594 5.7311 7
br_f graph. 8 8 28 1 130.0937 133.9531 131.2668 8
br_f graph.9 9 36 1  3313.8644 3328.7093 3321.2070 9

Saltinis: sudaryta autoriaus.

Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

2 lenteléje pateikti skai¢iavimai atlikti pilniems grafams. Matyti, kad grafui turint tik 5 virStnes
pilno perrinkimo algoritmas chromatinj skaic¢iy apskaiciuoja pakankamai greitai — vidutiniSkai per
0.0203 sekundés. Taciau padidinus grafo dydi tik keliomis virSiinémis, skai¢iavimo laikas iSauga
deSimtimis, $imtais ar tikstan¢iais karty. Zinant pilnojo grafo apibrézima (pladiau Zr. 2.1 skyriy),
nesunku suvokti, kad chromatinis skaicius yra lygus grafo virStiniy skaiciui — tai irodo ne tik pilnojo
perrinkimo metodas, bet ir sekantys euristiniai algoritmai.

3 lentele. Rezultatai gauti taikant pilno perrinkimo algoritma reguliariems grafams.

Grafas V E D Geriausias Blogiausias Vidutinis Chromatinis

laikas laikas laikas skaicius y(G)
br_r_graph .52 5 5 0.5 0.0156 0.0469 0.0250 3
br r graph. 7.2 7 7 0.33 6.5000 6.7188 6.6344 3
br_r_graph_ 7.4 7 14 0.66 6.0469 6.3750 6.1813 3
br r_graph_8 2 8 8 0.29 150.6094 154.9532 152.7208 2
br_r_graph_8 4 8 16 0.57 138.7344 142.7500 140.6498 3
br_r_graph_8 6 8 24 0.86 130.6407 133.3125 132.5904 4

Saltinis: sudaryta autoriaus.

Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

3 ir 4 lentelése atitinkamai pateikti reguliariy ir atsitiktiniy grafy rezultatai, kai grafo tankumas,
vir§iiniy ir briauny skai&ius i§ 3 lentelés sutampa su 4 lentelés atitinkamu grafu. Sia analize siekta
nustatyti, kokia itaka skai¢iavimo laikui ir chromatiniam skaiciui turi briauny pasiskirstymas, ne-
paisant to, kad grafy dydis ir tankumas vienodas. Lyginant nereguliary briauny pasiskirstyma su
reguliariu, vienu atveju skai¢iavimo trukmé sumazédavo ir biidavo gaunamas maZzesnis chromati-
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nis skaicius, pavyzdziui: br_f _graph_7_2 ir br_f _graph_7_7 grafai — kitu atveju skai¢iavimo truk-
me padidédavo ir bidavo gaunamas didesnis chromatinis skaicius, pavyzdZiui: br_f graph_8_6 ir
br_f_graph_8_24 grafai. Vadinasi, atsitiktinumo faktoriaus poveikis rezultatams nevienareikSmis-
kas.

4 lentele. Rezultatai gauti taikant pilno perrinkimo algoritma atsitiktiniams grafams.

Grafas V E D Geriausias Blogiausias Vidutinis Chromatinis

laikas laikas laikas skaicius y(G)
br_a_graph. 5.5 5 5 0.5 0.0156 0.0313 0.0222 3
br_a_graph 7.7 7 7 0.33 6.3906 6.6562 6.4797 2
br_a_graph_7_14 7 14 0.66 5.9375 6.1094 6.0188 4
br_a_graph_ 8.8 & 8 0.29 147.6094 150.6407 148.9779 2
br_a_graph_8_16 8 16 0.57 138.5938 143.1093 140.1732 4
br_a_graph_8 24 8 24 0.86 133.0937 134.6718 134.1920 6

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

Laikas, s Tankumas Laikas, s Tankumas
6,8 *— 1 160 o 1
64 - 0,8 150 0,8
6 r 0,6 140 - 0,8

56 - 0,4 130 - 1 04
52 ¢ 0,2 120 + 102
4.8 -0 110 -0

mmmm Reguliards grafai mm Reguliards grafai

mmm Atsitiktinial grafai mmm Atsitiktiniai grafai

Pilnas grafas Pilnas grafas
= Tankumas (skalé desinéje) = T ankumas (skalé desinéje)

9 pav. Pilno perrinkimo algoritmo analizé. Iliustracija kairéje: vidutinis skaiciavimy laikas su 7
vir§uiniy reguliariais, atsitiktiniais ir pilnu grafais su skirtingu tankumu — 0.33, 0.66 ir 1. Iliustracija
deSinéje: vidutinis skaiCiavimy laikas su 8 virStiniy reguliariais, atsitiktiniais ir pilnu grafais su
skirtingu tankumu — 0.29, 0.57, 0.86 ir 1.

Atlikta pilno perrinkimo algoritmo analizé parodé, kad kuo tankesnis tas pats grafas, tuo skai-
¢iavimo laikas yra trumpesnis (Zr. 9 pav.). I§ 9 paveikslo matyti, kad briauny skaicius grafe (tanku-
mas) atvirksc¢iai proporcingas skai¢iavimo trukmei. Tai galima paaiSkinti sekanciu biidu: kadangi
pilnojo perrinkimo algoritmas tikrina visas imanomas spalvy kombinacijas, tai esant tankesniam
grafui grei¢iau surandamos konfliktuojancios virSiinés, todel ir grei¢iau atmetamas einamasis spal-
vy derinys ir keliaujama prie sekancio spalvy varianto.
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4.2.2. Godziojo algoritmo analizé

Kadangi godusis algoritmas priklauso euristiniy paieSkos metody klasei, tai skaitinius eksperi-
mentus galima atlikti su Zymiai didesniais grafais. Padarius kelias pradines algoritmo iteracijas,
nuspresta, kad minimalus grafo dydis, nuo kurio bus eksperimentuojama, yra 100 virStiniy, maksi-
malus — 50002

5 lentele. Rezultatai gauti taikant godyji algoritma pilniems grafams.

Grafas A\ E D Geriausias Blogiausias Vidutinis = Chromatinis
laikas laikas laikas skaicius y (G)
f_graph_100 100 4950 1 0.0 0.0157 0.0016 100
f_graph_200 200 19900 1 0.0 0.0156 0.0047 200
f_graph_300 300 44850 1 0.0 0.0157 0.0141 300
f graph_500 500 124750 1 0.0312 0.0469 0.0328 500
f _graph_1000 1000 499500 1 0.1250 0.1719 0.1391 1000
f_graph_2000 2000 1999000 1 0.5781 0.5782 0.5781 2000
f_graph_5000 5000 12497500 1 3.8437 3.8906 3.8656 5000

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

6 lentelé. Rezultatai gauti taikant goduyji algoritma reguliariems grafams.

Grafas \Y E D  Geriausias Blogiausias Vidutinis Chromatinis

laikas laikas laikas  skaicius y(G)
r_g 100_17 100 850 0.17 0.0 0.0157 0.0016 9
r_g 200_90 200 9000  0.45 0.0 0.0156 0.0031 32
r_g 300_80 300 12000  0.27 0.0 0.0156 0.0031 27
r_g 500_46 500 11500  0.09 0.0 0.0156 0.0047 17
r_g 1000_400 1000 200000 0.40  0.0469 0.0625 0.0594 102
r_g 2000_1152 2000 1152000 0.58  0.3278 0.3495 0.3404 266
r_g 5000_250 5000 625000 0.05  0.2812 0.2969 0.2922 61

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

2Grafy dydziai pasirinkti remiantis ankstesniy darby autoriy patirtimi. Maksimalus vir§ainiy skai¢ius pasirinktas
atsizvelgiant ir i kity euristiniy algoritmy greitaveika tam, kad galima bty atlikti metody palyginamumo analizg.
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IS 5, 6 ir 7 lenteliy matyti, kad godusis algoritmas pasiZymi sparcia skai¢iavimy greitaveika.
Turint pilnagji grafa net su 2000 virStiniy rezultatas gaunamas maziau nei per sekund¢ (vidutiniskai
per 0.5781 sekundés), o su 5000 virStniy — vidutiniskai tik per 3.8656 sekundés. Be to, $is meto-
das visais atvejais pateikia tiksly chromatinj skai¢iy pilniems grafams. Kalbant apie chromatinio
skaiCiaus nustatyma reguliariuose ir atsitiktiniuose grafuose, esant tam paciam grafo tankumui,
taciau skirtingam briauny pasiskirstymui (pirmuoju atveju tolygus, antruoju — atsitiktinis), gauna-
mas didesnis arba maZesnis chromatinis skai¢ius, pavyzdZiui: r_g_100_17 ir a_graph_100 grafai,
r_g_2000_1152 ir a_graph_2000 grafai.

7 lentele. Rezultatai gauti taikant godyji algoritmg atsitiktiniams grafams.

Grafas A\ E D  Geriausias Blogiausias Vidutinis = Chromatinis

laikas laikas laikas skaicius y(G)
a_graph_100 100 850 0.17 0.0 0.0156 0.0016 10
a_graph_200 200 9000  0.45 0.0 0.0157 0.0047 30
a_graph_300 300 12000 0.27 0.0 0.0157 0.0047 26
a_graph_500 500 11500 0.09 0.0 0.0157 0.0063 17
a_graph_1000 1000 200000 0.40 0.0469 0.0625 0.0578 97
a_graph_2000 2000 1152000 0.58 0.3281 0.3594 0.3359 259
a_graph_5000 5000 625000 0.05 0.2812 0.2969 0.2891 58

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

Laikas, s Tankumas Laikas, s
4 1 4
/ 35 ,/
3 / 075 3 //
// 25 //
2 05 2 /. A
/ 15 V4 //’
i 025 1 /ﬁ/ =
mB " =
0 -_._ 0 0

mmmm Grafai su 2000 virsGniy, 0 1000 2000 5000
mmmm Grafai su 5000 virSdniy,

= (Grafai su 0,25 tank
= Tankumas (skalé desinéje) feren su .29 ankumu

e (rafai su 0,5 tankumu
Grafai su 0,75 tankumu
=== Pilnigji grafai

10 pav. GodZiojo algoritmo analizé. Iliustracija kairéje: vidutinis skai¢iavimy laikas su 2000 ir
5000 virStniy grafais su skirtingu tankumu — 0.25, 0.5, 0.75 ir 1. Iliustracija deSinéje: viduti-
nio skai¢iavimy laiko priklausomybé nuo grafo dydzio (virStuniy skaiciaus), kai grafo tankumas
pastovus.
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IS 10 paveikslo abiejy iliustracijy matyti, kad, prieSingai nei pilnojo perrinkimo algoritmo at-
veju, kuo didesnis grafo tankumas, tuo skai¢iavimy trukmeé didesné. Be to, didinant grafo virSiiniy
skaicCiy, kai jo tankumas nesikeicia, skaiciavimy laikas taip pat ilgéja. Tai galima paaiSkinti sekan-
¢iu budu: tankesnis grafas reiskia, kad jo virSunés turi daugiau briauny, tuo paciu ir kaimyny —
vadinasi, vykdant godZiojo algoritmo Zingsnius, pastarajam iteruojant per kiekvieng virSiing tenka
tikrinti daugiau jos kaimyny ir tik tada priskirti jai spalva.

4.2.3. Atkaitinimo modeliavimo algoritmo analizé

Kaip minéta anksc¢iau, atkaitinimo modeliavimo algoritmas taip pat priklauso euristiniy paies-
kos metody klasei, kuris remiasi gamtos natiiraliais procesais. Skaitiniams eksperimentams atlikti
buvo pritaikytas eksponentinis temperatiiros vésinimas ir remiantis ankstesniais darbais pasirinkti
sekantys parametrai [18]: o = 0.99, T},,;,, = 0.1, maksimalus leistinas algoritmo iteracijy skaicius
lygus 100000 (i$ pastaryjy koeficienty iSskaiciuota ir 75,,4,)-

8 lentelé. Rezultatai gauti taikant atkaitinimo modeliavimo algoritma pilniems grafams.

Grafas \Y E D Geriausias Blogiausias Vidutinis = Chromatinis
laikas laikas laikas skaicius y(G)
f graph_100 100 4950 1 0.0534 0.0691 0.0617 100
f _graph_200 200 19900 1 0.4547 0.5484 0.4969 200
f graph_300 300 44850 1 1.6519 1.8059 1.7008 300
f graph_ 500 500 124750 1 8.1019 9.2763 8.6932 500
f_graph_1000 1000 499500 1  74.30469 79.2424 76.4004 1000

Saltinis: sudaryta autoriaus.

Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

I8 8, 9 ir 10 lenteliy matyti, kad atitinkamai didZiausias nagrinétas pilnas, reguliarus ir atsitikti-
nis grafas sudarytas 1§ 1000 virSuniy. Toks dydis pasirinktas, siekiant apskai¢iuoti artimg optima-

9 lentelé. Rezultatai gauti taikant atkaitinimo modeliavimo algoritma reguliariems grafams.

Grafas A\ E D  Geriausias Blogiausias Vidutinis Chromatinis
laikas laikas laikas skaicius y(G)
r_g 100_17 100 850  0.17  0.2007 0.8248 0.3997 7
r_g 200.90 200 9000 0.45 7.3624 18.7736 10.19687 26
r_g 300_80 300 12000 0.27  10.2704 16.1831 12.3473 23
r_g 500_46 500 11500 0.09 7.9032 12.9417 10.5321 15
r_g 1000_400 1000 200000 0.40 612.2358  633.2235  623.7371 95

Saltinis: sudaryta autoriaus.

Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.
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liam sprendini per pakankamai trumpa (priimting) laika.

Lyginant du vienodo dydzio grafus, kai virStiniy ir briauny skaicius vienodas (i$ ¢ia seka, kad
tankumas taip pat sutampa), taciau pirmojo briauny pasiskirstymas tolygus (reguliarus grafas),
antrojo — atsitiktinis, atkaitinimo modeliavimo algoritmo vykdymo trukmé daugeliu atvejy buvo
trumpesné, nustatant chromatini skai€iy reguliariuose grafuose (Zr. 9 ir 10 lenteles). Taciau briauny
pasiskirstymas (tolygus ar atsitiktinis), esant vienodam grafy dydZiui ir tankumui, neturéjo jtakos
apskaiciuojant chromatini skaic¢iy — abiem atvejais buvo gaunamas tas pats sprendinys.

10 lentele. Rezultatai gauti taikant atkaitinimo modeliavimo algoritma atsitiktiniams grafams.

Grafas A\ E D  Geriausias Blogiausias Vidutinis Chromatinis
laikas laikas laikas skaicius x(G)
a_graph_100 100 850  0.17  0.3634 1.0812 0.6987 7
a_graph_200 200 9000  0.45 6.8796 18.8604 12.8196 26
a_graph_300 300 12000 0.27  9.4603 24.4075 14.5466 23
a_graph_500 500 11500 0.09 9.9533 18.2886 13.5479 15
a_graph_1000 1000 200000 0.40 527.7796  612.4545  568.0248 95

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

Atliekant atkaitinimo modeliavimo algoritmo analize pastebéta, kad kiekvienos lentelés re-
zultatus laiko prasme galima Zymiai pagerinti, taciau tuo paciu labai pabloginti tikslumo prasme
(i8skyrus pilny grafy atveji, tikslumas nenukenéia). Sio metodo pradinéje atlikimo stadijoje priva-
loma sugeneruoti atsitiktini spalvy derini, todé¢l butina uzduoti i$ keliy spalvy pastarasis sudaromas,
t. y. fiktyviai nustatyti chromatini skaiciy, kuris pasibaigus algoritmui gali biiti patikslintas, page-
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11 pav. Atkaitinimo modeliavimo algoritmo analizé. Iliustracija kair¢je: vidutinio skaiciavimy
laiko ir chromatinio skaiciaus priklausomybe (skai¢iavimai atlikti su 500 vir§iiniy grafu, kai tan-
kumas lygus 0.09). Iliustracija deSinéje: vidutinio skaic¢iavimy laiko priklausomybé nuo grafo
dydzio (virStiniy skaiciaus), kai grafo tankumas pastovus.
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rintas arba likti nepakitgs. Parinkus pakankamai didelj (Siek tiek maZesni (negalioja pilniems gra-
fams), lygy arba didesnj uz grafo virSiiniy skaiciy) — algoritmas pateiks sprendinj per trumpa laika,
taciau tolima nuo optimalaus. ApraSytai situacijai pademonstruoti buvo pasirinktas atsitiktinis gra-
fas a_graph_500 1§ 10 lentelés. Sudarant pradinj spalvy derini i§ spalvy, kuriy yra tiek pat, kiek
ir virSuniy, t. y. 500, chromatinis skaicius apskai¢iuotas per 0.1406 sekundés ir lygus 319; i§ 319
spalvy — per 0.1874 sekundés ir lygus 256; i 256 spalvy — per 0.2029 sekundés ir lygus 232; ir t. t.
Eksperimentas buvo tgsiamas tol, kol gautas maZziausias chromatinis skaicius, kuri dar pavyko is-
skaiCiuoti algoritmo pagalba. Minéto eksperimento rezultatai atvaizduoti 11 paveikslo iliustracijoje
kaireje. Kaip matyti, skaiciuojant tikslesni (artima optimaliam) chromatinj skaiciy, algoritmo vyk-
dymo trukmé ilgéja. Pastebétina, kad tokia iSvada negalioja pilnam grafui, t. y. generuojant pradini
spalvy rinkini i§ spalvy, kuriy yra daugiau nei virStniy grafe, visada apskai¢iuojamas optimalus
chromatinis skaiCius ir per Zymiai trumpesni laika. 9 ir 10 lentelése pateikti geriausi rezultatai
tikslumo prasme — apskaiciuoti maziausi imanomi chromatiniai skaiciai sugeneruotiems grafams.
8 lentel¢je rezultatai pateikti, generuojant pradini spalvy rinkinj i§ spalvy skaiciaus lygaus grafo
virsSiniy skaiciui.

Kalbant apie grafo dydZio (virS$iiniy skaiciaus), kai pastarojo tankumas iSlieka pastovus, ir algo-
ritmo vykdymo trukmés priklausomybe, tai matomas tiesioginis rySys (zr. 11 paveikslo iliustracija
desinéje). Be to, galima pastebéti, kad kuo tankesnis grafas, tuo skaic¢iavimy laikas taip pat ilges-
nis. TacCiau, kai tankumas lygus 1, t. y. turime pilng grafa, algoritmo vykdymo trukmé mazesné
nei kitais atvejais. Tai galima paaiSkinti tokiu budu: visy pirma, uZduodamas didesnis fiktyvus
chromatinis skaiius (parametras, kuris nusako i$ keliy spalvy generuojamas pradinis atsitiktinis
spalvy derinys), o kaip minéta auksciau tai salygoja spartesni skai¢iavima. Antra, turint pilng grafa
greiciau surandamos konfliktuojancios virSuneés, todel dalis patikrinimy yra praleidZziama.

4.24. Genetinio algoritmo analizé

Zinoma, kad genetinis algoritmas yra paremtas evoliuciniu gamtos modeliu, kuomet didéjant
karty skaiciui individai tampa vis tobulesni ir labiau prisitaike prie aplinkos salygu. Igyvendinant
$1 metoda bitina pasirinkti rekombinacijos tikimybg p., kuri paprastai yra tarp 0.6 ir 1.0, bei mu-
tacijos tikimybe p,,, kuri paprastai artima O [16]. Remiantis atlikta ankstesniy darby literattros
analize, vykdant kompiuterinius eksperimentus su genetiniu algoritmu, pasirinkti sekantys para-
metrai: populiacija P, = 120, p. = 0.7, p,,, = 0.15, maksimalus karty skaic¢ius 20000. Be to, buvo
vykdomi vieno taSko rekombinacijos ir pavienés mutacijos (angl. Single Mutation) metodai.

11 lentelé. Rezultatai gauti taikant genetinj algoritma pilniems grafams.

Grafas \Y% E D Geriausias Blogiausias Vidutinis Vidutinis karty =~ Chromatinis
laikas laikas laikas skaicius g skaicius x(G)
f graph_100 100 4950 1 0.2969 0.3125 0.3078 1 100
f_graph_200 200 19900 1 1.1561 1.1733 1.1645 1 200
f graph_ 300 300 44850 1 2.6875 2.7370 2.7103 1 300
f graph 500 500 124750 1 8.3906 8.4937 8.4202 1 500
f graph_1000 1000 499500 1  38.3667 39.2499 38.6101 1 1000

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.
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Dél tos pacios priezasties, kaip ir atkaitinimo modeliavimo algoritmo analizés atveju, didZiau-
sias nagrinétas pilnas, reguliarus ir atsitiktinis grafas sudarytas i§ 1000 virSiiniy, tai matyti atitin-
kamai i$ 11, 12 ir 13 lenteliy. Nustatant chromatinj skai¢iy pilniems grafams nepriklausomai nuo
Ju dydzio, uztenka sugeneruoti vieng nauja karta, kad buty gautas optimalus sprendinys (Zr. 11 len-
telg). IS 11 lentelés taip pat matyti, kad algoritmo skai¢iavimo laikas yra tiesiogiai proporcingas

grafo dydziui.

12 lentelé. Rezultatai gauti taikant genetini algoritma reguliariems grafams.

Grafas A\ E D  Geriausias Blogiausias Vidutinis Vidutinis karty = Chromatinis
laikas laikas laikas skaifius g skaifius x (G)
r_g_100_17 100 850 0.17 1.7692 9.3516 3.7140 115.3 7
r_g 200_90 200 9000  0.45  10.2190 38.1183 17.568 104.3 27
r_g 300_80 300 12000 0.27  33.3092  202.5107  60.1227 174.9 23
r_g 500_46 500 11500 0.09  30.1173  111.6723  47.6686 116 15
r_g 1000_400 1000 200000 0.40 560.6320 691.3202 615.1323 87.1 96

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

Siekiant jvertinti briauny pasiskirstymo itaka sprendinio radimui kaip ir ankstesniy algoritmy
atveju chromatinis skai¢ius buvo nustatomas vienodo dydZzio ir tankumo atitinkamai reguliariems
ir atsitiktiniams grafams. IS 12 ir 13 lenteliy matyti, kad briauny pasiskirstymas (tolygus ar atsi-
tiktinis) nedaro jokios itakos apskaic¢iuotam chromatiniam skai¢iui. Tuo tarpu vidutinis genetinio
algoritmo vykdymo laikas ir vidutinis karty skaicius daugeliu atvejy buvo mazesni reguliariuose

grafuose.
13 lentelé. Rezultatai gauti taikant genetinj algoritma atsitiktiniams grafams.
Grafas v E D  Geriausias Blogiausias Vidutinis Vidutinis karty = Chromatinis
laikas laikas laikas skaicius g skaicius x (G)
a_graph_100 100 850 0.17 2.5119 7.1940 5.2821 149.9 7
a_graph_200 200 9000 0.45 20.7174 38.1863 27.3478 104.4 27
a_graph_300 300 12000 0.27  34.4434 134.0884  63.0208 169.1 23
a_graph_500 500 11500  0.09  32.0491 68.4794 42.3671 111.2 15
a_graph_1000 1000 200000 0.40 521.8465 631.4832 582.0238 87.2 96

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

AnalogisSkai atkaitinimo modeliavimo metodui vykdant genetini algoritma pradinéje atlikimo
stadijoje taip pat butina uZduoti parametra, kuris nusako i§ keliy spalvy generuojama pradinés
populiacijos kiekviena chromosoma. IS 12 paveikslo iliustracijos kairéje matyti, kad ir Siam algo-
ritmui biidinga atvirkstiné skaic¢iavimy laiko ir chromatinio skaiciaus priklausomybeg, t. y. siekiant
nustatyti tikslesni chromatini skaiciy tam paciam grafui (Siuo atveju a_graph_500 grafui 1§ 13 len-
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telés), uzduodant mazesni skaiciy, nusakanti i§ keliy spalvy sudaroma kiekviena chromosoma,
algoritmo vykdymo trukmé auga. Taciau pastaroji iSvada netaikytina pilny grafy atveju: generuo-
jant prading populiacija i§ spalvy, kuriy yra daugiau nei virSiiniy grafe, visada apskai¢iuojamas
optimalus chromatinis skai€ius ir per Zymiai trumpesni laika. 12 ir 13 lentelése pateikti geriausi
rezultatai tikslumo prasme — apskaiciuoti maZziausi imanomi chromatiniai skaiciai sugeneruotiems
grafams. 11 lenteléje rezultatai pateikti, generuojant prading populiacija i§ spalvy skaiciaus lygaus
grafo virSiiniy skaiiui.
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12 pav. Genetinio algoritmo analizé. Iliustracija kairéje: vidutinio skai¢iavimy laiko ir chromati-
nio skaiciaus priklausomybe (skaiCiavimai atlikti su 500 virSiiniy grafu, kai tankumas lygus 0.09).
[liustracija deSingje: genetinio algoritmo vykdymo trukmeés priklausomybé nuo pasirinktos rekom-
binacijos tikimybés p..

12 paveikslo deSingje iliustracijoje pateikta skaiciavimy laiko ir rekombinacijos tikimybeés p.
priklausomybé. Matyti, kad pastaroji yra tiesiogiai proporcinga — kuo pasirinkta didesné tikimybe,
tuo algoritmo vykdymas ilgesnis. Tac¢iau chromatinio skaiciaus iverciui tai itakos neturi. Be to,
kaip ir atkaitinimo modeliavimo algoritmo atveju, skai¢iavimy laikas taip pat ilgéja didinant grafo
dydi (virSuniy skaiciy), kai pastarojo tankumas nekinta, arba didinant briauny skaiciy (tankuma),
kai virStniy skaicCius iSlieka pastovus.

4.2.5. Tabu paieskos algoritmo analizé

Anksc¢iau minéta, kad Sis metodas remiasi tam tikry sprendiniy uZdraudimo idéja, o pagrindinis
jo skiriamasis bruozas — tabu saraSas (angl. tabu list) arba draudimy sarasas. Duoto algoritmo
valdantieji (pagrindiniai) parametrai yra aplinkos didumas ir tabu saraso ilgis. Kompiuteriniams
eksperimentams atlikti buvo pasirinkti sekantys parametrai: aplinkos didumas — 100, tabu saraso
ilgis lygus grafo vir§uniy skaiciui ir leistinas iteracijy skai¢ius 10°.

Siekiant iSlaikyti darbo vientisumg ir algoritmy palyginamuma, atliekant Tabu paieSkos al-
goritmo analizg, kaip ir ankstesniais dviem atvejais, didZiausias nagrinétas pilnas, reguliarus ir
atsitiktinis grafas sudarytas i§ 1000 virStniy, tai matyti atitinkamai i$ 14, 15 ir 16 lenteliy. Be to,
ir Siuo atveju turint tokio dydZio grafa sprendinys dar apskai¢iuojamas per pakankamai trumpa
(priimting) laika.
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14 lentelé. Rezultatai gauti taikant Tabu paieSkos algoritma pilniems grafams.

Grafas v E D Geriausias Blogiausias Vidutinis = Chromatinis
laikas laikas laikas skaicius x (G)
f_graph_100 100 4950 1 0.0198 0.0342 0.0249 100
f_graph_200 200 19900 1 0.1629 0.1901 0.1792 200
f _graph_300 300 44850 1 0.6203 0.6797 0.6442 300
f_graph_500 500 124750 1 3.2602 3.5405 3.3837 500
f_graph_1000 1000 499500 1 29.0609 31.0340 29.9013 1000

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

IS 15 ir 16 lenteliy matyti, kad Tabu paieskos algoritmo atveju lyginant du vienodo dydZzio
grafus (virSuniy ir briauny skai€ius sutampa), taciau su skirtingu briauny pasiskirstymu (pirmuoju
atveju tolygus, antruoju — atsitiktinis), gaunamas tas pats chromatinis skaicius. Taciau reguliariuose
grafuose vidutinis skai¢iavimy laikas visada buvo trumpesnis.

15 lentelé. Rezultatai gauti taikant Tabu paieSkos algoritmg reguliariems grafams.

Grafas A\ E D  Geriausias Blogiausias Vidutinis = Chromatinis
laikas laikas laikas skaicius x(G)
r_g 100_17 100 850  0.17 0.0312 0.5156 0.2079 8
r_g 20090 200 9000 0.45 18.4035 75.1734 38.5767 27
r_g 300_80 300 12000 0.27 9.9063 34.7221 19.5449 24
r_g 500_46 500 11500 0.09  25.1741 107.5596 47.3389 15
r_g_1000_400 1000 200000 0.40 1254.3358 1363.2294 1312.5667 96

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

Analogiskai atkaitinimo modeliavimo metodui vykdant Tabu paieskos algoritma pradinéje at-
likimo stadijoje taip pat privaloma sugeneruoti atsitiktini spalvy rinkini, todél butina uzduoti pa-
rametra, kuris nusako i§ keliy spalvy pastarasis generuojamas. IS 13 paveikslo iliustracijos kairéje
matyti, kad Siam algoritmui taip pat budinga atvirkstiné skai¢iavimy laiko ir chromatinio skai-
Ciaus priklausomybé: siekiant nustatyti tikslesni chromatini skaic¢iy tam pac¢iam grafui (Siuo atveju
a_graph_500 grafui i§ 16 lentelés), uZzduodant maZesni skaiCiy, nusakanti iS keliy spalvy suda-
romas pradinis spalvy variantas, algoritmo vykdymo trukmé auga. Taciau §i iSvada netaikytina
pilniems grafams: generuojant pradini spalvy rinkini i§ spalvy, kuriy yra daugiau nei virSiiniy gra-
fe, visada apskai¢iuojamas optimalus chromatinis skai€ius ir per Zymiai trumpesnij laika. 15 ir
16 lentelése pateikti geriausi rezultatai tikslumo prasme — apskaic¢iuoti maziausi jmanomi chroma-
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tiniai skaiciai sugeneruotiems grafams. 14 lenteléje rezultatai pateikti, generuojant pradini spalvy
rinkinj i§ spalvy skaiCiaus lygaus grafo virSiiniy skaiciui.

16 lentelé. Rezultatai gauti taikant Tabu paieSkos algoritma atsitiktiniams grafams.

Grafas A\ E D Geriausias Blogiausias Vidutinis Chromatinis
laikas laikas laikas skaicius y(G)
a_graph_100 100 850  0.17 0.0625 2.5339 0.8206 8
a_graph_200 200 9000 0.45  13.6889 76.5858 49.0877 27
a_graph_300 300 12000 0.27  12.8276 43.8674 30.0172 24
a_graph_500 500 11500 0.09  49.5422 91.9701 64.6610 15
a_graph_1000 1000 200000 0.40 1084.5248 1625.8799 1342.1494 96

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: laikas pateiktas sekundémis. Algoritmas vykdytas su visais grafais po 10 karty.

Kalbant apie algoritmo vidutinés vykdymo trukmeés ir grafo dydZio (kai tankumas yra pastovus)
priklausomybeg, ir ¢ia matomas tiesioginis rySys (Zr. 13 paveikslo iliustracija deSingje). Be to,
galima pastebéti, kad kuo tankesnis grafas, tuo skaiiavimy laikas taip pat ilgesnis. Taciau, kai
tankumas lygus 1, t. y. turime pilng grafa, algoritmo vykdymo trukmé mazZesne. Kaip ir atkaitinimo
modeliavimo algoritmo atveju, tai galima paaiskinti tokiu buidu: visy pirma, uZduodamas didesnis
parametras, kuris nusako i$ keliy spalvy generuojamas pradinis atsitiktinis spalvy derinys, o kaip
minéta aukSciau tai salygoja spartesnj skai¢iavima. Antra, turint pilng grafa grei¢iau surandamos
konfliktuojancios virSunés, todel dalis patikrinimy praleidZiama.
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13 pav. Tabu paieSkos algoritmo analizé. Iliustracija kairé¢je: vidutinio skai¢iavimy laiko ir chro-
matinio skai¢iaus priklausomybé (skaic¢iavimai atlikti su 500 virSuniy grafu, kai tankumas lygus
0.09). Iliustracija deSinéje: vidutinio skai¢iavimy laiko priklausomybé nuo grafo dydZzio (virSiiniy
skai¢iaus), kai grafo tankumas pastovus.
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4.2.6. Euristiniy algoritmy rezultaty palyginamoji analizé

Sioje darbo dalyje atlickamas euristiniy algoritmy tarpusavio palyginimas, t. y. pagal pasi-
rinktus vertinimo kriterijus nustatoma, kuris i§ metody turi sparciausia skai¢iavimy greitaveika ir

artimiausig optimaliam sprendini.

17 lentelé. Algoritmy palyginamumo analizé pilniems grafams.

Godusis Atkaitinimo Genetinis Tabu paieskos
algoritmas modeliavimo algoritmas algoritmas
Grafas v E algoritmas

s xX(G) s X(G) s X(G) s x(G)
f graph_100 100 4950 1~ 0.0016 100 0.062 100 0.308 100 0.025 100
f graph 200 200 19900 1 | 0.0047 200 0.497 200 1.164 200 0.179 200
f graph_300 300 4480 1 | 0.0141 300 1.701 300 2.710 300 0.644 300
f_graph_500 500 124750 1 = 0.0328 500  8.693 500 8.420 500 3.384 500
f graph_1000 1000 499500 1 & 0.1391 1000 76.40 1000 38.61 1000 29.90 1000

Saltinis: sudaryta autoriaus.

Pastaba: oranZine spalva paryskinti langeliai Zymi geriausia skai¢iavimy laika, Zalsva — maZiausia chroma-

tinj skaiciy.

IS pradZiy panagrinékime trivialy pilny grafy atveji. IS 17 lentelés matyti, kad kiekvienas algo-
ritmas nustato optimaly chromatinj skaiciy, taciau visais atvejais godusis algoritmas apskaiciuo-
davo sprendini Zymiai grei¢iau. Kaip jau Zinoma, atkaitinimo modeliavimo, genetinio ir Tabu pa-
ieSkos algoritmy skaic¢iavimy atlikima pilniems grafams galima paspartinti ir gauti tg patj rezultatg
pradiniame algoritmy vykdymo etape uzduodant didesni skaiciy, nusakantj 1§ keliy spalvy suda-
romas pradinis spalvy rinkinys ar pradinés populiacijos kiekviena chromosoma, nei grafo vir§iiniy
skaiCius. Taciau ir tada godZiojo algoritmo skai¢iavimy trukmeé yra trumpiausia. Tuo tarpu beveik
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14 pav. Algoritmy palyginamumo analizé pilniems grafams. Iliustracija kairéje: apskaiciuotas
chromatinis skaicius euristiniais algoritmais skirtingo dydzio grafams. Iliustracija deSinéje: algo-
ritmy vykdymo laiky priklausomybé nuo grafo virSiiniy skaiciaus.
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visais atvejais genetinis algoritmas pasirodé esas lé¢iausias nustatant chromatinj skaiciy pilniems

grafams.

14 paveiksle iliustracijoje deSinéje pavaizduota algoritmy vykdymo laiky priklausomybé nuo
grafo virSuniy skai¢iaus. Kaip matyti, pastaroji yra tiesiogine, t. y. didéjant pilnojo grafo dydziui

visy algoritmy skai¢iavimy trukmé taip pat ilgéja.

18 lentelé. Algoritmy palyginamumo analizé reguliariems grafams.

Godusis Atkaitinimo Genetinis Tabu paieskos
algoritmas modeliavimo algoritmas algoritmas
Grafas v E algoritmas
s x(G@) s x(G) s X(G) s x(G)
r_g 100_17 100 850 0.17 | 0.002 9 0.4 7 3.71 7 0.21 8
r_g 200_90 200 9000  0.45 | 0.003 32 10.2 26 17.57 27 38.58 27
r_g_300_80 300 12000 0.27 = 0.003 27 12.35 23 60.12 23 19.55 24
r_g 500_46 500 11500 0.09 = 0.005 17 10.53 15 47.67 15 47.34 15
r_g_1000_400 1000 200000 0.40 = 0.059 102  623.7 95 615.1 96 1312.6 96

Saltinis: sudaryta autoriaus.

Pastaba: oranZine spalva paryskinti langeliai Zymi geriausia skai¢iavimy laika, Zalsva — maZiausig chroma-

tinj skaiciy.

Kalbant apie reguliarius grafus, t. y. situacija, kada yra galimybé nustatyti kiekvienai grafo
virSinei vienoda kaimyny skaiciy, 1§ 18 lentelés ir 15 paveikslo iliustracijoje kairé¢je matyti, kad
visais atvejais artimiausia optimaliam rezultata pateikdavo atkaitinimo modeliavimo algoritmas.
Tikslumo prasme tiek atkaitinimo modeliavimo, tiek genetinis, tiek Tabu paieSkos metodai buvo
pranaSesni uZ goduyji algoritma — nagrinéty grafy chromatinis skai¢ius vidutiniSkai 4.2, 3.8 ir 3.4

spalvos atitinkamai gavosi mazesnis. Taciau velgi greiCiausiai skaiciavimus atlikdavo godusis al-

goritmas. Atliekant eksperimentus su reguliariais grafais Tabu paieSkos algoritmas buvo beveik
visada létesnis uz atkaitinimo modeliavimo ir genetini metodus.

X(G)

100

80

60

40

20

o LHmCE
100

200

300 500

Virsaniy skaiCius

m Godusis algontmas
m Atkaitinimo modeliavimo algoritmas

Tabu paieskos algoritmas
m Genetinis algontmas

1000

Laikas, s Laikas, s

800 0,06
o 7

600 //// 0,045
o

400 // 0,03

200 / // 0,015
0 =-!"‘£’{/ 0

100 200 300 500 1000

= Atkaitinimo modeliavimo algoritmas
Tabu paie$kos algortmas

- (Genetinis algontmas

= (Godusis algontmas (skalé desinéje)

15 pav. Algoritmy palyginamumo analizé reguliariems grafams. Iliustracija kair¢je: apskai¢iuo-
tas chromatinis skaicius euristiniais algoritmais skirtingo dydZio grafams. Iliustracija deSingje:

algoritmy vykdymo laiky priklausomybé nuo grafo virSiiniy skaiciaus, kai tankumas yra ~0.25.
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19 lentele. Algoritmy palyginamumo analizé atsitiktiniams grafams.

Godusis Atkaitinimo Genetinis Tabu paieskos
algoritmas modeliavimo algoritmas algoritmas
Grafas A\ E D algoritmas

s x(@G) s X(G) s X(G) s x(&)

a_g 100 100 850 0.17 = 0.002 10 0.70 7 5.28 7 0.82 8

a_g 200 200 9000  0.45 | 0.005 30 12.82 26 27.35 27 49.09 27

a_g 300 300 12000  0.27 | 0.005 26 14.55 23 63.02 23 30.02 24

a_g 500 500 11500 0.09 = 0.006 17 13.55 15 42.37 15 64.66 15

a_g 1000 1000 200000 0.40 | 0.058 97 568.02 95 582.02 96 1342.1 96

Saltinis: sudaryta autoriaus.
Pastaba: oranZine spalva paryskinti langeliai Zymi geriausia skai¢iavimy laika, Zalsva — maZiausia chroma-
tinj skaiciy.

Nagrinéjant atsitiktiniy grafy atveji, kuomet kiekvienai grafo vir§inei kaimyny skaicius paren-
kamas atsitiktinai, 1§ 19 lentelés ir 16 paveikslo iliustracijoje kairéje matyti, kad kaip ir regulia-
riy grafy eksperimenty metu geriausia rezultatg pateikdavo atkaitinimo modeliavimo algoritmas.
Tikslumo prasme tiek atkaitinimo modeliavimo, tiek genetinis, tiek Tabu paieSkos metodai bu-
vo pranasesni uz godyji algoritma — nagrinéty grafy chromatinis skaicius vidutiniskai 2.6, 2.4 ir
2 spalvos atitinkamai gavosi maZesnis. TaCiau vélgi grei¢iausiai skaiCiavimus atlikdavo godusis

algoritmas.
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16 pav. Algoritmy palyginamumo analizé atsitiktiniams grafams. Iliustracija kairéje: apskaiciuo-
tas chromatinis skaicius euristiniais algoritmais skirtingo dydZio grafams. Iliustracija deSingje:
algoritmy vykdymo laiky priklausomybé nuo grafo virStiniy skaiciaus, kai tankumas lygus 0.25.

Pries tai atlikti eksperimentai implikuoja, kad atkaitinimo modeliavimo algoritmo pagalba ap-
skaiCiuotas chromatinis skai¢ius nepilniems grafams yra tiksliausias. Tuo tarpu pastarojo, geneti-
nio ir Tabu paieSkos algoritmy vykdymo laikai yra ilgesni, taciau tai kompensuoja gaunami tiks-
lesni rezultatai nei godziojo algoritmo pagalba. Priklausomai nuo iSkelty tiksly, tenka rinktis viena
ar kita metoda — dél tikslesnio sprendinio turi buti aukojamas laikas ir atvirksciai.
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5. Tvarkarasciy sudarymo internetine aplikacija

Svietimo jstaigy tvarkara$¢io sudarymas — tai gerai Zinomas bendresnés tvarkarai¢io problemos
pavyzdys. Atsizvelgiant i tai, kaip gerai sudarytas tvarkarastis, priklauso studenty mokomosios
medZiagos isisavinimas, déstytojy darbo efektyvumas, racionalus materialiniy iStekliy naudojimas.
Kokybiskai sudaryti tvarkarasciai turéty uztikrinti tolygy studenty grupiy ir déstytojy apkrovima.
Be to, Siais laikais sudarant tvarkarascius siekiama optimizuoti mokymosi, psichologing ir fizing
nasta bei kitas naujoves.

Siame skyriuje aptariamos Lietuvoje labiausiai naudojamos pusiau automatinés sistemos, lei-
dziancios sudaryti tvarkara$cius, suformuluojamas mokymosi istaigy tvarkarasciy sudarymo uzda-
vinys ir pristatoma internetiné aplikacija, kuri iSsprendZia pastaraji uZzdavini euristinio algoritmo
deka.

5.1. Esamuy tvarkarasc¢iy sudarymo programuy apzvalga

Siais laikais sutinkama gana daug sistemy, kurios leidZia automatizuotai sudaryti tvarkaras-
Cius. Tokios sistemos gali buti bendrojo naudojamo arba specializuotos. Specializuoty programy
déka dazniausiai sudaromi bendrojo lavinimo mokyklos arba aukStosios mokyklos (universiteto ar
kolegijos) tvarkarai&iai. Sios priemonés taip pat skiriasi savo funkcionalumu ir lankstumu:

* automatinés — kai vartotojas tik jveda reikiamus duomenis, o visa tvarkara$c¢io sudarymo

procesa atlieka programa;

* pusiau automatinés — kai pagal ivestus duomenis programa sugeneruoja tvarkarasti, kuris

pateikiamas vartotojui korekcijoms atlikti;

 pagalbinés — kurios tvarkara$¢io negeneruoja, taciau sukuria vartotojui patogia aplinka tvar-

karasciui sudaryti.

Susipazinus su keliais Svietimo istaigoms sitilomais produktais, toliau pateikiamos dvi domi-
nuojancios Lietuvoje pusiau automatinés sistemos, leidZiancios sudaryti tvarkaras¢ius: programa
,aSc Timetables“ ir programa ,Mimosa“. Sios priemonés sugeneruoja tvarkarasti pagal jvestus
duomenis ir leidZia ji koreguoti vartotojui.

5.1.1. Programa ,,aSc Timetables*

Programa ,,aSc Timetables* yra sukiirusi Slovakijos IT kompanija ,,Applied Software Con-
sultants s.r.0.“. Sios sistemos platintojy interneto svetain¢je nurodyta, kad kol kas tai vienintele
rinkoje tvarkaraSc¢iy kiirimo programa lietuviy kalba, kuria naudojasi daugiau nei 300 mokymo
istaigy Lietuvoje [31]. Programos ,,aSc Timetables* déka galima atlikti Sias pagrindines tvarkaras-
¢io sudarymo uzduotis:
1. Ivestiir iSsaugoti pagrindinius duomenis: klases (grupes), mokytojus (déstytojus), kabinetus
(auditorijas), pamokas (paskaitas), savaités dienas kada vyksta pamokos ar uZsiémimai ir kt.

2. Uzduoti jvairius apribojimus: laika, kada gali vykti pamokos ar paskaitos, mokytojy ar dés-
tytoju darbo laika, sarySius tarp skirtingy discipliny (kaip jos turi buti paskirstytos per sa-
vaite, kokios disciplinos negali eiti viena po kitos, kada turi vykti ir pan.), déstomy dalyky
skaiCiy ir daugel; kity dalyky.

3. Sukurti tvarkara$ti: programa naudoja algoritma, leidZianti jai sudaryti tvarkarasti per kelio-

lika minuciy, sudedant i tvarkaraSt] visas pamokas ir uZsiémimus. Véliau galima tvarkarasti
redaguoti, keiciant salygas ar net rankiniu biidu iSdéstant uZsiémimus. Taip pat programa
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turi testavimo irankius problemai surasti, tuo atveju, jeigu pasirodo, kad tvarkarasc¢io sukurti
neimanoma dél klaidingai suvesty duomeny ar dél ivesty pernelyg griezty salygy.

4. Atspausdinti kiekvienos grupés, kabineto ar mokytojo (déstytojo) tvarkarasti, ar bendrus
tvarkaras¢ius. Taip pat tvarkaras¢ius galima eksportuoti Ezcel lenteliy (naudojant modulj
,,Ivarkarasc¢iai Internete*) ar htm! formatu ir patalpinti Svietimo istaigos interneto puslapyje
ar vietiniame kompiuteriy tinkle.

5.1.2. Programa ,,Mimosa‘

TvarkaraS$ciy sudarymo programa sukurta Suomijos kompanijos ,,Mimosa Software Ltd.*. Nau-
jausia programos ,,Mimosa* 7.2.0 versija pasirodé¢ 2018 m. rugsé¢jo 16 d. Pasak kiiréjy Siandien
programingé jranga ,,Mimosa‘ tiekiama i visy riiS§iy mokymo istaigas — nuo vaiky darzeliy iki uni-
versitety — daugiau nei 80 Saliy [32].

Si programa leidZia sudaryti tvarkara$¢ius tiek rankiniu badu, tiek automatiskai. Kuriant tvar-
karaSc¢ius rankiniu budu, vartotoja visuomet lydi ,,Mimosa* vadovas, kuris pataria, kaip planuoti,
pasalinti, perkelti paskaitas i tvarkaraSc¢ius. Taip pat galima anuliuoti ir perraSyti visus arba pasi-
rinktus pakeitimus ir griZti i bet kuri ankstesni kiirimo etapa. Programa padeda iSvengti klaidy,
nes sudaryta galimybé stebéti, kas jvyksta visuose kituose tvarkaras¢iuose, kai pakei¢iamas vienas
i$ ju. Kai pasirenkamas automatinis sudarymo biidas, kompaktiski ir tvarkingi tvarkarasciai gau-
nami per kelias minutes. Zinoma, vartotojas visada gali pasirinkti, ka koreguoti ar optimizuoti ir
kaip tai padaryti, be to, galima derinti automatines ir rankines uZduotis. Galima iSvardinti tokias
pagrindines Sios programos funkcijas:

* trys tvarkaraScio sudarymo budai (rankinis, automatinis, misrus);

» galimybe automatiSkai sudaryti keleta varianty tvarkarasc¢iy ir pasirinkti geriausia;

* jvesti ir iSsaugoti pagrindinius duomenis apie klases, mokytojus, kabinetus, pamokas ir kt.;
« tvarkarasc¢iy konsolidavimas;

* optimizavimo kriterijy pasirinkimas;

e tvarkara$c¢io galimumo patikrinimas;

« tvarkarascius eksportuoti Excel lenteliy ar html formatu ir patalpinti internete;

* kitos funkcijos.

5.2. Mokymosi istaigy tvarkarasciy sudarymo uZdavinys

TvarkaraScCiy teorija yra uZsiémimy tvarkara$¢iy sudarymo pagrindas. Ji placiai taikoma tiek
organizuojant darba imonése, tiek — uzZdavinius Svietimo istaigose. UZsiémimy tvarkarastis forma-
livoju poziiiriu yra uzsiémimy isdéstymas laiko skaléje, atsizvelgiant i jiems i$ anksto keliamus
reikalavimus. Siuos reikalavimus formuoja patys mokymosi proceso dalyviai bei rasytiniai doku-
mentai. Pradiniai Sio proceso duomenys yra:

* (G — mokymosi srautai, susidedantys i$§ besimokanciy grupiy ar pogrupiy, kurie susidaro dél
grupiy dalinimosi i atskirus vienetus.

* M — déstytojai, pagrindinis poveikio mokymosi srautams mechanizmas.

* D —mokymosi disciplinos, pagristos mokymosi planu, kuri sudaro ivairiy rasiy uzsiémimai.

* K — auditorijos, patalpos, kuriose vedami uzsiémimai.

Planavimo uZduotis formuluojama kaip visy pradiniy planavimo proceso duomeny varianty
perrinkimas (Dekarto aibé R = {Gx M x D x K x z}, ¢ia z — uzsiémimy vykdymo laikai, nustatant
optimuma pagal atitikimo tvarkaraS¢iui keliamiems reikalavimams kriterijy). IS Cia seka iSvada
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apie suformuluotos uZduoties atlikimo sudétinguma, nes priklausomai nuo jos sprendimo apimties
deriniy skaicius auga eksponentiskai, o tai padaro §j uzdavini NP-pilnuoju. Taciau §is poZitris ne
visada yra teisingas, nes jau pradinio pasirengimo planavimui metu deriniy kiekis sumazinamas
destytojo, srauto, auditorijos (arba galimos auditorijos) ir vedamo uzsi€émimo pagal teminj plana
apjungimo deka.

UZdavinys apie tvarkara$¢io sudaryma su apribojimais gali reiksti uZsiémimy paskirstyma lai-
ke tokiu biidu, kad tuo paciu laiku nebiity paskirtos paskaitos vienai grupei, vienam déstytojui arba
vienoje auditorijoje. Toks uzdavinys lengvai suvedamas i grafy spalvinima su salyga, kad visos au-
ditorijos yra Zinomos visoms grupéms, kiekvieng paskaita veda paskirtas déstytojas ir yra Zinomos
auditorijos, kuriose turi biiti vedamos paskaitos. Siuo atveju tvarkarastis gali bati atvaizduotas gra-
fo pavidalu, kuriame virStnés atitinka uzsiémimus, o briaunomis sujungtos virsiinés, atitinkancios
vienos grupés paskaitas, vienoje auditorijoje arba su vienu déstytoju. Po tokio grafo nuspalvinimo
tvarkarasStis sudaromas pagal principa: paskaitos, atitinkancios tos pacios spalvos virSiines, gali
biti pravestos vienu metu.

Auksciau aptarta atveji galima iliustruoti sekanc¢iu pavyzdZiu: tarkime, kad turime dvi gru-
pes, kiekvienai i$ kuriy biitina pravesti po keturis uzsiémimus. Kiekvieng uzsiémima veda vienas
i$ keturiy déstytoju vienoje iS$ trijy auditorijy. 20 lenteléje pateikta uzsiémimy tvarka, t. y. koks
destytojas kuriai grupei kurioje auditorijoje veda uzsiémima — bitina sudaryti tvarkarasti, kad deés-
tytojas ir besimokanti grupé tuo paciu metu neturéty keliy uzsiémimy bei vienu metu patalpoje
nevykty keli uzsiémimai. Pateiktus 20 lentelés duomenys galima atvaizduoti grafu'®, kuris pa-
vaizduotas 17 paveikslo iliustracijoje kairéje. Pritaikius euristini (nagrinéjamu atveju atkaitinimo
modeliavimo) algoritma iSsprendZiamas grafo spalvinimo uzdavinys, kurio sprendinys ir yra galu-
tinis sudarytas tvarkaraStis — su salyga, kad 1§ anksto yra nurodyta, kuri spalva reiSkia atitinkama
laika, pavyzdziui: raudona — pirmadienis 8 val., Zalia — antradienis 8 val. ir t. t. (Zr. 17 paveikslo
iliustracija deSinéje)

20 lentelé. TvarkaraSciy sudarymo uzdavinys.

Nr. Grupé Déstytojas Disciplina Auditorija
0 Gl Ml DI K1

1 G2 M1 D1 K1

2 Gl M2 D2 K2

3 G2 M2 D2 K2

4 Gl M3 D3 K3

5 G2 M3 D3 K3

6 Gl M4 D4 K1

7 G2 M4 D4 K1

Saltinis: sudaryta autoriaus.

Pastaba: G1 ir G2 yra atitinkamai pirma ir antra grupés, M1, M2, M3 ir M4 — atitinkamai pirmas, antras,
trecias ir ketvirtas déstytojai, D1, D2, D3, D4 — déstytoju mokomos disciplinos, K1, K2, K3 — atitinkamai
pirma, antra ir trecia auditorijos.

BVirsane yra trijy kintamyjy: grupés, déstytojo, auditorijos — kombinacija, kuri turi kaimynine vir$iing tuomet, kai
bent vienas kintamasis sutampa.
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17 pav. Tvarkara$ciy sudarymo uzdavinys. Iliustracija kairéje: pagal 20 lentelg sudarytas konflikti-
nis grafas. [liustracija deSinéje: iSsprestas grafo spalvinimo uZdavinys, kur kiekviena spalva reiskia
paskaitos laika, pavyzdZziui: raudona — pirmadienis 8 val., Zalia — antradienis 8 val. ir pan.

Zymiai sudétingesné uzdavinio versija gaunama, kai kiekvienai paskaitai nustatoma konkretaus
tipo auditorija, o bendras kiekvieno tipo auditorijos skaicius ribotas. Pavyzdziui, kompiuterinése
auditorijose negalima pravesti deSimt uzZsiémimuy, jei ju yra tik penkios. Tokios formuluotés uz-
davinio sudétingumas pasireiskia tuo, kad panaSus apribojimai grafe negali buti atvaizduoti rySiy
pavidalu. Pastarieji uZdaviniai reikalauja papildomo apdorojimo arba sprendimo metu, arba nu-
spalvinus grafa.

Taip pat kaip spalvinimo problema galime modeliuoti egzaminy tvarkara$c¢io sudaryma. Dvie-
Ju mokymosi dalyky egzaminai neturéty buti paskirti tuo paciu laiku, jei yra studenty, kurie lanko
abu dalykus. Taigi galima modeliuoti tai kaip grafa, kuriame kiekvienas dalykas atitinka virSting,
o dalykai yra sujungiami briauna, jei jie dalijasi studentais. Tuomet kyla klausimas, ar galime nu-
spalvinti grafg su k spalvomis, ¢ia k yra egzaminy laiky skai¢ius misy tvarkarastyje. Egzaminy
tvarkara$c¢io sudarymo uzdavinyje i$ tikryjuy galime tikétis atsakymo ,,ne*, nes norint panaikin-
ti konfliktus reikés pernelyg didelio egzaminy laiky skaiCiaus. Taigi reali praktiné problema yra
sekanti: kiek maZai studenty turime iSimti i§ paveikslo (t. y. pateikti specialius konfliktinius egza-
minus), kad biity galima i$spresti spalvinimo problema su pagrista (priimtina) £ reikSme.

Apskritai kiekvienam tvarkarasc¢iui keliami tam tikri sudarymo reikalavimai, kuriy privaloma
laikytis. Jei tvarkaraStis neatitinka sudarymo taisykliy, jis latkomas netinkamu. Toliau i§vardijami
pagrindiniai reikalavimai [25]:

1. UZsiémimus vedantis asmuo vienu metu gali turéti tik vieng uzZsiémima;

2. Besimokanciyjy grupé tuo paciu metu gali turéti tik vieng uZsi€émima;

3. Vienu metu patalpoje gali vykti tik vienas uZsiémimas;

4. Konkretiis uzsiémimai gali vykti tik tam tikrose patalpose, kurios yra pritaikytos mokomo

dalyko specifikai (laboratorijos, kompiuteriy klasés, sporto salé ir pan.);

5. Patalpoje uZsiémimas gali vykti tik tada, kai joje telpa visi besimokantieji, turintys tg uZsi-

émima.

5.3. Internetinés aplikacijos realizacija

Sis skyrelis skirtas aprasyti sukurta internetine aplikacija, kuri leidZia $vietimo istaigoms su-
daryti tvarkaraScius, o sprendimo branduolj sudaro atkaitinimo modeliavimo algoritmas.
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Programiné iranga

Internetiné aplikacija realizuota Microsoft Visual Studio Professional 2017, Microsoft Visu-
al Studio Code programinés jrangos ir C# (naudota vidiniam (angl. back-end) programavimui),
TypeScript (naudota iSoriniam (angl. front-end) programavimui) programavimo kalby pagalba,
panaudojant .NET Core 2.2 karkasa'*, ReactJS biblioteka (su Redux architektiira) ir Bootstrap 4
karkasa. Aplikacijos dizainui plétoti taip pat pritaikyta ir SASS technologija bei bandomoji Photo-
shop CC 2018 programa.

Sukurta sistema nenaudoja duomeny bazés'®, kaip alternatyva duomenys saugomi narSyklés
Local Storage, imituojant reliacing duomeny baze, o kiekvienas irasas — objektas, kuris turi iden-
tifikacinj numer;j (toliau — ID).

Apie internetine aplikacija ,,aDa tvarkarasciai‘

»aDa tvarkaraSciai“ — Sio darbo metu sukurta prototipiné tvarkaras$¢iy sudarymo internetiné
aplikacija, kuri leidZia sudaryti nedidelius, bet tikslius tvarkaraS¢ius Svietimo jstaigoms. Sudarant
tvarkarasti, aplikacija sugeba visas uzduotas parinktis suvesti i grafo struktiira, o tuomet iSspresti
grafo spalvinimo uZdavinj atkaitinimo modeliavimo algoritmo pagalba. Rastas uzdavinio sprendi-
mas apdorojamas ir iSvedamas tvarkarasciy pavidalu. Kitaip tariant i aplikacija sprendzia uzdavinj
suformuluotg 5.2 skyrelyje. 18 paveiksle pateiktas ,,aDa tvarkaraSciai* aplikacijos pradzios lan-
gas!. Igyvendintg interneting aplikacija galima i¥bandyti nurodytu adresu: http://78.60.221.238.
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18 pav. ,,aDa tvarkarasSciai* aplikacijos pradZios langas.

Duomeny ivedimas

Norint sudaryti tvarkarasti per ,,aDa tvarkarasciai®, butina uZpildyti déstytojuy, grupiy ir audito-
rijy saraSus (Zr. 19 pav.). Atitinkamai aplikacijos ,,Déstytojai‘, ,,Grupés* ir ,,Auditorijos* languose

“Pagrindiné prieZastis pasirenkant §j karkasa — suderinamumas ir paprastas programy vystymasis daugelyje opera-
ciniy sistemy.

15 Ateityje planuojama plésti aplikacijos funkcionaluma tuo paciu prijungiant ir duomeny baze.

16Kitus aplikacijos langus galima pamatyti darbo prieduose (7r. B prieda).
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Tvarkarasciui sudaryti bitina uZpildyti déstytojy. grupiy ir auditorijy sarasus

19 pav. Informacinis ,,aDa tvarkaraSciai* aplikacijos praneSimas, kad butina turéti uzpildytus dés-
tytoju, grupiy ir auditorijy sarasus, norint sudaryti tvarkarasti.

tam yra sukurtos ivedimo formos. Pastarosioms igyvendinti buvo panaudota Redux Form techno-
logija, kuri palengvina jvedamy duomeny validavima ir pateikima. Prie kai kuriy ivedimo lauky
pridétas informacinis Zenklas, ant kurio uzvedus pateikiama papildoma informacija, pavyzdziui,
kaip teisingai turi buti uZpildytas atitinkamas laukas.

Kaip minéta anksciau, aplikacija duomeny saugojimui nenaudoja duomeny bazes, todél, kai
patvirtinama forma, sukuriamas objektas su unikaliu ID ir JSON formatu iSsaugomas narSyklés
Local Storage atitinkamame lauke. Be to, pridétas jrasas i$ karto matomas vartotojui sarase esan-
¢iam Salia formos (duomenys atnaujinami realiu laiku be puslapio perkrovimo). Vartotojo patogu-
mui kiekviena suvesty duomeny lentelé turi rasiavimo ir filtravimo funkcionaluma (Zr. B prieda),
todel galima greitai surasti ieSkoma déstytoja, grupe ar auditorija. Paminétina, kad esant poreikiui
irasas gali buti iStrintas i§ saraSo paspaudus pasalinimo mygtuka, kuris pridétas prie kiekvienos
duomeny eilutés i§ deSinés puseés'’.

Tvarkarascio sudarymas ir iSsaugojimas

Kai déstytojy, grupiy ir auditorijy saraSai yra uzpildyti, aplikacija igalina parink¢iy sudaryma
tvarkara$c¢io generavimui (Zr. 20 pav.). Pridéjus parinkti biitina pasirinkti grupe, déstytoja, discipli-
na ir auditorija. Pastarosios dvi parinktys priklauso nuo pirmuyjy dvieju: auditorijos iSskleidZiamas
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20 pav. ,,aDa tvarkarasciai* aplikacijos parinkciy sudarymas tvarkarascio generavimui.

17 Ateityje planuojama pridéti ir jvesty duomeny atnaujinimo funkcionaluma.
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saraSas yra neaktyvus tol, kol néra pasirinkta grupé. Be to, leidZiama pasirinkti tik tg auditorija,
kurioje telpa pasirinktos grupés studenty skai¢ius. Panasi situacija ir su disciplinos i§skleidZiamuo-
ju sarasu: pastarasis tampa aktyvus tik tuo atveju, kai yra pasirinktas déstytojas. Be to, rodomos
tik tos disciplinos, kurias gali déstyti pasirinktas déstytojas. Uzduota parinktis gali buti iStrinta
paspaudus paSalinimo mygtuka, kuris sukuriamas su kiekviena parinktimi, i§ kairés pusés.

Svarbu paminéti, kad pridedant parinktis tas pats déstytojas, grupé ar auditorija negali buiti nau-
dojamas daugiau nei 30 karty. PrieSingu atveju programos posistemé tvarkaras¢io sudarymo metu
vartotojui grazins klaidos pranesima, kad vienas i$ pasirinkimy virSija nurodyta limita. Nustatytas
toks skaicius atsizvelgiant i realias salygas: tarkime, kad vienos paskaitos trukmé yra 2 akademi-
nés valandos ir jos vyksta nuo 8 val. iki 20 val. Tuomet maksimalus kiekvieno déstytojo, grupés
ir auditorijos uZimtumas per diena — 6 uzsiémimai. Vadinasi, per savait¢ 30 (5 darbo dienos po 6
uzsiémimus). Be to, yra sudaromos mokomosios programos, kurios nurodo, kiek uzsiémimy turi
kiekvienas déstytojas ir grupé — Sis skaicius nevirSija nustatyto aplikacijoje.

Pridéjus visas reikiamas parinktis ir paspaudus ,,Sudaryti tvarkaraSt;” mygtuka, nusiun¢iama
uzklausa i programos posistemeés logika, kuri visas gautas parinktis priveda prie grafo strukttros
ir iSsprendzia grafo spalvinimo uZdavini atkaitinimo modeliavimo algoritmo pagalba. Sprendimas
yra grazinamas i vartotojo sasaja, kur iSvedamas lenteliy pavidalu (Zr. 21 pav.). Paminétina, kad
sudarytas tvarkaraStis turi dviejy tipy tvarkarasc¢ius: grupiy ir déstytojy — kurie, savo ruoztu, dar
iSskirstyti i kiekvienos grupés ir déstytojo atskyrus tvarkarascius.

Vardenis Pavardenis (Profesorius)

Pirmadienis Antradienis Treciadienis Ketvirtadienis Penktadienis
Netiesinio Metiesinio
modeliavimo metodai modeliavimo metoda
Kompiuterinis Kompiuterinis
08:00.10:00 .mc:-,.elam?as .m-od.ehawn:as
(Magistrantiros (Magistrantdros
studijos, | kursas, 2 studijos, | kursas, 1
grupé) grupé)
109 kab 419 kab.
Netiesinio Metiesinio
modeliavimo metodai modeliavimo metoda
Kompiuterinis Kompiuterinis
maodeliavimas modeliavimas
10:00-12:00 REEEvT S
(Magistrantaros (Magistranturos
studijos, | kursas, 1 studijos, | kursas, 2
grupé) grupé)
419 kab 109 kab
12:00-14:00
14:00-16:00
16:00-18:00
18:00-20:00

21 pav. ,,aDa tvarkarasc¢iai‘ aplikacijos sudaryto déstytojo tvarkarascio pavyzdys.

Internetiné aplikacija leidzia iSsaugoti sukurta tvarkarasti: paspaudus ,.ISsaugoti tvarkarasti*
mygtuka, atsidaro modalinis dialogas, kuriame vartotojo prasoma suvesti sudaryto tvarkaras¢io
pavadinima. ISsaugotas tvarkaraStis pridedamas i tvarkaraSc¢iy sarasa. Be to, yra galimybé perziu-
réti arba iStrinti kiekvieng tvarkarastj esantj saraSe.
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Pagrindiniai aplikacijos trikumai

Kaip minéta, sukurta aplikacija yra prototipinés versijos, t. y. labiau parodomoji nei paruosta
masiniam naudojimui, ir ateityje planuojama plésti bei tobulinti jos funkcionaluma, taiau Siuo
metu galima i$skirti Sias pagrindines problemas, su kuriomis susiduriama naudojant ,,aDa tvarka-
raséiai‘:

* Vartotojo interfeiso netobulumas: sudarant didelius tvarkarascius reikia prideti daug parink-
¢y, todel aplikacijos tvarkaras¢iy sudarymo langas slenkasi Zemyn. D¢l Sios prieZasties
vartotojas netenka galimybés matyti jau pridéty parinkciy ir gali sukurti parinkciy dublika-
ty, taip sugeneruojant klaidingg tvarkarastj. Vadinasi, kuriant didelius tvarkaras¢ius biitina
patikrinti, ar néra pridéta parink¢iy dublikaty, jeigu juy neturi buti. Kitas budas — sudarinéti
tvarkaraScius labiau orientuotus i déstytojus, t. y. i§ pradZiy suvesti pirmojo déstytojo veda-
mas disciplinas, paskui antrojo, treciojo ir t. t., arba | grupes — i§ pradZiy pridéti pirmosios
grupés uzsiémimus, po to antrosios, treciosios ir t. t.

* Duomeny bazés nebuvimas: kadangi Siuo metu aplikacija nenaudoja duomeny bazés, tai
kiekvienas sukurtas tvarkaraStis yra atskira ,.istorija“, t. y. sudarius pirmaji tvarkarasti, o
paskui generuojant toki pati ir antraji (galima sudaryti ir kita, ta¢iau panaudojant kelis tuos
pacius déstytojus arba grupes, arba auditorijas) néra galimybeés i$ karto (sudarymo metu)
patikrinti, ar naujas tvarkarastis nekonfliktuoja su jau turimais ir pranesti apie tai vartotojui,
kad reikia patikslinti arba pakeisti viena, kita parinktj. Praktiskai tai gali biiti realizuota ir
dabar, taciau patikrinimas vykty vartotojo puséje, kas 1§ geros programavimo praktikos yra
negerai, nes tai pablogina programos veikima (angl. performance). Vadinasi, siekiant dabar
iSvengti minétos problemos reikia kurti didesnius tvarkaraSc¢ius.

* Galimas ilgas tvarkarasciy sudarymas: i$ atliktos 4.2.3 skyrelyje atkaitinimo modeliavimo
algoritmo analizés Zinoma, kad didéjant grafo dydziui ilgéja ir metodo skaiiavimo trukme,
todel labai dideliy tvarkaras¢iy generavimas gali uztrukti.

Aplikacijos testavimas

Siekiant atlikti realizuotos aplikacijos testavima, buvo suvesti testiniai duomenys, o tuomet
generuojami jvairaus dydzio tvarkara$ciai: paprastai pridedant nuo 100 iki 200 parink¢iy. Be to,
stengtasi atkartoti realius atvejus: tvarkaraSciai buvo sudaromi srautais, pavyzdZiui: visy I kurso
magistrantiiros studijy grupiy tvarkarasciai; visy II kurso bakalauro studijy grupiy tvarkarasciai
ir pan. Visais atvejais sugeneruoti tvarkara$ciai, kurie neturéjo nei vieno konflikto. Po atlikto
sistemos testavimo galima teigti, kad:

* ,aDa tvarkarasc¢iai* turi pakankamai paprasta, taciau tuo pat metu ir patrauklia akiai varto-

tojo sasaja;

* internetine aplikacija nesunku naudotis: aiSku, kam skirtas kiekvienas langas, kaip teisingai
suvedami visi reikalingi duomenys, pridedamos parinktys ir sudaromi bei i§saugomi tvarka-
rasciai;

 igyvendinta ,,aDa tvarkarasciai* aplikacija sugeba greitai ir tiksliai (be konflikty) sudaryti
nedidelius tvarkaraSc¢ius Svietimo jstaigoms. Be to, §i sistema suteikia galimybe generuoti ir
didesnés apimties tvarkarascius, taciau tai gali pareikalauti ilgesnio laiko;

* norint lengviau dirbti su dideliais duomeny kiekiais, reikalingas aplikacijos vartotojo sasajos
tobulinimas.

48



ISVADOS

1. Atlikty kompiuteriniy skaitiniy eksperimenty rezultatai patvirtino, kad pilno perrinkimo algo-
ritmas tinkamas tik nedideliems grafams — maksimalus grafo dydis, kuriam esant dar pavy-
ko apskaiciuoti chromatini skaiciy per priimting laika (skai¢iavimai uZtruko vidutiniSkai apie
55 minutes) — 9 virSuniy pilnas grafas. Vadinasi, pilnojo perrinkimo metodas néra tinkamas
dideliy tvarkara$c¢iy sudarymui.

2. Atlikta algoritmy analizé parode, kad godusis algoritmas pasiZymi sparcia skaiciavimy greita-
veika: turint pilngji grafa net su 5000 virSiiniy rezultatas gaunamas vidutiniSkai tik per 3.87 se-
kundés. Lyginant su kitais euristiniais metodais, pastarasis visais atvejais pasirodé esas grei-
Ciausias, taciau tuo pat metu ir pateikiantis pras¢iausius rezultatus (zr. 18 ir 19 lenteles). Be to,
$io metodo skai¢iavimo tikslumui nemaZza itaka daro briauny pasiskirstymas: turint du vienodo
dydZzio grafus, kai virSuniy ir briauny skaicius vienodas, taciau pirmojo briauny pasiskirstymas
tolygus, antrojo — atsitiktinis, chromatinis skaicius galéjo skirtis iki 10 spalvy (Zr. 6 ir 7 lenteles).
Apibendrinant galima teigti, kad godusis algoritmas tinkamas tada, kada butina skubiai suda-
ryti didelj tvarkarastj (pavyzdZziui: Simtus darby paskirstyti deSimtims vykdytoju), paaukojant
pastarojo tiksluma.

3. Algoritmy palyginamumo tyrimo déka nustatyta, kad atkaitinimo modeliavimo algoritmas pa-
teikia tiksliausius, artimus optimaliam sprendinius (Zr. 18 ir 19 lenteles). Be to, pagal greitaveika
Sis metodas buvo greiCiausias tarp kity euristiniy metoduy, i1Sskyrus goduji algoritmag (Zr. 15 ir
16 paveiksly iliustracijas deSin¢je). Vadinasi, kuomet siekiama sudaryti kuo tikslesnj tvarkaras-
ti, o laiko sanaudos néra labai svarbios, t. y. sudarymo trukmeé yra antraeilis dalykas, turéty buti
naudojamas atkaitinimo modeliavimo algoritmas.

4. Genetinio algoritmo analizé¢ parodeé, kad uZtenka sugeneruoti vieng nauja karta, kad bty su-
rastas optimalus sprendinys pilniems grafams. Be to, nustatyta, kad algoritmo tikslumui re-
kombinacijos tikimybé p. poveikio neturi, taciau daro itaka algoritmo vykdymo laikui: kuo
pasirinkta didesné p. reikSme, tuo skaiiavimy trukmé ilgesné (Zr. 12 paveikslo iliustracija de-
Sinéje). Genetinis algoritmas daugeliu atvejy sugeba atkartoti atkaitinimo modeliavimo metodu
gauta rezultatg, taciau tai uZtrunka Zymiai ilgiau (Zr. 18 ir 19 lenteles). Apibendrinant galima
teigti, kad ir genetinio algoritmo pagalba galima generuoti pakankamai tikslius tvarkara$cius,
paaukojant sudarymo laika.

5. ISanalizavus tvarkara$c¢iy sudarymo algoritmus, nustatyta, kad Tabu paieSkos algoritmas tikslu-
mo prasme pasirodé esas pranaSesnis (pateikdavo maZesni chromatini skaiciy) tik uz goduji al-
goritma. Be to, Sis metodas daugeliu atvejy buvo létesnis uZz atkaitinimo modeliavimo ir genetini
algoritmus. Tabu paieSkos metodas gali buti naudojamas sudétingesniy tvarkaraSc¢iy sudarymui,
taCiau yra greitesniy ir tikslesniy metody.

6. Atliktas realizuotos ,,aDa tvarkaraS¢iai* internetinés aplikacijos, veikiancios atkaitinimo mode-
liavimo algoritmo pagrindu, testavimas parode, kad §i sistema sugeba greitai ir tiksliai (be konf-
likty) sudaryti nedidelius tvarkarascius Svietimo istaigoms, kai parink¢iy kiekis yra intervale
nuo 100 iki 200. Be to, §i sistema suteikia galimybe generuoti ir didesnés apimties tvarkaras-
¢ius, taciau tai gali pareikalauti ilgesnio laiko. Kalbant i§ vartotojo sasajos puseés, tai puikus,
aiSkus ir lengvai naudojamas irankis su paprastu, taciau tuo pat metu ir aki traukianciu dizainu.
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Ateities tyrimuy gaireés

Be abejo, atlikta analizé¢ yra nedidelis Zingsnis nagrinéjant tvarkarasciy sudarymo problema.

Siekiant patobulinti ir praplésti tyrima, jis gali buti pratgstas keliomis kryptimis:

1.

Paméginti itraukti daugiau euristiniy metody: skruzdZiy kolonijos algoritma, spieciy algoritma
ir kt.

Pabandyti apjungti kelis euristinius grafy spalvinimo algoritmus, taip sukonstruojant hibridini
metoda, kuris galéty pagerinti rezultaty kokybe lyginant su turimais.

Praplésti ir pagerinti ,,aDa tvarkara$ciai internetinés aplikacijos funkcionaluma, iStaisant var-
totojo interfeiso netobulumas, prijungiant duomeny baze¢ — kitaip tariant, panaikinti apraSytus
5.3 skyrelyje esamus sistemos trikumus.
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A. Programos kodo fragmento listing’as

def brute_force_algorithm(g):

Graph coloring with brute force algorithm

:param g:

Graph
sreturn :

Nodes with color and chromatic number
nodes_count = len(list (g.nodes()))
chr_number = nodes_count
colorized_nodes dict ()
final_col_nodes dict ()

# Count of all color combinations
color_comb_count = nodes_count**nodes_count

for comb in range(color_comb_count):
correct_comb = True
color_comb = get_color_combination (comb, nodes_count,
color_comb_count)
color_comb = tuple(color_comb)

for index, color in enumerate(color_comb):
colorized_nodes[index] = color

# Iteration through all nodes
for node in g.nodes():
incorrect_comb = False

# Iteration through all node’s neighbors
for neighbor in g.neighbors(node):

if colorized_nodes[node] == colorized_nodes[neighbor]:
incorrect_comb = True
break

if incorrect_comb:
correct_comb = False
break

if correct_comb:
if not final_col_nodes or chr_number > len(list (set(
colorized_nodes.values()))):
final_col_nodes = dict(colorized_nodes)
chr_number = len(list (set(colorized_nodes.values())))

return final_col_nodes , chr_number

def greedy_algorithm(g):

Graph coloring with greedy algorithm
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:param g:
Graph

sreturn :
Nodes with color and chromatic number

nodes = dict ()

for node in g.nodes():
nodes[node] = len(g[node])

# Nodes sorting by neighbors count

sorted_nodes = list (dict(sorted (nodes.items (), key=lambda value:
value[1], reverse=True)).keys())

colorized_nodes = dict ()

colorized_nodes[sorted_nodes[0]] = O

# Set colors to nodes
for node in sorted_nodes[1:]:
available_colors = [True] * len(sorted_nodes)

for neighbor in g.neighbors(node):

# Color is marked as unavailable if it has already been
assigned

if neighbor in colorized_nodes.keys():
color = colorized_nodes[neighbor]
available_colors[color] = False

for color in range(len(available)):
if available_colors[color]:

colorized_nodes[node] = color
break
colors = list(set(colorized_nodes.values()))
chr_number = len(colors)

return colorized_nodes , chr_number

def simulated_annealing_algorithm (g, colors_count, initial_temp ,
min_temp, alpha):

Graph coloring with simulated annealing algorithm

iparam g:
Graph
:param colors_count:
Number of colors for graph coloring
:param initial_temp :
Initial temperature
:param min_temp:
Minimal temperature
:param alpha:
Speed coefficient of temperature cooling
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sreturn :
Nodes with color and chromatic number

colors = list(range(colors_count))
nodes_count = len(list (g.nodes()))

# Generation of random graph coloring
colorized_nodes = dict ()

for i in range(nodes_count):

colorized_nodes[i] = colors[randrange (0, len(colors))]
temperature = initial_temp
fitness = 0

while True:
conflicted_nodes = set ()
no_conflicts = True

# Finding of conflicting nodes
for i in range(nodes_count):
if 1 in conflicted_nodes:
continue

for neighbor in g.neighbors(i):
if colorized_nodes[i] == colorized_nodes[neighbor]:
conflicted_nodes.add (i)
conflicted_nodes.add(neighbor)
no_conflicts = False

if not no_conflicts:
break

# Stop algorithm if valid graph coloring is found
if no_conflicts is True:
break

# Random choosing of conflicted node

conflicted_nodes = list(conflicted_nodes)

conflicted_node = conflicted_nodes[randrange (0, len(
conflicted_nodes))]

# New graph coloring
new_colorized_nodes = colorized_nodes.copy ()

# Add new color for chosen conflicted node
valid_colors = set(colors)

for n in g.neighbors(conflicted_node):
if new_colorized_nodes[n] in valid_colors:
valid_colors .remove(new_colorized_nodes[n])

valid_colors = list(valid_colors)

if len(valid_colors) > O:



new_colorized_nodes[conflicted_node] = valid_colors|

randrange (len(valid_colors))]
else:

new_color = colors[randrange (0, len(colors) — 1)]

if new_colorized_nodes[conflicted_node] ==
new_color = colors[—1]

new_color:

new_colorized_nodes[conflicted_node] = new_color

# Fitness of graph coloring

fitness = calculate_fitness (g, nodes_count, colorized_nodes,
fitness)
new_fitness = calculate_fitness (g, nodes_count,

new_colorized_nodes)

if new_fitness > fitness:

colorized_nodes = new_colorized_nodes
fitness = new_fitness
else:
p = random ()
diff fitness = fitness — new_fitness

# Metropolis condition

if p < exp(—diff_fitness / temperature):
colorized nodes = new_colorized nodes
fitness = new_fitness

# Cooling of temperature
temperature x= alpha

if temperature < min_temp:
break

if no_conflicts is False:
return None
else:
colors = list(set(colorized_nodes.values()))
chr_number = len(colors)
return colorized_nodes , chr_number

def genetic_algorithm (g, colors_count, max_generations,

Graph coloring with genetic algorithm

:param g:

Graph
:param colors_count:

Number of colors for graph coloring
:param max_generations:

Maximum number of generations
:param population_size:

Size of population

population_size)
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:return :

Nodes with color and chromatic number

colors = list(range(colors_count))
nodes_count = len(list (g.nodes()))
population = []

fitness = []

generation = 0

# Generation of population
for i in range(population_size):

chromosome =

dict ()

for j in range(nodes_count):
chromosome[j] = colors[randrange (len(colors))]

# Calculate chromosome fitness
chromosome_fitness = calculate_chromosome_fitness (g, nodes_count
, chromosome)

population.append (chromosome )
fitness .append(chromosome_fitness)

sort_population (population, fitness , population_size)

while fitness[0]

!= 0 and generation < max_generations:

half_population_size = int(population_size / 2)
children = []

new_fitness

[]

for i in range(half_population_size):

parents

get_parents (population, fitness , population_size)

p_cr = random ()
if p_cr >= p_c:

child = crossover(parents , nodes_count)
else:

child = population[i + half_population_size]
p_mr = random ()

if p_mr >= p_m:
mutate (child , g, nodes_count, colors)

# Calculate new chromosome fitness

new_chromosome_fitness = calculate_chromosome_fitness (g,
nodes_count , child)

children .append(child)
new_fitness .append(new_chromosome_fitness)

for i in range(half_population_size):
population[i + half_population_size] = children[i]
fitness[i + half_population_size] = new_fitness[1i]

sort_population (population, fitness , population_size)
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generation += 1

print(’ Generations:.{} .format(generation))

if fitness[0] != O:
return None

else :
colors = list(set(population[0]. values()))
chr_number = len(colors)

return population[0], chr_number

def tabu_algorithm (g, colors_count, repeats, max_iteration):

Graph coloring with tabu search algorithm

:param g:

Graph
:param colors_count:

Number of colors for graph coloring
:param repeats:

Number of repeats for improvements
:param max_iterations:

Iterations limit
sreturn:

Nodes with color and chromatic number

colors = list(range(colors_count))
nodes_count = len(list (g.nodes()))
tabu_size = nodes_count

# Generation of random graph coloring
colorized_nodes = dict ()

for i in range(nodes_count):
colorized_nodes[i] = colors[randrange (0, len(colors))]

tabu = deque ()

intention = dict ()
iterations = 0
conflicts_count = None
conflicted_nodes = set ()

while iterations < max_iterations:
if len(conflicted_nodes) == O:

# Finding of conflicting nodes
for i in range(nodes_count):
if i in conflicted _nodes:
continue

for neighbor in g.neighbors(i):
if colorized_nodes[i] == colorized_nodes[neighbor]:
conflicted_nodes.add (1)



conflicted_nodes.add(neighbor)

conflicted_nodes_1list = list(conflicted_nodes)
conflicts_count = len(conflicted_nodes_1list)

# Stop algorithm if valid graph coloring is found
if conflicts_count == O:

break
conflicted_node = None
new_colorized nodes = None
new_conflicted _nodes = None

for r in range(repeats):
# Random choosing of conflicted node
conflicted_node = conflicted_nodes_list[randrange (0, len (

conflicted_nodes_1list))]

# New graph coloring
new_colorized_nodes = colorized_nodes.copy ()

# Add new color for chosen conflicted node
valid_colors = set(colors)

for n in g.neighbors(conflicted_node):
if new_colorized_nodes[n] in valid_colors:
valid_colors.remove(new_colorized_nodes[n])

valid_colors = list(valid_colors)

if len(valid_colors) > 0O:

new_color = valid_colors[randrange (len(valid_colors))]
else:
new_color = colors[randrange (0, len(colors) — 1)]
if new_colorized_nodes[conflicted_node] == new_color:
new_color = colors[—1]
new_colorized_nodes[conflicted_node] = new_color
new_conflicted_nodes = set ()

# Finding of new conflicting nodes
for i in range(nodes_count):
if i in new_conflicted _nodes:
continue

for neighbor in g.neighbors(i):
if new_colorized_nodes[i] == new_colorized_nodes|
neighbor ]:
new_conflicted_nodes.add (i)
new_conflicted_nodes.add(neighbor)

new_conflicts_count = len(list (new_conflicted_nodes))



# Check if found better coloring of graph
if new_conflicts_count < conflicts_count:
if new_conflicts_count <= intention.setdefault(
conflicts_count , conflicts_count — 1):
intention[conflicts_count] = new_conflicts_count — 1

if (conflicted_node , new_color) in tabu:
tabu.remove (( conflicted_node , new_color))
else:
if (conflicted_node , new_color) in tabu:
continue
break

tabu.append ((conflicted_node , colorized_nodes[conflicted_node]))
colorized_nodes = new_colorized_nodes.copy ()
conflicted_nodes = new_conflicted_nodes.copy ()

if len(tabu) > tabu_size:
tabu.popleft ()

iterations += 1

if conflicts_count != O:
return None

else:
colors = list(set(colorized_nodes.values()))
chr_number = len(colors)

return colorized_nodes , chr_number
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