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Ivadas

Navje - Stokso lygtys yra diferencialinés lygtys dalinémis iSvestinémis, kurios apraso klampiy
nespudziy skyséiy tekéjima. Sios lygtys buvo suformuluotos XIX a., o §iy lygéiy matematine
teorija pradéta plétoti XX a. Tiesiné Navjé - Stokso lygciy sistema dar vadinama Stokso
sistema.

Pirmasis periodines pagal laika Navjé - Stokso lygtis pradéjo nagrinéti Serrin [9]. Jis daré
prielaida, kad periodiniams pagal laika duomenims f ir bet kokiai pradinei salygai, sprendinys
u(z,t) priklausantis nuo tos pradinés reiksmes, konverguoja, kai ¢ — oo ir gauname periodinj
pagal laika sprendinj. Panasiu laiku Sias lygtis nagrinéjo ir Yudovich [2] bei Prodi [7], ku-
rie ieskojo periodinio pagal laikg sprendinio pradiniam uzdaviniui. Pirmasis griezta jrodyma
pateiké Prouse [8]. Jis jrodé periodinio pagal laika sprendinio egzistavima dvimatéje srityje.

Siame darbe nagrinéjama periodiné pagal laika Stokso sistema su nehomogenine krastine
salyga. Darbo tikslas jrodyti Sios sistemos silpnojo sprendinio egzistavima ir vienatj neaprézto-
je srityje €2, turincioje iSéjima j begalybe. Uzdavinys sprendziamas keliais etapais. Pirmiausia
panaikinamas Stokso sistemos krastinés salygos nehomogeniskumas. Tai atliekama sukonstruo-
jant tinkama krastiniy duomeny pratesima, kurio pagalba nehomogenine sistema galime suvesti
i ja atitinkancig homogenine sistema. Tai atlikus gauname nauja periodine pagal laikg Stokso
sistema su homogenine krastine salyga ir ieSkome jos silpnojo sprendinio, taciau susiduriame
su dar viena problema - neaprézta sritimi. Sig problems taip pat sprendziame keliais etapais.
Pirmiausia specialiu budu pasirenkame aprézty sric¢iy seima €2 ir jrodome silpnojo sprendinio
egzistavimg ir vienatj kiekvienoje is jy. Véliau, peréje prie ribos, kai & — 400, padengia-
me nagrinéjama neapreztg sritj apréztomis sritimis ir gauname silpnojo sprendinio egsistavima
ir vienatj visoje nagrinéjamoje srityje. Ieskomg silpnaji sprendinj uzrase kaip sukonstruoto
pratesimo ir homogeninio uzdavinio silpnojo sprendinio suma suformuluojame teoremsg apie
periodinés pagal laika Stokso sistemos su nehomogenine krastine salyga silpnojo sprendinio

egzistavimg ir vienatj.



1 skyrius

1.1 Zymeéjimai, pagalbinés nelygybés ir teoremos

Pastovius dydzius zymésime C, C},c,j = 1,2, ..., kurie gali priklausyti nuo parametry. Skirtin-
gose vietose ta pacia raide ¢ gali buti pazymétos skirtingos konstantos.

Tegu V' - Banacho erdve. Elemento u norma funkcinéje erdvéje V' zymima ||ul|y. Vektorinés
erdveés elementus zymeésime pusjuodémis raidémis. Vektorines ir skaliarines erdves Zymésime
vienodai. Sakysime, kad vektorius u = (uy, ..., u,,) priklauso erdvei V', jei visos jo komponentés

Uy, ..., U, priklauso V', o jo normg apibrésime taip:

n
lafly =3 [luillv-
i=1

Tarkime ©Q C R™ atviroji sritis. C'*°(2) zZymésime visy be galo diferencijuojamy srityje
funkciju aibe, o C§°(€2) zymeésime visy funkcijy is C*°(2) poaibj su kompaktine atrama srityje 2.
L(Q) ir WH9(Q) Zymésime atitinkamai Lebego ir Sobolevo erdves su normomis apibréZtomis

tokiu budu:

1/q & 1/q
|IUHLq<Q>=(/ |u<m>|qu) , r|u||Wk,q<m=(z / |Dau<:c>|wx) ,

Q la]=0 ¢

¢ia q ir k duotieji neneigiami sveikieji skaiciai, o = (o, ag, ..., ;) - multiindeksas, «;, j =

dlely,

m - funkClJOS U(ZE) daliné

n
1,2,...,n - sveikieji neneigiami skaiciai, |a| = X a;, D% =
Jj=1

| eilés isvestine. WE=1/249(90)) yra funkcijy i§ W*4(2) pédsako erdveé kraste 9§ su norma
|[ul[wr-1/a.0(90) = If{]]@|[wro) : & = u ant srities krasto 0Q}.

WHha(Q) - aibes C2°(Q) uzdarinys W*(Q) normos prasme; Wi:2(Q) zymésime, jei u € WH(Q)

kiekvienai apréztai sriciai €', Q' C Q.



Tegu D(€2) - vektorines aibés C§°(€2) uzdarinys Dirichlé normos prasme ||u||p) =||Vul|L2(q).

D(Q) yra Hilberto erdve su skaliarine sandauga
(u,v) = /Vu : Vv dz;
0

n

Ou; 99 - Pagzymékime JE°(Q) = {v € C2(Q) : divv = 0}

= Oxy, Oz,

Ga Vu: Vv =3 Vi - Vu; = 3

j=1 =1k
- visy be galo diferencijuojamuy srityje €2, fini¢iyju, solenoidiniy funkcijy aibé. H(Q2) = {u €
D(Q) : diva = 0} - J§°(€2) uzdarinys Dirichlé normos prasme.

1.1.1 lema. (Kosi - Svarco nelygybé). Vf € L*(2), Vg € L3(Q) teisinga Kosi-Svarco nelygybé:

1/2 1/2
< (/|f(95)|2d$) (/ |9(95)|2d$) = ||f||L2(Q)||9||L2(Q)-
Q Q

Kosi - Svarco nelygybé yra atskiras Hiolderio nelygybés atvejis. Hiolderio nelygybe galima rasti

[ f@yg(w)da
Q

[1] knygoje.

1.1.2 teorema. (Fredholmo). Tequ B : H — H - tiesinis visiskai tolydus operatorius, ¢ia H -

Hilberto erdvé. Lygtis
u—Bu=~h, he H,
turi sprending v € H tada ir tik tada, kai
(hyw)=0 YweH:w—B'w=0,

cia B* operatoriaus B jungtinis operatorius. Jeigu lygtis w— B*w = 0 turi tik trivialy sprending

w=0, tai V h € H lygtis u — Bu = h turi vienintely sprending v € H.

1.1.3 teorema. (Ryso). Tegu f - tiesinis tolydusis funkcionalas Hilberto erdvéjé H, o jos
jungtiné erdvé yra H* (visy tolydZiyjy tiesiniy funkcionaly f : H — R erdvé). Tada egzistuoja

vienintelis elementas vy € H, su kuriuo
fw) = (u,vp) Vue H

ir || f]

funkcionalg f,(u) su norma || fy|

a = ||vfl|u. Ir atvirksciai, Vo € H skaliariné sandauga (u,v) apibrézia tiesing tolydyjj

= ||v]|u-
1.1.4 teorema. (Puankaré - Fridrichso nelygybé). Tegu Q@ C R™ - apréztoji sritis. Tada su bet

kuria funkcija u € WY2(Q) teisinga nelygybé

/ lu(z)[2de < ¢, / Vu(z)2dz,
Q Q

cia konstanta ¢, = c(diam(S2))? ir konstanta ¢ nepriklauso nuo srities.
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1.1.5 teorema. (Sobolevo jdéties teorema). Tequ G C R™ - apréztoji sritis.

a) Jeigul >1, g > 1,

an

nzgql, r<
n —ql

tai erdvé W(G) jdedama j L"(G). Be to,

lullzr) < cllullwra), Yu € WH(G).

b) Jeigu n < ql, tai WH(G) jdedama j C"(G), ¢ia h < ql%”. Be to,

||U||ch(é) < cllullwrae), Yu € Wh(G).

c¢) Jeigun > ql irr < -2 tai jdéties operatorius I : WH(G) — L™(G) yra visiskai tolydus.

n—ql’
Tuo atveju, kain < ql, h < ql%", idéties operatorius I : WH(G) — C"(G) taip pat yra

visiskai tolydus.

1.1.6 lema. Tarkime, kad ) - apréitoji sritis, O tenkina Lipsico sqlygq, ¢ € WY22(0Q), o
[ ¢ -ndS = 0. Tada egzistuoja funkcijos ¢ solenoidinis pratesimas ® € W2(Q) tenkinantis
o0
sqlygas:

dive =0, z€()

d=¢p, xec0.

Be to, galioja jvertis
1@ ]|w12) < cllellwrrzzon)-
Lemos jrodyma galima rasti [4] straipsnyje.

1.1.7 lema. Tarkime Q) - apréztoji sritis, 0S) - tenkina Lipsico sglyge, £ C OS2, meas(L) > 0,

o funkcija h € WY/22(9Q) tenkina sqlygas [h-ndS = 0 irsupph C L. Tuomet funkcija h gali
e

buti pratesta j srity Q0 tokiu pavidalu:

by(x,¢) = curl (x(z, ) B(x),
dia E € W?2(Q), curlE|pq = h, o x yra Hopfo tipo nupjautiné funkcija, t.y., x yra glodi,

X(x,€) =1 ant kreivés L, supp x yra mazoje L aplinkoje, be to,

Ec

< -
|VX(‘T7€)| ~N d@8t<$,£>7

cia konstanta ¢ nepriklauso nuo €.



Paskutinés lemos jrodyma galima rasti [5] straipsnyje.

1.1.8 apibrézimas. Reguliarizuotas atstumas Ag(x) nuo tasko x iki uZdaros aibés G C R™

yra be galo diferencijuojama aibéje R™ \ G funkcija tenkinanti nelygybes:
ada(x) < Ag(z) < azdo(),  [D*Da(w)] < asdg ™ (), (1.1)

¢ia dg(x) = dist(x,G) - tikrasis atstumas nuo x iki aibés G, teigiamos konstantos ay,ay pri-

klauso nuo n, o ag priklauso nuo n ir nuo diferencijavimo eilés || (Zr. [10]).
Darbe naudosime nupjautines funkcijas 0 < ¥ < 1 ir p, kurios yra monotoniskos, glodzios bei

turi tokias israiskas:

U(t) = (1.2)

o(r) = (1.3)
T, T 2 a2d07

¢ia dy yra mazas teigiamas skaiius, o a1 ir as yra konstantos apibréztos (|1.1)) nelygybéje.



1.2 Uzdavinio formulavimas

Nagrinéjame laiko atzvilgiu periodine Stokso lygciy sistema su nehomogenine krastine salyga:

w —vAu+ Vp=1£, (z,t) €Qx(0,2n),
divu =0, (z,t) € Q x (0,27),

u=¢, (z,t)€ o x(0,2r),

u(z,0) =u(z,27), =€,

Cia @ = p(x) - krastine salyga, © = (71, 79), Q C R? - sritis, turinti iSéjimag j begalybe D =
{z € |wy| < g(x2), 12 > Ro}, t.y. Q=QUD, Qy =G\ G, Gy CGy, Gyir Gy apréztos
vienjungeés sritys. Pazymékime 0G, = I'y, taigi 092 =T'y U T.

Tarkime, kad krastiné salyga ¢ turi kompakting atrama, suppe C I'y U A, tuomet A =
suppp N Ty C Ty N Bg,(0), ¢ia Bg,(0) = {z € R? : |z| < Ry, Ry > 0} - rutulys. Koordinaciy

sistemos pradzios taskas (0,0) yra "skylés" G viduje.

1.1 pav.: Sritis 2
Funkcija g tenkina Lipsico salyga:
lg(t1) — g(t2)| < Llt1 — ta|, t1,t2 = Ry, ¢(t) = go = const >0 Vt. (1.5)
Pazymeékime
Qp = Qo U Dy, (1.6)

éiaDk:{IEDil’2<Rk}, Rlzl,Rk_H:Rk—}-%, k> 1.

Tegul

F(Znn) — /SO . nds’ ]F(OUt) — /90 -ndS (17)
Iy A



yra srautai per vidinj ir iSorinj srities krastus, n - vienetinis iSorinés normalés vektorius. Kadangi
krastine salyga ¢ nepriklauso nuo laiko, tai ir srautai F@ ir F“) nepriklauso nuo t, t.y.,
srautai yra pastovus dydziai.

Divergencijos lygti divu = 0 suintegrave dalimis sritimi 2 N Br(0), pakankamai dideliems

R, turime:

0= / divudx = / u-ndx:/cp-nd5+/(p-nd5+/u-ndS, (1.8)
QNBR(0) d(QNBR(0)) I A o(R)
¢ia o(R) iséjimo D skerspjuvis. Kadangi skystis yra nespudus, todeél is ([1.7) ir (1.8) turime,
kad
/ u-ndS = —(Finm) 4 plout)), (1.9)
o(R)

Apibrézkime (1.4)) uzdavinio silpnaji sprendinj. Imkime funkcija 9 € L?*(0,271; C§°(€)) su
divp = 0. Padaugine pirmaja (1.4]) sistemos lygtj skaliariSkai i§ funkcijos n ir suintegrave

dalimis sritimi €2, gauname:

/ w(z,t) -z, t)de + v / Vu(z,t) : Vn(z, t)de = / £(z,1) -z, t)dz.

Suintegrave pagal laika nuo 0 iki 27, gauname integraline tapatybe:

7 / w,(z, ) -z, O)dwdt + y7 / Vu(z,t) : Ve, t)dodt = 7 / £(z, 1) - n(z, t)dedt.  (1.10)

0

Tegul L3(€2) yra svoriné erdvé su norma

lollzzoy = | [ logde + | [ lwfds. (1.11)
D Qo

Nagrin¢jamu atveju g = 1.

1.2.1 apibrézimas. Tegul isoriné jéga £ € L?(0,2m; L2(2)), o krastiné sqlyga @ € W'/22(09Q)
turi kompakting atramg. Tuomet solenoidinis vektorinis laukas u € L2(0,2m; W 2(Q)), w, €
L*(0,2m; L} () tenkinantis krasting ulpq = @ bei periodiskumo u(x,0) = u(z,2r) sqelygas,

vadinamas (1.4)) uZdavinio silpnuoju sprendiniu, jeigu tenkina (1.10)) integraline tapatybe su
kiekviena funkcija n € L*(0,2m; J5°(Q)).

Nagrinéjant ((1.4]) uzdavinj susiduriame su Siomis problemomis - nehomogenine krastine

salyga ir neaprézta sritis. Pirmaja problema sprendziame sukonstruodami tinkama krastiniy
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duomeny pratesimg A = B + B kurio pagalba nehomogeninj uzdavinj suvedame
1 ji atitinkant] homogeninj uzdavinj. Neapréztos srities problema sprendziama taip: pirmiausia
pasirenkame tokia apréztu sri¢iy Seima Qy (7r. formule), kuri padengia visa sritj €2, kai
k — 4-00. Tuomet jrodome apytikslio silpnojo sprendinio egzistavima ir vienatj apreztoje srityje
Q, o peréje prie ribos, jrodome apytikslio sprendinio konvergavima j tiksly sprendinj taip pat
apréztoje srityje §2,.. Galiausiai, peréje prie ribos pagal sritj, kai k& — +o00, gauname silpnojo
sprendinio egzistavima ir vienatj visoje srityje €2.

Pagrindinj rezultata - uzdavinio vienintelio silpnojo sprendinio egzistavimg - sufor-

muluosime teoremos pavidalu.

@ € WY22(0Q) turi kompakting atramq, iSoriné jéga f € L*(0,2m; L3(Q)) yra periodinis pagal

+o00
laikg vektorinis laukas. Jeigu [ % < oo, tai (1.4) uZdavinys turi vienintelj silpnaji
1

sprending u, kuris tenkina jvert;

[[wg|| L2 0,2m220)) + [Vl 22 (0,2 L2()

T 1/2 (1.12)
< C((||<P||124/1/2,2(ag) (1 + / Md$2)) + ||f||L2(o,2mL§(Q)))7
1

cia konstanta ¢ nepriklauso nuo k.

1.3 Pratesimo konstravimas

Krastiniy duomeny ¢(z) pratesima konstruosime tokiu pavidalu (zr. [3]):

A(z) = B (2) 4+ B (z), (1.13)

¢ia B yra pratesimas nuo vidinio krasto I'y, o B(°*) pratesimas nuo iorinio krasto A.

1.3.1 Pratesimo B(" konstravimas
Pirmiausia sukonstruosime tokj vektorinj lauka b kuris yra solenoidinis ir tenkina salygas:

b ypogn =0, [ B . nds = F,
o(R)
[veskime pusiau begaling tiese 71 = {z : 1 = 0,22 > Ry} bei pazymeékime, kad A, yra
reguliarizuotas atstumas nuo tasko x € D iki v, o Agpnan yra reguliarizuotas atstumas nuo

tasko xz € D iki krasto 0D N 9.
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[s¢jime D apibrézkime Hopfo nupjautine funkcija:

A
£(z) = T (m (M» 7 (1.14)
Appnon
¢ia U ir g apibréztos atitinkamai (1.2)) ir (1.3)) formulémis.
1.3.1 lema. Funkcija {(x) = 0, kai o(A,,) < Doproa. Tiesés vy pakankamai maza aplinka
priklauso Siai aibei. Kai Agproa < e to(A,,), tai {(x) = 1. Be to, galioja tokie jverciai:

9¢(x) 0%¢(x) 0% ()
c%k 8xk8xl 821}kal‘l

C C C

(1.15)

~X 9 ~X 2 ) ~ 3
Avpnon AaDmaQ AaDmaﬁ

Irodymas. Pasinaudoje logaritmo savybémis, funkcija () galime perrasSyti taip:

Asopron

A
e(o) = (1n (2251 )) —wn(oa,)) = 1Bopron)
Isdiferencijave pagal zj, gauname

98(x) _ o ( 1 )Q/( w)aAW 1 3A8Dmag> ‘

Dy, o(A, 0rre  Doproa Oz

+
Pasinaudoje reguliarizuoto atstumo savybémis bei funkcijy ¥ ir ¢'(A,, ) apréztumu, gauname

jvertj:

( CoCs Cy > < ( CoCs Cy ) < c
NS4 - NS4 - X .
o(A,,)  Asproa Aspran  Dapnon Aopron

0¢(x)
6’xk

Skaic¢iuojame antraja iSvestine

OA 8%2A 2
)y (@005 T (A, )el) BB (gpoiny
0,01 A(A,) A2

Vél pasinaudoje reguliarizuoto atstumo savybémis ir funkcijy V" ir ¢”(A,,) apréztumu, gau-
name jvertj:

oA, | 0N,

825(9[;) = J”. (QI/(AW)W t 902, ¢ (AW—))Q(AW) _ %Aa‘mm - (MgTD:a“y
0,01, 0? (A%) A%Dmag
<

A(%Dﬁ@Q
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Skaic¢iuojame treciaja iSvestine

OA 92A OA
&) _ gm (0"(A) T + 0 €' (Ar))°(A5,) N 0"(Ay) o (D) 0%(A)
P2z 0xy ot (A,,) 0*(Ay)
A 92N 92N
(o850 (D) + 550" (A,)) 0% (AS) N 7m0 (0'(A)))?0%(A,)
o (A’y+ ) o* (Awr )
OA 82A OA A
LA 20M(A) | e @ (A (A2 Rt Adpron
o (A’Y+ ) o (Aw ) A%DmaQ
93 Nopnag 9Napnsg A2 99Aapnag 9?Nopnag A2 92Aopnag 2A2 9Aspnon
Ox1,20x; Oxy, 9DNON Oxy, 0x1,01; oDNON Ox,0x; oDNOY Py,
Al + Al * Al
oDNON oDNON oDNoN
(2842022)32A 5 g
AéDﬂaﬂ ‘

I8 funkcijy ¥ ir " (A,,) apréztumo ir reguliarizuoto atstumo savybiy, gauname jvertj

A 92A A
260 ||y (£ B ) S )
azmkaxl Q(A'y+) QQ(A’H)
PBA 92A 92A A
N (ga200 O (D)) + 39007 (Ay) N srgon (@ (A ) 0"(85) ()
Q(Aw) Q2(Av+) QQ(Aw)
024, Q,< )26A7+ 93 Nopnao 93Appnag OAapnag 9Aoapnag 9*Aapnag
+ Ox0x; T+ oxy, o 8$k281‘l . 8Ctk28xl oxy, + Oxy Oz 0x;
*(A,,) Appron A3 pron A3 pros
Tonaa2tagiem (050 ) c
+ 2 B 3 < 3 :
A3 proa A3 proa A3 proa
O
Naudodamiesi (1.14)) nupjautine Hopfo funkcija &(z), apibrézkime vektorinj lauka:
inn ; a ¢ T 8~ T
b{"™ (z) = —Flm) ( ga(: );— 8555 >> , €Dt ={zxeD:x >0} (1.16)
2 1
Cla
X {(z), z € D7,
{(x) =

0, x€R2\D.

1.3.2 lema. Vektorinis laukas bgi””) (x) yra solenoidinis, be galo diferencijuojamas, lyqus nuliui
krasto 0D N O mazoje aplinkoje ir tiesés v, maZzoje aplinkoje. Funkcijos b§""”) () atrama yra

taskuose, kuriuose galioja nelygybé
Q(A’H)e_l < Agpran < Q(A“f+>' (1‘17)
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Be to, galioja tokie jverciai:
d(z)

Ib{™™ (z)| < x e DY, d(x) = dist(x,0D N OKQ), (1.18)

C|F(mn) |

g3 (w2)

C|F(mn) |

. C|F(mn)|
9% (22)

| 1 ( )‘ g(l’g)

VB ()] < |ABY™ (2)] <

(1.19)
bei lygybé:
/ bl . ndg = Rl (1.20)

o(R)

Irodymas. (|1.17)) nelygybe gauname is lemos. ([1.20) lygybe gauname taip:

g(R) g(R)

, A A 3 3 0
/ bgznn) . ndS — / bgznn) . ndS — _F(Znn) / 85(33) : _8&(%) . dl’l
(») 8:32 81'1 1

—9(R) —9(R)

9(R)

— i OL) gy, — T (€(g(R), R) — E(—g(R), R)) = F).
—9(R) o

I$ (|1.16) vektorinio lauko israiSkos ir (|1.15)) jverc¢iy, gauname:

T Kag@ _aé(x)> B W(imw <a§;x)> . (agi@)

Oxy = Ox;

2 2 (inn)
- c & c|F
AaDﬁaQ AaDﬂaQ AaDﬂaQ

(1.21)

~

|Vb§inn)(l')| < ‘F(inn)’ ‘V (af(x)_55($)>

8@ ’ 8I1
A 2F 2 2f 2 ‘ 2 2 (inn)

< [FEm)| (8 ém) + (0 W)) < B+ 5 — < CHS :
0x10x9 Ox201 Ajproa Aipnon  Adpron

A <1F<m>|\ A(@ém,_aé(x)) <|F<mn)|‘ A(@?’é(x). Pé() )\

8952 ’ 8[)31 82x18x2 e 821'28[)31

. 3¢ 2 3¢ 2 A 2 2 (inn)

5 2 G G S A3 :
0%x10x9 0%x901, Adproa  Adpnoa  Abproa

OE(x)  0%(x)
(9901(9132 - 8x28x1

(1.22)

(1.23)

Apibrézkime vektorinj lauka:

07 xerly

hy(z) = {05 + D% pogips @ € 0 ND,

bg;nn)bgo\ﬁ, S 890 \ (E U Fl);
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gia b apibréztas (1.16]) formule, o

kai q(z) = i In |z| yra fundamentalusis Laplaso operatoriaus erdvéje R? sprendinys.

Pastebékime, kad bg;"n) (7) tenkina salyga:
divbyy"™ = divF "V (z) = F")divVg(z) = F" Ag(z) = 0.
Kadangi

/Vq(x) -ndS =1, / Vq(z) -ndS = —

Qo

tai

/ i) . nds = / FOmg(z) - ndS = Fi) / Vq(z) - ndS§ = Fm),

[ By nds = [ FeVg(a) - ndS = F) [ g(x) - nds = ~Fe.
N 0o Qo

Tuomet i§ b{™ ir bg;"") savybiy, isplaukia, kad

/ h; - ndS = / b . nds + / U™ . ndg = Flmm) — Flinm — g, (1.24)
890 8QoﬂD 890

Dél to, kad galioja 4)) salyga, funkcija h; gali buti pratesta j sritj €2y tokio solenoidinio

Z’I’LTL

vektorinio lauko pavidalu by € W12(€), kuris tenkina jvertj:

inn

65 w20y < el 2z < (D™ s 2oy + DSl 2 0n0) < IFE™, (1:25)

¢ia konstanta ¢ priklauso tik nuo srities Qg (zr - lema).
Toliau apibrézkime

b(”m) b(znn) + b inn) . zc€ QO,

b{"™, zeD.

Taip sukonstruotas vektorinis laukas b "nuima" nenulinius srautus nuo "skylés" krasto I';.
Apibrézdami

¢ b znn
hy = #

O, xG@QO\Fl,

|F17 IEFh

15



gauname, kad

/ hy - ndS = / ¢ -ndS — / by . nds = Flinm — ) — (),
I I I

Todél funkeija hy pratesiama j visa sritj € tokio vektorinio lauko bi™ pavidalu

b (7) = (5(X(93)E(93)) 8(X(x)E(a:))> 7

81‘2 ’ (?xl

¢ia E(z) € W2(Qy), (aE(m), —ag’x(f)) = hy, x yra nupjautiné Hopfo funkcija, kuri lygi vienetui
ant Fl.

Tuomet

B(inn) ($) _ plinn) ({L") + b(()mn) ($> (1.26)

I vektorinio lauko konstrukcijos ir jrodyty lemy, gauname, kad B tenkina savybes, kurias

suformuluosime lemos pavidalu.

1.3.3 lema. Sukonstruotas vektorinis laukas BU™™ yra solenoidinis, B(i””)lplzso\rl,B(i"")laﬂ\m:
0, B ¢ W23(Q) bei tenkina jvercius:

g(x2) 9*(x2) 9*(22)

1B ()| 4+ VB ()] + [AB™ (2)| < |F™™|, 2 € Q\ D. (1.28)

B(@) < T TR ()] < AB" (@) < T weD (127

1.3.2 Pratesimo B(*") konstravimas
Tegul (M € A C T. Jveskime pusiau begaline kreive ~, kuri turi tokj pavidala
V= ﬁ/ U 70,

¢ia 4 yra pusiau begaliné tiese, esanti iSéjime D, 7y yra baigtiné kreive, jungianti 4 ir taska

M) e A.

@M
T, K(;F)f "

1.2 pav.: Kreivé v

16



Apibrézkime nupjautine Hopfo funkcija:

((z) =T (m M) (1.29)

Apo\a
¢ia W ir g apibréztos (1.2) ir (1.3) formulémis.

1.3.4 lema. Funkcija ((v) = 0, kai o(A,) < Apo\a. Tiesés v pakankamai maZa aplinka
priklauso Siai aibei. Kai Ago\n < e 1o(A,), tai ((x) = 1. Be to, galioja tokie jverciai:
) 2l ¢ e |2l

8$k = AaQ\A7 kaaxl = 82wk8xl h

c C

(1.30)

A?’)Q\A A%Q\A.
Lema jrodoma analogiskai kaip lema.
Iveskime vektorinj lauka:

o(x)  I¢(x)
(out) _ Tr(out) .
b (I) =F ( 61’2 aiL’l ) ’

cia ¢(x) = ¢(x) virs kreives 7, o ((z) = 0 po kreive (zr. pav.).

1.3.5 lema. Vektorinis laukas b yra solenoidinis, be galo diferencijuojamas bei lygus nuliui

krasto 02\ A aplinkoje ir kreivés v aplinkoje. Be to, galioja tokie jverciai:

c c c

[Ab (2)] <

b9 ()| < , [VB ()] < , : (1.31)

doo\A d?m\/\ d?éﬂ\/\

F(out) | C‘F(out) | C|F(out) |
bl (z)] < d .| Vb ()] < . |ADC) (2| < , v eD, 1.32
@) < € [P < e AR @) < e (1.32)
i lygybé
/ b . ndg = Flout), (1.33)
A

Irodymas. (1.31)) ir (|1.32) jverdiai jrodomi analogiskai kaip lemoje.  (1.33)) lygybe

gaunama taip:

9(R) g(R)

0
[ nas = — [ e nds =~ [ b nds — —F) / o)) [0) 4,
J 0@ (%1 1

o(R) —9(R) —9(R)

9(R)
o [ (%5 oy =Gl 7) ~ (a0, R = T

8;1:1
—9(R)

17



Kadangi srautas jau "nuimtas", tai apibréze vektorinj lauka
h(z) = p(x)[a — b ()]s,
gauname, kad
/ h(z) - ndS = / o(z) -ndS — / b (1) . ndS = Feut) _ plout) — (1.34)
A A A

Todél funkcija h(z) gali buti pratesta j sritj Q tokio vektorinio lauko b(()om) pavidalu

oy, _ [ OX(@)E(x)) I(x(2)E(x))
bo (a:)-( Oxo i 0x1 >’

(1.35)

¢ia E(z) € W22(Qy), (8(];395:); —‘(g]ix(f)) A =h, x yra Hopfo tipo nupjautiné funkcija, kuri lygi
vienetui kraste A, o supp x yra mazoje A aplinkoje.

Tuomet
B (z) = bl (z) + by (x).

Taigi, is vektorinio lauko konstrukcijos, gauname, jog jis tenkina savybes, kurias surasysime j

lema.

1.3.6 lema. Sukonstruotas vektorinis laukas B"(x) yra solenoidinis, By =[x, BC")| g0\ y=

0, Blow) ¢ VVIQOCQ(Q) Be to, B () tenkina jvercius:

F(out) ]F(out) F(out)

B < T wBen ) < B Ao < T e n )
9(z2) 9*(z2) g*(22)

B9 ()] + [VB) (2)[ + |[AB) (2)| < ¢[F?], € Q\D. (1.37)

Galiausiai, gauname lema apie pratesimo A savybes.

1.3.7 lema. Sukonstruotas pratesimas A € VVfOCz(ﬁ) yra solenoidinis, tenkina krastine sglygq
Alsa = @ bei jvercius:

C(’F(m")‘ 4 ‘F(out) D

|A(z)] < pen zeD, (1.38)
F(mn) F(out)
va@) <4 gz|(_:;|) ) wep, (1.39)
C(|]F(mn)| + |F(out)|)
|AA(z)| < 7(a) , €D, (1.40)
[A(2)] + [VA(2)| + [AA(2)] < ([F| + [F)), =€ Q\ D, (1.41)
Ry,
1
VA0, + 1Ay < ellellipnagn |1+ [ sde |- (142)
1

18



Irodymas. (1.38) - (1.41)) jverciai iSplaukia i$ ir lemy. Jrodysime (1.42)) jvertj.
Pasinaudoje ((1.39) - ((1.40) jverciais, galime jvertinti pratesimo A normas:

C(|F(mn)| + |]F(out)|)>2 ;

INIE :/VAde</<
|| ||L2(Qk) J | | J g2(ZL‘2)

| 1
< AP 4 [FOD?) | 1+ / —de
g*(
= A(JFG2 4 Ry 1+/ / ———dxyday (1.43)

:CQ<|F(mn)|2—|—‘F(OUt)|2) 1+/

. 1
< 62<|F(”m)’2+ ‘F(out)‘2> 1"‘/93(1;2)031’2

Ivertiname |[F()|2 i |F(ow)|2;

2 1/2 1/2\ 2
[Finm)|2 = /go-ndS < /|<p|2dS /|n|2dS
1 Fl Fl
1/2\ 2 1/2\ 2
<|| [ lePas Jnlas | | <ellelEae, < cliglme:
Fl 1_‘1
2 1/2 1/2\ 2
FeO2 = | [ nds| < ( / |so|2d5) ( / |n|2d8)
A A A
1/2\ 2 1/2\ 2
< (/ |‘P’2d5) (/]n]gdS) < cllpllizay < cllellivze -
A A
Todeél
[FE2 4+ [FOO2 < cllgl iz (00)- (1.44)

Taigi, is ((1.43]) ir (1.44), gauname

Ry,

IVAIR20,) < cllelBrnaony |1+ [

1
——dxs | . 1.45
| ™ (1:49)
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Analogiskai gauname

IE‘(’LTL’N,) IF(OUt) 2
1AA] 22, = [ 1aAPd < | <c<| |+ |>> o
Q

3
d 9%(x2)
1 Ry g(z2) 1
2 F(mn) 2 ]F(out) 2 1 / d < 2 1 / drd
(| "+ ") +Q () cllellirzzaq) +1 () 102
k —g(x2)
Re L
— ¢|lp||? 1 /  2g(xs)dzs | < llpl[? 1 / d
C||‘PHW1/22(aQ) "‘1 95 (x2) g(x2)dxs CHSOHW1/2,2(89) "‘1 7 (22) T2
Ry,
< lplfinan |1+ ] o
1
Taigi,
Ry 1
180y < cllglimaan |1+ [ i |- (1.46)
1

Susumave ([1.45)) ir (1.46]) nelygybes, gauname (1.42)) jvert;. O

1.4 Silpnojo sprendinio egzistavimas ir vienatis

1.3 skyriuje sukonstravome krastiniy duomeny ¢ pratesima A € W22(Q), kurio pagalba galime
panaikinti krastinés salygos nehomogeniskumag. Tai leidzia nehomogeninj uzdavinj suvesti j ji
atitinkantj homogeninj uzdavinj. Todél (1.4 uzdavinio silpnojo sprendinio u(z,t) ieskosime
tokiu pavidalu u(z,t) = A(x) + v(z,t). Tuomet (1.4) uzdavinys su nehomogenine krastine
salyga yra suvedamas j uzdavinj su homogenine krastine salyga:

vi —VvAV+Vp=vAA +f, (z,t) € Qx(0,2n),

divv =0, (z,t) € Q x (0,27),

(1.47)
v=0, (z,t) € 0Qx(0,2m),

v(z,0) = v(z,2m), z €

Padaugine abi (1.47;) lygybés puses skaliariskai is n(z,t) € L*(0,2m; J§°(Q)) ir suintegrave

dalimis sritimi {2, gauname:

/(xt)n(xtdx+y/Vth ):Vn(z,t)d :—V/VA antdx+/fxt n(z,t)dz.
0
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Suintegrave nuo 0 iki 27, turime

27 2
//vt(z,t) -n(z, t)dxdt + V//Vv(:n,t) 2 Vn(z, t)dxdt
0 O 00

- . (1.48)
_ —y//VA(x) : Vn(m,t)dxdt+//f(x,t) n(x, t)dzdt, Vg € L2(0,2m; J(Q)).

1.4.1 apibrézimas. Tarkime, isoriné jéga £ € L*(0,2m; L3(Q2)). Solenoidinis vektorinis laukas
v e LX0,2m; W2 (Q)), vi € L*(0,2m; L2, (Q)) tenkinantis krasting v|pq = 0 bei periodiskumo

v(z,0) = v(z,27) sqlygas, vadinamas (1.47) uZdavinio silpnuoju sprendiniu, jeigu tenkina

(1.48)) integraling tapatybe su kiekviena funkcijan € L*(0,2m; J5°(Q)).

Irodysime ([1.47) sistemos silpnojo sprendinio egzistavima ir vienatj. [rodyma skaidysime j

du pagrindinius etapus:

1. Irodysime ([1.47) sistemos apytikslio sprendinio v(*) (zr. (1.50]) formule) egzistavimg ir
vienatj apréztoje srityje 2 C Q (zr.(1.6) formule).

2. Jrodysime apytikslio silpnojo srendinio v*") konvergavima j tiksly sprendinj v(*) apréz-

toje srityje €, C € ir pereisime nuo apréztos srities (2 prie visos srities €2, kai k — +oo.

1. Jrodysime (I.47) sistemos apytikslio silpnojo sprendinio v*") egzistavima ir vienatj
apréztoje srityje €, C Q. Tamj (1.47)) sistema formaliai jsistatome apytikslio sprendinio v*V)
israiskas Furjé eilute. Ta padaryti galime, nes kiekviena 2w —periodine L?(0,27) funkcija gali

biti isreiksta Furjé eilute. Tuomet ieSkomas apytikslis sprendinys v*™)(z, ¢) tenkina tokia

sistema:
V) AN | ) = JAA 40D
diVV(k7N) - 07 ( )
1.49
v |50, (0.2m) = 0,
W), 0) = vz, ),
Cia
b(c) N
V1) = P S (a0 () sinnt) + B (x) cos(n) ) (1.50)
n=1
(o) N
T
P (2,2 = 20 S (00 sin(nt) + ) () cos(nt)); (151)

2

n=1
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v 7). SR 50 0 s :
£V (2,1) = 5 + 3" (£ () sin(nt) + £ (z) cos(nt)). (1.52)

Tam, kad jrodytume apytikslio silpnojo sprendinio v(*)(x, ) egzistavima ir vienatj, jrodysime
(1.50]) apytikslio silpnojo sprendinio Furjé eilutés koeficienty egzistavima ir vienatj.

(1.50) - (1.52)) israiskas statome j (1.49;) lygti:

(c) N
(bo (z) i Z ags ) sin(nt) + b c) (x )cos(nt)))

n=1 "

(¢) N
YN (bo (93) Z_: ) sin(nt) 4+ bl (x )cos(nt)))
(C)( N
v ( 2_:1 )sin(nt) + pi (x )COS(”t)))
£39(x

n=1

N O ( fj £5) () sin(nt) + £©) (¢ )cos(ms))> |

Isdiferencijave turime tokj reiskinj:

N b(C)
Z na®) (z) cos(nt) — > nbl®(z)sin(nt) — vA ( Z Aa) () sin(nt)
n=1

(C) N
—v Z Ab9(x) cos(nt) + v ( ) +> V¥ (z) sin(nt) + Z V9 (x) cos(nt)

n=1 n=1

2A £ al
=vA 2(35) 0 Z £05)(2) sin(nt) Z ) cos(nt).

Tuomet, sugrupave atitinkamus narius prie sinusy ir kosinusy funkcijy, gauname Sias lygéiy

sistemas:

—vABY (z) + Vp{ (z) = 20AA(z) + £ (2),

divb{? (z) = 0, (1.53)

b(()C) (2)]oq, = 0.

(1.54)

al®)(7)|asn, =0, bl (z)sq, =0, n=1,2,...,N.

Pastebékime, kad (1.53)) sistema yra Stokso sistema su homogenine krastie salyga. Sios sistemos

sprendinio egzistavimo ir vienaties jrodyma galima rasti [6] knygoje.
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Irodysime (1.54)) sistemos silpnojo sprendinio egzistavima ir vienatj apréztoje srityje (2.
Tam (1.541) lygti dauginame is g € H (), o (1.545) lygti dauginame i & € H () ir suinte-

gruojame dalimis sritimi §2;. Tuomet turime tokiag sistema:

n [a® . .ndr+v [ Vb : Vndr = [ £ .ndz,
Qk Qk

Qp

(1.55)
—n [ b9 &dx +v [ Val®) : VEdr = [ £ - €dx.

Vadinasi, gavome, kad egzistuoja (1.54)) uzdavinio silpnieji sprendiniai a'® € H(€2;) ir b{®) €
H(S%), kurie tenkina (1.55)) sistema. Kadangi € yra aprézta sritis, naudosime Fredholmo

teorema. Tam (|1.55]) sistemos lygybes suvesime j operatorines lygtis. Nagriné¢jame integraline

tapatybe

n / al®) . qda + v / Vb : Ve = / £9) ..
Qk Qk

Qp

Skaliariné sandauga erdvéje H(€)y) apibréziama taip:

b, ] = / Vb : Vndz. (1.56)
Qp,
Pasinaudoje Kogi - Svarco ir Puankaré - Fridrichso nelygybémis jvertiname likusius integralus:

1/2 1/2

J19 mde) < | [Pz | | [inlar | = 1€ sz Mz
k Qk Qk
1/2

< P18 |12y /|V?7|2d$ = & P 11E5 20 1| (520
Qg

¢ia ¢, Puankaré - Fridrichso nelygybés konstanta.

Kadangi f\9 € H(f,), tai remiantis Ryso teorema (7r. [1.1.3| teorema) egzistuoja toks
vienintelis F(© € H(Q), kad integralas [ f{? - pdx erdvéje H () apibrézia tiesinj apréztaji
funkcionalg, t.y., "

/fp -ndz = [F©),n], ¥p € H(Qy). (1.57)
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Analogiskai gauname

1/2 1/2
n [al nde| <ol | [ &) nda) <Jnl | [laPdr | | [ infde
Q k O ke
1/2 1/2 (1.58)
= Il - a2 lInllzzq,) < Inlcy* | [1ValPdz | o | [ [Vnfde
Qk Qk

= [nleyllaf | o Il
Todél su kiekvienu fiksuotu aﬁf) € H(Qy) integralas n [ aﬁf) - ndx apibrézia tiesinj tolydyji
Qk
funkcionala erdvéje H (), ir pagal Ryso teorema ji galima isreiksti skaliarine sandauga
" / al? -ndz = [Ba,n],
Qp

¢ia Bal®) € H(Q). 18 (1.58) nelygybés turime:

1Baly |3, = [Baly), Bal)] < n/aﬁf) -BalPde < |n| - [|al?]| 20, |1BalY | 12y
Qp,

< Inleylla? ey [1Ba |-

Is cia isplaukia, jog
1Bal [ < cllaf @y

Vadinasi, B : H() — H() yra tiesinis apréztasis operatorius. Parodysime, kad B yra
visiskai tolydus. Tegul a'*™ yra erdvéje H(€2;) silpnai konverguojanti seka. Tuomet remiantis

operatoriaus B apibrézimu ir ((1.58)) jverc¢iu, gauname

1Balr) = Balr ™| ia,, = [Balt — Bal*™, Bal) — Bal:]

<n [alfh —afi) - (Bal? — Balp e < fnl [0 — sz 1Ba — Bal 1z,
Qp

< cllalt — alr™ || 2y ||Bal) — Balr™ || gq,)-

Taigi,
1Baft — Bai>™ ||, < cllai™ — al™||raq,). (1.59)

Pagal Sobolevo jdéties teorema (7r. teorema) idetis H () — L2() yra visiskai tolydi.
Todeél kiekviena silpnai konverguojanti erdvéje H () seka konverguoja pagal erdves L?(Qy)
norma. Vadinasi, (1.59) nelygybés desine pusé artéja j nulj, kai [,m — oo, ir seka {Bal>™}
yra fundamentali erdvéje H (). Kadangi erdve H () yra pilna, tai §i seka konverguoja pagal

erdveés H () norma. Taigi, operatorius B yra visiskai tolydus.
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Vadinasi, integraline tapatybe

n / al® . ndz + v / Vb : Vpdz = / £9 . ndz,
O O

Qf

galime perrasyti taip:
[Ba?)n] + v[bl.n] = [F),q], vy € H(Q),
t.y. gauname tokia operatoring lygtj:
Ba'® + vbl® = F© vne H().
Analogiskai, integraline tapatybe
“n / b . Edz + v / Val®) : Veds = / £ . £z,
o O o
galime perrasyti taip:
[Bb.€] + v[al, €] = [F.€], V& € H(Q),
t.y. gauname operatoring lygtj
BbY© +val®) = F©) Ve € H(Q).
Taigi, turime operatoriniy lygciy sistema

Bal® +vb{d = F), vy € H(),

Bb{) + valy) = F©), V¢ € H().

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

Kai jrodéme, kad operatorius B yra visiskai tolydus, galime taikyti Fredholmo teorema. Nag-

rinéjame homogeniniy lygé¢iy sistema
Bal® +vbd =0, Vp € H(Q),
Bbl) 4 val) =0, V&€ € H(Qp).
Tuomet
n [a®.pdr+v [ Vb : Vndr =0,
Qp Q.
—n [ bl . €dx +v [ Val¥) : V&dr = 0.
Qp
[sistate p(x) = bl9)(z) ir £(z) = al¥)(x) i §ig sistema, gauname:

n [ al)(x)-bO(z)dr +v [ VDO (z): Vb (z) = 0;
Q

—n [ b9(z)-a¥(x)dz +v [ Val®(z): Val)(z) = 0.
Qg Qp
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Sudéje sias lygybes, turime:

v / VDO (2)2dz + v / IVal® (z)[2dz = 0

o o

1§ Gia,

Remiantis Fredholmo teorema gauname, kad ([1.54)) sistema turi vienintelj sprendinj. Kadangi
Furjé koeficientai egzistuoja, tai egzistuoja ir vienintelis apytikslis sprendinys v(*™).

(k:N) (2, ) konvergavima i tikslyji silpnajj

2. Tam, kad jrodytume apytikslio sprendinio v
sprendinj v(*) (x,t) apréztoje srityje €, reikia gauti apytikslio sprendinio v(*)(z,t) jvercius.

Padauginkime (1.49;) lygti i§ v(®N)(z, ¢) ir suintegruokime dalimis sritimi €

/ng’N) v BN g 4 V/ |VvEN 2 dy = —V/VA Vv EN g 4 /f(N) vEN g (1.64)
Qg Qp

Pastebéje, kad

() ) — L4 2

Ve 2dt ’
is (1.64) gauname
2dt/yka\dx+y/\kaN|dx—— /VA VVkNdQZ—l—/f V(&N g

Gautg lygybe suintegruokime kintamojo ¢ atzvilgiu nuo 0 iki 27:

1
5/\v(k’N)(x,27r)\2dx /Mﬂ N (,0)| dw—FV//’VV(k N2zt
0 Qp

27
= —V//VA - Vv EN) gy dt —|—//f(N) v EN) drdt,

Pasinaudoje periodiskumo salyga v(*™)(z,0) = v(&N) (2, 27), turime

//|Vka| dxdt = —V//VA vk N)dxdt+//f vEN) dadt. (1.65)

0 Qp 0 Q

Pasinaudojame Kogi-Svarco ir Puankaré-Fridrichso nelygybémis:
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//|Vv(’“ N 2drdt = —u//VA VkadxdtJr//f VN g

0 Qp 0 Q
o 1/2 o 1/2
/ / VA 2dadt / / (Vv EN 2 dt
0 Q 0 Qg
o 1/2 o 1/2
/ / £ 2dzdt / / V&N 24t
0 Q4 0 Q
12 g, 1/2
<vlon / IVA[2de / / (Vv 24zt
Q 0
o 1/2 o 1/2
+clf? / / £ 2z / / (Vv 2dzdt
0 Qp 0 Q
1/2 o 1/2 o 1/2
< (V\/ / VAPdz |  +clf? / / )2t ) : / / (Vv 24zt
o 1/2
Padalije abi puses i$ < [ [ |VvEN )|2dxdt> , gauname
0 Qp
o 1/2 1/2 o 1/2
/ / VVENZapdr | < ov/2r / VA[dz |+l / / £ 2dzdt
Pastaraja nelygybe galima perrasyti taip:
||VV ||L2 0,2m;L2(Q)) (||VA||L2(Qk) + ||f )||L2 0,27; LQ(Qk))) (1~66)
¢ia C' = max(v/2m, © ) Pasinaudoje ) iverciu, turime
Vv ED| 20 2m200)) < CUIVA] 20y + 1E™] | 20.2m22(@0))
B 1/2 (1.67)
< lell? L+ [ ———d + ||
Sc Pllw1/2.200) J 7 (22) L2 L2(0,2m;L2(y,))

Tam, kad véliau galétume pereiti prie ribos pagal sritj, jverc¢iuose esancios konstantos turi
nepriklausyti nuo srities, todel gauta jvertj pertvarkysime pasinaudodami (A.3)) nelygybe (Zr.
A Priede). - ) lygtj perrasykime taip:

/ / IVvEN 2dpdt = —y / / VA : VvV dedt + / / £ g g7t v gy

0 Qp 0 Qg
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Pasinaudojame Kogi-Svarco nelygybe:

27 27
V//|VV(k’N)<JZ,t)|2dJ]dt = —I///VA(J]) - Vv EN) (2, ) dadt

0 Q4 0 Qg
27
+ / / £V (2,1) - g(x2) - g~ Hzo) - vIEN) (2, t)daxdt
0
o 12/, 1/2 (1.68)
<v // IVA(z)]2dzdt // (Vv EN) (1) Pdadt
0 Q4 0 Q
27 1/2 1/2
+ //]f(N)(x,t)F.]g(m2)|2da:dt // v~ d dt
0 o, \9 $2

lg(z2)|?

1/2 ) 1/2
|V(kN 7’
/ / MO OR | < e / / (VB (2, 8)2dadt |
lg(w2)|

0

1/2
Dabar integrala ( IS MEM@hP dxdt) ivertinkime pasinaudoje (A.3)) nelygybe, tuomet

Tada, jsistate i (1.68]), turime

12 /o 1/2
//|Vka(a:t ) |dadt < (//VA dxdt) (//Vv(k’N)(x,t)Qd:cdt)

0 Qp 0 Q

o 12 ., 1/2
el (/ / f<N><x,t>29<x2>2dxdt) ( /] vV<’va><x,t>|2dxdt)

0 O 0 O

1/2 o 1/2
< | vvor / IVA(2)[2dz |+ 7?2 / / £ (2,02 - |g(0) |2 dedt
Qp 0 Qp
o 1/2
( / / Vv(k’N)(ac,t)dedt) .

or 1/2
Padaliname abi nelygybés puses i$ v ( [ [ IvvEN) (g, t)]%a:dt) . Tuomet

0 Q
o 1/2
/ / |Vv(k’N)(x,t)]2dxdt <C yVA )2dx | + / / £ (2,02 - |g(ae) Pdadt | ],
0 Qy 0 Qg

¢ia konstanta Cy = max(v/2/2m, 11%)

Galiausiai, turime tokj jvertj
IVVEN 20 2mr2@,) < CallI VA2 + 1EY gll20.2m22000))»
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¢ia konstanta Cy nepriklauso nuo srities. Pasinaudoje ((1.67)) gauname

Ri 1/2

1
"VV(k’N)"L2(0,2W;L2(ﬂk))<C H‘PHIQA/UM@Q) 1+/g3(a:2)d$2 + Hf(N)HLQ(o,QmLf(Qk)) , (1.69)
1

¢ia L2(§,) yra svoriné erdvé su norma

Gausime v{™" jverti. Padauginame (1.497) lygti is viEA) (x,t) ir suintegrave dalimis sritimi

Qk, gauname:

J Py [OvE v e = v [ AN [10 v e g
Q

Pasinaudoje sarysiu

(k,N) . k, (k,N)
Vv : Vv, 2dt(|Vv ),

is (1.70) turime

d
/yvgk,N)‘2dx + g% /(|Vv(k’N)\2)dx _ V/AA ) ng,N)dx +/f(N) 'Vik,N)dx.
Q
Suintegruojame pagal laikg nuo 0 iki 27:

//|vt” Pdadt + 2 /|kaN (2, 27)2dz — ¥ /|vV<kN><g; 0)|2da

0 Q Qg

—y / / AA vEN dpdt + / / £ Ly BN g

0 Qp 0 Q
Kadangi Vv (2, 0) = Vv®N) (2, 27), tai
//|vt’“V | da:dt—u//AA vtkNdxdt+//f(N v dgds.

Tuomet, pasinaudojame Kosi -Svarco nelygybe

27 27 1/2 27 1/2
//]V§k’N)\2dxdt <v //|AA]2dxdt //|V§k’N)]2dxdt +
0 Qk 0 Qk 0 Qk

o 12/, 1/2

/ / £ 24zt / / vEN 2 dzdr

0 Qp 0 Q

1/2 o 12\ /., 1/2
< | vv2r / AAPde |+ / / £ 2dzdt / / v EN 24z
Qp 0 Q 0 Q
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o 1/2
Padalije abi nelygybés puses i$ ( [ [ |V§k’N)|2dxdt> , gauname

0 Q
o 1/2 1/2 o 1/2
//|v§’“N>|2dg;dt <2 /|AA|2dx + //|f(N)|2dxdt ,
0 O & 0 Oy
t.y.,
V™ r20.2mr2 (1)) < CLUIAA L2y + E™] | L20.2m 220000 (1.71)

¢ia Cy = max(vv/2m, 1).
Pasinaudoje ((1.46|) jverciu gauta ((1.71]) jvertj galime perrasyti taip:

IV 200m 200 < Crlll AAl2@) + 1EY] 20 0w 2200)

Ry 1/2

<o [l R e N I [P .
= W1/2:2(6Q) J 73(22) 2 L2(0,2m;L7 (Q))

ir nelygybiy iplaukia, kad egzistuoja sekos {v(®M} ir {V§k’N)}, kurios
yra apréztos atitinkamai erdvese L2(0,2m; WH2(Qy)) ir L?(0, 2m; L?(€)). Vadinasi, egzistuoja
atitinkami j {v®} ir {v{"} silpnai konverguojantys posekiai {v®Nm)} ir {vFM)1 erdvese
L2(0,2m; WH2(,)) ir L2(0, 27; L2(S21,)), be to, erdvéje L2(0, 2w, L3(€2;,)) egzistuoja seka {f(M)},
kurios posekis {f¥)} stipriai konverguoja i {f} erdvéje L2(0, 27, L3(€2,)). Taigi, apytiksliam
sprendiniui yra teisinga lygybé:

/ / VN pdedt + v / / TvNn) - Undadt = —u / / VA : Vndrdt + / / £Vn) . pddt,

0 Qp 0 Q

kai g € L?(0,2m; W12(Qy)). Peréje prie ribos, kai N,, — 400, gauname

2m 2m 27 2m
//ng) -ndxdt + V//VV(]C) : Vndzdt = —V//VA : Vndxdt+//f-ndxdt.

0 O 0 9 0 O 0 Q
Taigi, (|1.49]) uzdavinio silpnojo sprendinio egzistavimas yra jrodytas.
Dabar jrodysime 8io sprendinio vienatj. Tarkime, kad egzistuoja du (1.49)) uzdavinio silp-

nieji sprendiniai wy ir wo. Tuomet jie tenkina Sias integralines tapatybes:

/ / W mdadt + v / / Vw, : Videdt = —v / / VA : Vidzdt + / / £ . pdudt,

0 O

27

/ / 2wy ndadt + v / / Vwy : Vadadt = —v / / VA : Vndrdt + / / £ . pdudt.

0 Q 0 Q
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Atéme Sias lygybes vieng is kitos, gauname

27 27
B
// 57 (W1 = wa) -qdadt + u//V(wl — ws) : Vipdzdt = 0.

Imkime n = w; — wy:

2 27
0
// a(wl — Wy) - (W1 — wa)dxdt + V//V(Wl —wy) : V(w; — wy)dzdt = 0.

0 Q 0 Q

Is ¢ia, pasinaudoje sarysiu %(Wl — W) - (W) —wy) = %%ﬂwl — ws|?), turime

21
1
5 / |wi — wo|?dz + V// |V (w1 — wy)[2dzdt = 0.
Qp

0

Kadangi abu nariai yra teigiami, tai

u7r/ |V (wy — wy)|Pdzdt = 0.

0 O

Tuomet wy — wy = const = 0, nes wy|gq, = 0 ir Wa|gg, = 0. Vienatis jrodyta.

(k,N)

1.4.2 pastaba. Apytiksliam sprendiniui v gauti yverciai, lieka galioti ir tiksliam sprediniui

vk

Dabar norime pereiti nuo apréztos srities €2 prie visos srities 2. I§ gauty jver¢iy ([1.69) ir

(1.72)) turime

k
HVE )||L2(0,27r;L2(Qk)) + ||Vv(k)HL2(O,27r;L2(Qk))

Ri 1/2

' (1.73)
gc( HS"H%vWﬁ(aQ) 1+/gg(x2)dx2 "’HfHL2(o,27r;Lf(Qk)))>
1

¢ia konstanta c nepriklauso nuo srities.

Jeigu +1f0093(1x2)d:c2 < +00, tuomet jvercio desiné pusé yra baigtinis dydis, todél
egzistuoja konverguojantis posekis, kuris leidZia pereiti prie ribos, kai k — +o0 ir gauti silpnajj
sprendinj visoje srityje €.

Taigi, is (1.73]), (1.45) ir ((1.46]) iSplaukia [1.2.2| teoremos ([1.12)) jvertis.
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Periodiné pagal laikg Stokso sistema su nehomogenine krastine salyga

Santrauka

Tarkime, turime neaprézta sritj Q C R? turincia i3éjimag j begalybe. Srities krastas 92 sudarytas
i$ vidinio krasto I'y, kuris yra apréztas, ir iSorinio krasto I'op, kuris yra neapréztas. Sioje srityje
nagrinéjame periodine pagal laika Stokso sistema su nehomogenine krastine salyga:

u(z,t) — vAu(z,t) + Vp(z,t) = f(z,t), (z,t) € Q x (0,27),
divu(z,t) =0, (x,t) € Q x (0,2m),

(1.74)
u(z,t) = p(x), (z,t) €0 x (0,2m),

u(z,0) =u(z,2n), =€ .

Sio darbo tikslas yra jrodyti silpnojo sistemos sprendinio egzistavima ir vienat] neapréztoje
srityje €2. Sprendziant $j uzdavinj susiduriame su dviem pagrindinémis problemomis: nehomogenine
krastine salyga ir neaprézta sritimi. Pirmoji problema sprendziama sukonstruojant krastiniy duomeny
¢ pratesima A, kurio pagalba nehomogeninj uzdavinj suvedame j ji atitinkantj homogeninj uzdavinj.

Pratesimas konstruojamas tokiu pavidalu:

A(z) = B (z) + B (),

¢ia BU") kragtiniy duomeny ¢ pratesimas nuo vidinio krasto I'y, o B(oud)

krastiniy duomeny ¢
pratesimas nuo iSorinio krasto I'o N B0y, Bryo) = {7 € R? : |z| < Ry, Ry > 0}. Neapréztos srities
problema sprendziama keliais etapais. Visy pirma, specialiu budu pasirenkame aprézty sriciy Seima 2,
kuri padengia visa sritj §2, kai & — +00. Tuomet jrodome apytikslio silpnojo sprendinio egzistavima ir
vienatj kiekvienoje srityje 2. Po to, jrodome, jog apytikslis silpnasis sprendinys konverguoja j tiksly

silpnajj sprendinj srityje €2,. Galiausiai, peréje prie ribos, kai £k — +o00, gauname silpnojo sprendinio

egzistavimg ir vienatj neapréztoje srityje €.
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Time periodic Stokes system with nonhomogeneous boundary condition

Summary

Let Q C R? is an unbounded domain which has an outlet to infinity. The boundary 9 consists
of the inner boundary I'y and the outer boundary I'g. Notice that the inner boundary I'; is bounded
while the outer boundary I'g is unbounded.

We consider the time periodic Stokes system with nonhomogeneous boundary condition:

u(z,t) — vAu(z,t) + Vp(z,t) = f(x,t), (x,t) € Q x(0,2m),

divu(z,t) =0, (x,t) € Q x (0,27), (1.75)

u(z,t) =@(x), (z,t) €02 x (0,2m),

u(z,0) = u(z,2n), =€ .

The main purpose of this work is to prove the existence of the unique weak solution in an un-
bounded domain 2. The problem we consider has two issues: nonhomogeneous boundary condition
and unbounded domain. The fundamental tool how to deal with nonhomogeneous condition is to

construct a suitable extension A of the boundary value ¢. This extension A has the following form:
A(z) = B (z) + B (2),

where B extends the boundary value ¢ from the inner boundary I'y and B(©“%) extends the
boundary value ¢ from the outer boundary I'o N B, (o), where Br o) = {7 € R? : |z| < Ro, Ry > 0}.
Then we can reduce the nonhomogeneous condition to homogeneous one.

The idea how work in an unbounded domain {2 is the following: firstly we choose in a special way
a family of the bounded domains €2; which exhausts all the 2 as ¥ — +o0c. We prove the existence
of a unique approximate solution in every ;. Then we prove that an approximate solution converges
to a solution in . Finally we pass to a limit as £k — 400 and get the existence of a unique weak

solution in an unbounded domain §).
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A Priedas

Puankaré - Fridrichso nelygybeés

pertvarkymas

Tam, kad Puankare - Fridrichso nelygybéje konstanta nepriklausyty nuo srities atliksime tokj
pertvarkyma: pirmiausia klasiking Puankaré - Fridrichso nelygybe panaudosime skerspjuvyje

O'(Rk)i

/ lul?dz; < cg?(z2) / |Vul*dz, (A.1)
o(R) o(R)
¢ia ¢ nepriklauso nuo srities. (A.1) nelygybe padaliname i§ ¢*(z3), ir kadangi, o(R)) =
(9(R), g(Ry)), tai
9(Ry) ‘u|2 9(Ry)

< *da. :
/ gQ(xg)dwl\C / |Vu|*dx, (A.2)

—9(Rk) —9(Rx)

Suintegrave ((A.2)) pagal kintamajj xo nuo 1 iki Ry, turime

le 9(Rg) ’u’2 Ry 9(Rg)
/ mdajldzg < c/ / \Vul2dzdxs,
1 —g(Ry) 2 1 —g(Ry)
t.y.,
|uf? 2
/ 2 )daz < c/ |Vul|“dz, (A.3)
k gie2 Qp

¢ia konstanta c nepriklauso nuo srities.
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