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1. Jvadas

Analizinéje skaiciy teorijoje, o ir matematikoje apskritai, svarby vaidmenj vai-
dina vadinamosios dzeta funkcijos, kurios yra kompleksinio kintamojo s = o + it
funkcijos, kurioje nors pusplokstumeéje o > og apibréziamos Dirichlé eilutémis

i dm
m=1 m? 7
kuriy koeficientai a,, turi vieng ar kita aritmetine prasme. Svarbiausia iS tokiy
funkcijy yra Rymano dzeta funkcija ((s), pusplokstuméje o > 1 apibréziama labai
paprasta Dirichlé eilute
> 1
() =D —-
m=1 m?
Be to, sia funkcija pusplokstumeéje o > 1 galima apibrézti begaline sandauga pagal
pirminius skaicius p, t.y.,

C(s) =TI —=—)" (1.1)

Be to, funkcija ((s) galima analiziskai pratesti j visa kompleksine plokstuma, iSsky-
rus paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu 1. Formulé (1.1) rodo funkcijos ((s)
sarysj su pirminiais skaiciais, ir tikrai jos pagalba buvo isspresta pirminiy skaiciy
pasiskirstymo désnio problema. Kalbant tiksliau, XIX a. pabaigoje buvo jrodyta
[4], [12], kad

21—/ (1+0(1), a—s00.

o<n 2> Inu

Cia Inu yra naturalusis logaritmas, o o(1)—0, kai z—s00.

Yra daugybé kitu dzeta funkcijy (daznai jos vadinamos L funkcijomis), kurios yra
naudojamos jvairiy uzdaviniy sprendimui. Pavyzdziui, Dirichlé L funkcijy pagalba
yra sprendziama pirminiy skaiciy pasiskirstymo problema aritmetinése progresijose.

Taikant dzeta funkcijas, svarbu zinoti jy paciy reiksmiy pasiskirstyma, kuris,
reikia pastebeéti, yra gana sudétingas. Pavyzdziui, nagrinéjant pirminiy skaiéiy pasi-
skirstyma svarbu zinoti sritj kompleksinéje plokstumoje, kurioje ((s)#£0. Analogiska
problema susijusi ir su Dirichlé L funkcijomis. Dzeta funkcijy reiksmiy pasiskirsty-

mo sudétingumas reikalauja taikyti netradicinius metodus. Vienas is tokiy metody



yra tikimybinis, ji XX a. pradzioje pasiulé dany matematikas H. Boras (Bohr).
Sio metodo esmé yra gana paprasta: imama kurios nors aibiy klasés kompleksiné-
je plokstumoje aibés ir nagrinéjama kaip daznai, tarkime, funkcijos ((s) reikSmes
patenka ] tas aibes. Pasirodo, jog tokius daznius valdo griezti désniai, aprasomi
tikimybiniais terminais (tikimybiu teorijos), o gauti rezultatai vadinami ribinémis
teoremomis. Rymano dzeta funkcijos atveju tokias teoremas galima rasti [7], [9]
monografijose.

Magistro darbe nagrinésime dzeta funkcijas, susijusias su parabolinémis formo-
mis, kuriy apibrézima pateiksime 2 skyrelyje. Taigi, tegul F' yra svorio x paraboliné
forma, turinti Furjé skleidinj

F(z) =Y c(m)e’™™, z € C.

m=1

k41

Tuomet formos F' dzeta funkcija ((s, F') pusplokstuméje o > “7= yra apibréziama

Dirichlé eilute

2, ¢(m)
s, F) = E .
C( ) m=1 m?
Yra zinoma, kad §i eiluté konverguoja absoliuc¢iai pusplokstuméje o > —”JQFI ir apibre-

zia Sioje pusplokstumeéje analizine funkcija. Be to, funkcija ((s, F)) yra analiziskai
pratesiama j visa kompleksine plokstuma, kitaip tariant, ji yra sveikoji funkcija.
Magistro darbe yra jrodoma daugiamaté ribiné teorema paraboliniy formy dzeta
funkcijoms. Tegul Fi, ..., F, yra atitinkamai svorio ki, ..., K, parabolinés formos, o
C(s, F1),...,¢(s, F}.) yra atitinkamos dzeta funkcijos. Tegul G yra sritis komplek-
singje plokstumoje, o H(G) yra funkcijuy, analiziniy srityje G, erdvé su tolygaus
konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Tai reiskia, kad seka g,(s) € H(G)

konverguoja j funkcija g(s) € H(G) tada ir tik tada, kai

lim Su113|gn(s) —4g(s)|=0

n—m:o0 s
su kiekviena srities G' kompaktine aibe K.
Tegul D; ={se€C:0>%},j=1,...,r,D=(Dy,...,D,) ir

H'(D) = H(Dy) x ... x H(D,).

Simboliu B(X) zZymime erdvés X Borelio o kuna, t.y., minimaly o kung, kuriam

priklauso erdvés X atviryjy aibiy sistema. Tegul, trumpumo délei,

C(81y ey Sp; 1, ooy Br) = (C(81, F1), ony C(80, F)).
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Simboliu measA zZymime macios aibés A C R Lebego mata. Magistro darbe nagri-

néjame daznio
1
?meas{T €[0,T]:{(s1+iTy..., s, +iT; F1, ..., F.) € A}, A e B(H' (D)),

silpnaji konvergavima, kai T — oo. Gautoje ribinéje teoremoje yra nurodomas

ribinio mato iSreikstinis pavidalas.



2. Paraboliniy formu dzeta funkci-

jos

Apibréziame aibe

a b
SL(2,Z) = ca,b,c,d € Zyad — be =1
c d
Si aibé su matricy daugybos operacija yra grupé. Tikrai, dviejy matricy sandaugos

determinantas yra lygus ty matricy sandaugai, todél daugybos operacija neisveda

is aibés SL(2,7) ribu. Vienetinis elementas yra matrica . Kadangi determi-
0 1

nantas yra 1, tai kiekvienos matricos atvirkstiné matrica taip pat bus sudaryta is
sveiky elementy ir tures determinanta, lygy 1.
Si grupé yra vadinama pilngja moduline grupe.
Tegul funkcija F(z) yra analiziné virSutinéje pusplokstumeéje Imz > 0 ir su
a

kuriuo nors lyginiu skai¢iumi k su visais grupés SL(2,Z) elementais tenkina
c d

funkcine lygti

F <Zifx> — (cz + d)*F(2).
[$ sios lygties matome, kad F'(z+1) = F(z), t.y., funkcija F' yra periodiné su periodu
1. Todél ja galima skleisti Furje eilute
+oo

F(z)= Y c(m)e’™™.
Jeigu visi koeficientai ¢(m) = 0, kai m < 0, tai funkcija F'(z) yra vadinama svorio
x moduline forma. Jeigu ¢(m) = 0, kai m < 0, tai F(z) yra vadinama svorio s
paraboline forma.

Tegul a(m) yra bet kokie kompleksiniai skai¢iai, o s = o + it yra kompleksinis

kintamasis. Tuomet eiluteé




yra vadinama Dirichlé eilute (paprasta Dirichlé eilute). Yra zinoma, kad Dirichlé
eiluteés konvergavimo sritis yra pusplokstumeé. Egzistuoja toks skaicius o (gali buti ir
—00 ir +00), kad pusplokstuméje o > o (2.1) eiluté konverguoja, o pusplokstumeéje
o < oy - diverguoja. Ties¢je 0 = oy Dirichlé eilutes konvergavima reikia nagrinéti
atskirai. Sakome, kad (2.1) eiluté konverguoja absoliuciai, jei konverguoja eiluté

$ latm)]

ag
m=1 m

Absoliutaus Dirichlé eilutés konvergavimo sritis taip pat yra pusplokstuméje. Eg-
zistuoja toks skaiCius o, kad (2.1) eiluté absoliudiai konverguoja pusplokstuméje
o > 0. Skai¢ius oy yra vadinamas Dirichlé eilutés konvergavimo abscise, o 7y -
absoliutaus konvergavimo abscise. Yra zinoma, kad Dirichlé eilutés suma konverga-
vimo pusplokstuméje yra analiziné funkcija.

Tegul F(z) yra svorio k paraboliné forma su Furjé koeficientais c¢(m). Tuomet

sios formos dzeta funkcija ((s, F') yra apibréziama Dirichlé eilute

(s, F) = f:l ng). (2.2)

Tegul d(m) yra dalikliy funkcija
d(m) =>_1.
d/m

Tuomet yra zinomas jvertis [3]
le(m)|< m =2 d(m).

Kadangi d(m) = O(m®) su kiekvienu ¢ > 0 (uzrasas f(z) = O(g(z)), g(x) > 0,z €
X, reiskia, kad egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, su kuria yra teisinga nelygybé

|f(2)|< cg(z),z € X), tai i§ ¢ia gauname, kad (2.2) Dirichleé eiluté konverguo-

K+1

ja absoliuciai pusplokstumeje o > =5

ir apibrézia Sioje pusplokstumeéje analizine
funkcija. Be to, yra zinoma [5], kad funkcija ((s, F') yra analiziskai pratesiama }

visg kompleksine ploksStuma ir tenkina funkcine lygti
(2m)*T(s)¢(s, F) = (=1)2 (2m)"*T(r — s)¢(k — s, F),

¢ia I'(s) yra Oilerio gama funkcija, kuri pusplokstumeéje o > 0 yra apibréziama
integralu

I'(s) = /oo e "usdu
0
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ir yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma, iSskyrus paprastuosius
polius taskuose m = 0, —1, —2, ... su reziduumais

(-1

m)

Dar papildomai reikalaujame, kad funkcija F'(z) buty visu Heckés operatoriu 7'(m),

b
FIT(m)|(z) = m"" Y d*F (“Z il ) ., meN,
0<d/m d

ad=m

tikriné funkcija. Siuo atveju yra zinoma, kad dzeta funkcija ¢ (s, F') pusplokstuméje
o> ’%“1 gali buti uzrasyta Oilerio sandauga pagal pirminius skaicius

. p* p*

¢ia kompleksiniai skai¢iai a(p) ir S(p) yra susieti lygybe

c(p) = a(p) + B(p).

Be to, galioja nelygybés [3]



3. Tikimybiniy matu silpnasis kon-

vergavimas

Siame skyrelyje priminsime kai kurias savokas ir tvirtinimus apie tikimybinius
matus.
Tegul €2 yra bet kuri netuscia aibé. Jos poaibiy sistema A yra vadinama ¢ kunu

(o algebra), jei galioja aksiomos:
1. Qe A,
2. Jei A € A, tai ir jos papildinys A° = Q\—A € A;
3. Jei Ay, Ay, ... e A taiir Uy Ay, € A.

Pora (€, .A) yra vadinama macia erdve. Joje yra apibréziamas tikimybinis matas.

Aibés funkcija P : A — R yra vadinama tikimybiniu matu, jei galioja aksiomos:

1. P(A) > 0 su visomis aibémis A € A,

3. Jei aibés Ay, As, ... kas dvi neturi bendry elementy, tai
P ( ¥ Am> Y P4,
m=1 m=1

Trejetas (€2, A, P) yra vadinamas tikimybine erdve.
Tegul B yra erdvés R Borelio o kunas, t.y. maziausias o kunas, kuriam priklauso
visy intervaly sistema. Funkcija X : 2 — R yra vadinama atsitiktiniu dydziu,

apibréztu tikimybinéje erdvéje (€2, A, P), jeigu su kiekviena Borelio aibe A € B
{we: X(w)e A} € A

Mums bus reikalingi tikimybiniai matai, apibrézti metrinése arba net topologiné-
se erdvése. Tegul X yra metriné erdvé su metrika p. Simboliu B(X) zZymeésime erdvés

X Borelio ¢ kung, t.y. minimaly ¢ kung, kuriam priklauso erdvés X atviryjy aibiy

9



sistema. X reiksmiu atsitiktiniu elementu, apibréztu tikimybinéje erdvéje (£2,.4, P),

vadiname funkcija X : A — X jeigu su kiekviena aibe A € B(X)
{we: X(w)e A} € A.

Tikimybinis matas, apibréztas macioje erdvéje (X, B(X)) formule

PA)=PH{weN: X(w) e A}), A e B(X),

yra vadinamas atsitiktinio elemento X pasiskirstymu.

Tegul P,,n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (X, B(X)). Sakome, kad
P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i P, jei su kiekviena realia, aprézta, tolydzia
funkcija f erdvéje X
lim [ fdp, = / fdP.

X X

n=ro0
Yra zinomi jvairus silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalentai. Prime-
name tokj ekvivalenta, formuluojama tolydumo aibés terminais. Tegul 0A yra aibés
krastas. Aibé A yra vadinama mato P tolydumo aibe, jei P(0A) = 0.
3.1 lema. P,, kai n — oo, silpnai konverguoja 3 P tada ir tik tada, kai su

kiekviena mato P tolydumo aibe A

lim P,(A) = P(A).

Lema yra 2.1 teoremos i§ [1] dalis.
Tegul turime dar viena metrine erdve X; su jos Borelio o kunu B(X;). Funkcija

u: X — X yra vadinama (B(X), B(X;)) madia, jei su kiekviena aibe A; € B(X;)
UilAl S B(X)

Tarkime, turime (B(X), B(X;)) macig funkcija u : X — X;, o P yra tikimybinis
matas erdvéje (X, B(X)). Tuomet Sis matas indukuoja erdvéje (X, B(X;)) vienintel

tikimybinj matg Pu~!,
Pu '(A) =P 'Ay), A € B(Xy).

Cia u™'A; yra aibés A; pirmavaizdis. Yra Zinoma [I], kad kiekviena tolydi funkcija
u: X — X yra (B(X), B(X;)) mati. Yra naudingas toks tvirtinimas.
3.2 lema. Tarkime, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j P, o funkcija

w: X — Xy yra tolydi. Tuomet ir Pyu™t, kai n — oo, silpnai konverguoja j Pu™?.
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Lemos jrodymas yra duotas [I] monografijoje.

Tegul X,,, n € N, ir X yra X reikSmiai atsitiktiniai elementai, apibrézti tiki-
mybingje erdvéje (2,4, P). Sakome, kad X,,, kai n — oo, konverguoja i X pagal
pasiskirstyma, jei elemento X, pasiskirstymas, kai n — oo, silpnai konverguoja i
elemento X pasiskirstyma. Sj fakta uzrasome X, %) X.

3.3 lema. Tarkime, kad X reiksmiai atsitiktiniai elementat Y,,, X1, Xon, ... turt

tg pacig apibrézimo srit;, o erdvé X yra separabili. Tequl su kiekvienu k

—

i

Jei, be to, su kiekvienu ¢ > 0

lim lim sup P{p(Xgn,Yn) =€} =0,

k—oo n—oo

tat tuomet Y, ﬁ X.

Lema yra 4.2 teorema is [IJ.

Tegul {P} yra tikimybiniy maty Seima erdvéje (X, B(X)). Sakome, kad §i Seima
yra reliatyviai kompaktiné, jei i$ kiekvienos sekos { P, } C {P} galima isskirti silpnai
konverguojantj kurj nors tikimybinj mato posekj. Si Seima yra vadinama suspausta,
jei su kiekvienu € > 0 egzistuoja tokia kompaktiné aibé K = K(e) C X, kad su

visais Seimos { P} matais P yra teisinga nelygybeé
PK)>1—c¢.

Yra teisingi tokie tvirtinimai.

3.4 lema. Tarkime, kad tikimybiniy maty seima {P} yra suspausta. Tuomet ji
yra reliatyviai kompaktiné.

3.5 lema. Tarkime, kad X yra pilna separabili metriné erdvé, o Seima {P} yra
reliatyviai kompaktiné. Tuomet Seima {P} yra suspausta.

3.4 ir 3.5 lemos yra vadinamos Prochorovo teoremomis. Ju jrodymai yra duoti

[1] monografijoje.
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4. Ribines teoremos formulavimas

Pradedame viena topologine struktura, kuri yra tradiciskai naudojama jrodineé-
jant ribines teoremas dzeta funkcijoms su Oilerio sandauga pagal pirminius skaicius.
Tegul v = {s € C : |s|= 1}, t.y., v yra vienetinis apskritimas kompleksinéje

plokstumoje su centru taske 0 ir spinduliu 1. Apibréziame aibe

1= H%m
p

¢ia 7, = p su visais pirminiais p. Pagal Dekarto sandaugos apibrézima turime, kad
aibe ) sudaro visos funkcijos w, pirminiy skaiciy aibe P atvaizduojancios vieneti-

niame apskritime ~. Taigi,

w=(w(p):wip)=1, peP).

Aibéje Q galima apibrézti sandaugos topologija [11] ir pataskines daugybos operaci-
ja. Tuomet toras {2 tampa kompaktine topologine Abelio grupe, nes v yra kompak-
tiné aibeé, o pagal Tichonovo teorema [11] kompaktiniy erdviy Dekarto sandauga su
sandaugos topologija yra vél kompaktiné erdvé. Yra zinoma [7], kad kompaktinéje
erdvéje galima apibrézti tikimybinj Haro mata, taigi, erdvéje (2, B(2)) egzistuoja
tikimybinis Haro matas my. Gauname tikimybine erdve (§2, B(€2), mpy).

Tegul ((s;, F;) yra Heckés parabolinés formos Fj svorio x; dzeta funkcija, t.y.,

= ¢j(m) kj+1
A ALY o
C(S]’ j) mZZI msi ) UJ 2 )

su QOilerio sandauga

(s, Fy) :H<1_aj(p)>l (1_@'(]9))17 oj > Rjg_l,j: 1,...,7

p poi poi

Tikimybinéje erdvéje (2, B(2), my) apibréziame H" (D) reiksmj atsitiktinj elementa

G815 e8p, w3 F,y oy Fr) = (Cs1,w0, 1Y), o, (80, w0, ),

¢ia

(oot T (1- S020) " (1Y

D



Yra zinoma [6], [10], kad ((s;,w, F;) yra H(D;) reiksmis, D; = {s € C;o > %},
atsitiktinis elementas, apibréztas tikimybinéje erdvéje (Q,B(2),mpy),j = 1,...,r.
Yra jrodoma, kad begaliné sandauga

I (1 B aj<p>c_u<p>>1 (1 - @(p)gu(p))l

. P P
su beveik visais w mato mg atzvilgiu konverguoja tolygiai pusplokstumes D; kom-
paktinése aibése, todél ji apibrézia H(D;) reiksmj atsitiktinj elementa. Taigi,
C(s81, 0 8p, w3 Fy, o F) yra H(D) reik$mis, D = (Dy, ..., D,), atsitiktinis elemen-
tas, apibréztas tikimybinéje erdvéje (2, B(€2), mpy).

Tegul P yra atsitiktinio elemento C(s1, ... 8, w; F, ..., Fy) pasiskirstymas, t.y.,

P yra tikimybinis matas erdvéje (H"(D), B(H"(D)), apibréziamas lygybe

P(A) =mp{w € Q:{(s1, ... 80,0 1, .., F) € A}, A e B(H*(D)).

Tuomet magistro darbo pagrindiné ribiné teorema turi tokj pavidala.

4.1 teorema. Daznis
1
Pr(A) = Tmeas{T € [0,T) : {(s1+iT, ..., s, +iT; F1, ...F.) € A},  Ae B(H'(D)),

kai T'— oo, silpnai konverguoja j matq P.

Teoremos jrodymas gana ilgas, todeél ji padalysime j keleta lemy.

13



5. Lemos

Pirmiausia formuluojame lema apie silpnajj konvergavima j Haro matg erdvéje

(Q,B(22)). Tegul
Qr(A) = ;meas{T c[0,T]: (p" :pecP)c A}, A e B(Q).

5.1 lema. Qr, kai T — oo, silpnai konverguoja 3 Haro matg my.

Lema yra jrodyta [§] straipsnyje. [rodymui yra naudojamas Furjé transformaciju
metodas. Yra jrodoma, kad mato Q)7 Furjé transformacija, kai T" — oo, konverguoja
i Haro mato my Furjé transformacija. IS to iSplaukia lemos tvirtinimas. [rodyme
remiamasi aibés

{lnp:pe P}
tiesisku nepriklausomumu virs racionaliyjy skaic¢iy kuno Q.

Dabar jrodysime ribine teorema erdvéje H"(D) absoliudiai konverguojanc¢ioms

Dirichlé eilutéms, susijusioms su parabolinémis funkcijomis Fi, ..., F.

Tegul oy > % yra fiksuotas skaic¢ius, m,n € N ir

o= (%))

Su visais 7 = 1, ..., r apibréziame Dirichlé eilutes

Tuomet yra zinoma [6], kad pastarosios eilutés konverguoja absoliuc¢iai pusplokstu-

mese o; > %, t.y., Siose pusplokstumese konverguoja eilutes
Z ‘C] ’Un( ) (5 1)

Funkcijas w(p),p € P pratesime j aibe N formulés

I «'®), m € N, (5.1)
p'lm
pHHm

pagalba. Kadangi |w(m)|= 1, tai i$ (5.1) eilu¢iy konvergavimo turime, kad eilutés

Culsj,w; ) = il Cj<m)w7512)vn(m)
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taip pat konverguoja absoliu¢iai atitinkamai pusplokstumese o; > .

Dabar nagrinésime funkcijy rinkinius

Ca(S1y ooy Spy By ooy B = (G815 F), vy Cu(S03 F))

ir

Cn(S1y ey Sy ws Fiy o FY) = (Cu(S1,w;5 B, ey Gu(Sry wi B

Aibéms A € B(H"(D)) apibréziame
Pr.(A) = ;meas{T € [0,T): Cu(s1 + 97, .., +i7; FY, ., F) € A}
ir su fiksuotu @w € Q
Prn(A) = ;meas{T € [0,T] : Gul(s1 +iT, ..., 80 +iT, 05 Fy, .. F) € A}
Apibrézkime funkcija u, : Q@ — H"(D) formule
Up (W) = G815y 8y w5 F1, o, B, w € Q.

Kadangi eilutés, apibréziancios funkcijas (,(s;,w; F}), absoliu¢iai konverguoja pus-
plokstumeése o; > %, funkcija u, yra tolydi, todel ir (B(S2), B(H"(D))) mati. Todél
Haro matas my erdvéje (H"(D), B(H"(D)) apibrézia tikimybinj mata myu,,*:
myu, ' (A) = my(u,tA), A€ B(H"(D)).
5.2 lema. Py, ir PTW kai T — oo, silpnai konverquoja § matqg myu, .

Irodymas. IS funkcijos u,, apibrézimo turime, kad
Up, (p_” ip € IP) = Guls1 07, .0, 80 0T F, L F).
Todél su kiekviena aibe A € B(H"(D))

1 .
Pr,(A) = fmeas{T €0, T):u,(p™":peP) e A}

1 .
= Tmeas{T €0,T]:(p " :peP) eu, A},

t.y., Prn, = Qru,'. I3 &a, funkcijos u, tolydumo ir 3.2 ir 5.1 lemy gauname, kad
Pr,, kai T — oo, silpnai konverguoja | mata mpyu,,*.

Panasiai yra jrodomas ir pT,n silpnasis konvergavimas. Apibréziame ,, : 2 —
H"(D) formule

Un(w) = C (8150 S w5 FY, o, ).
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Tada funkcija u,,, kaip ir funkcija u,, yra tolydi. Be to, ]5T7n = Qrt,'. Todél, kaip
ir mato Pr, atveju, gauname, jog I5T,n, kai T' — o0, silpnai konverguoja j mata
myt, L. Lieka jrodyti, kad matai myu,® ir myd, ! sutampa.

Apibréziame dar vieng funkcija u : Q — Q u(w) = Gw. Tuomet i§ w, ir a,
apibrézimy turime, kad

U, = up(u). (5.2)

Dabar pasinaudosime viena Haro mato iSskirtine savybe, kuri yra vadinama inva-

riantiSkumu: su kiekviena aibe A € B(2) ir kiekvienu w € € yra teisingos lygybes
mp(A) = myg(wA) = my(Aw).

Musy atveju funkcija u reiskia daugyba is fiksuoto elemento @. Todél i§ mato my

1

invariantiskumo turime, kad myu~' = my. IS ¢ia ir (5.2) gauname, kad

1

= my(u,u) ' = (myguu, ' = myu,*.

Taigi, Pr,, ir ﬁT’n, kai T — oo, silpnai konverguoja j ta pati mata mgu, .

Lema
irodyta.
Kitas 4.1 teoremos jrodymo etapas yra peréjimas nuo funkcijos
(8150 83 Fuy oy Fy) prie ((su, oo, 805 By ). Siam tikslui yra reikalinga metrika
erdvéje H"(D), indukuojanti jos sandaugos topologija. Tegul D yra kokia nors
sritis kompleksinéje plokstumoje, o H(D) yra analiziniy funkciju srityje D erdve
su tolygaus konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Tuomet Sig topologija
indukuoja tokia metrika. Yra zinoma [7], kad egzistuoja tokia kompaktiniy aibiy
seka {K;:1l € N} C D, kad
p=UK,

=1
K; C K4y suvisais [ € N ir, jei K C D yra kompaktiné aibé, tai tuomet K C K|

su kuriuo nors [ € N. Tegul g1, g2 € H(D). Tuomet [7]

S SupseKl|91(5) — g2(s)]
plgr,g2) =D 27
; 1+ sup,eg,|91(s) — g2(5)|

yra ieSkomoji erdvés H (D) metrika.
Erdvéje H"(D) metrika apibréziama standartiniu budu. Tegul p; yra metrika

erdvéje H(D;). Tegul g1 = (g11, -, G1r)s G2 = (921, -+, g2r) C H"(D). Tuomet

p(9,:9,) = max p;(gi, g2;)

- = 1<j<r
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yra ieskomoji metrika erdvéje H™ (D).

5.3 lema. Teisinga lygybé

lim limsup — / ((s1 407,y 8, + 015 F1, ., B,

n—oo T—00

¢, (814147, 0y 8 +iT; B, B )dT = 0.
Su beveik visais w € 2 yra teisinga lygybé

lim lim sup — / C(s1 407, ..y 8 +iT w5 Fy, L B,

n=o0 Toioo

¢, (814107, oy 8 +iT,wi B, . Fy))dT = 0.
Irodymas. [6] darbe jrodyta, kad su kiekvienu j =1,...,r

1 (T
lim lim sup T/o p(C(sj 4T, Fy), Cu(sj +i7, F}))dT = 0

n—oo T—00

ir su beveik visais w €

1 /T
lim lim sup f/o p(C(s; +iT,w, F}), Cu(sj + i, w, Fj))dr = 0.

n—oo T—00
IS ¢ia ir metrikos p apibrézimo gauname lemos tvirtinima.

Apibréziame dar vieng mata
1
Pr(A) = Tmeas{T € (0,77 : ¢(s1+47, .., sp+iT,w; Fy, ..., F,) € A}, A e B(H'(D)).

5.4 lema. FErdvéje (H"(D),B(H"(D))) egzistuoja toks tikimybinis matas P, j
kurg, kai T — oo, silpnai konverguoja Pr ir Pr.

Irodymas. Tarkime, kad £ yra atsitiktinis dydis, apibréztas kurioje nors tikimy-
binéje erdvéje su matu p ir tolygiai pasiskirstes intervale [0,1], t.y. jo pasiskirstymo
gija yra
0,kai x <0,

F(r)=qz,kai 0 <z <1,

1 kaiz > 1.

Apibrézkime H"(D) reikSmj atsitiktinj elementa X, = X, (s1, ..., 87) = ¢ (s1+
T, ..., s, + i&T; I, ..., F}). Tegul P, = myu,! yra ribinis matas 5.2 lemoje, o
X n = X, (81,...,8) yra H"(D) reikSmis atsitiktinis elementas, turintis pasiskirsty-
ma }N’n Tuomet turime, kad elemento X, pasiskirstymas yra Pr,,, todel 5.2 lemos

tvirtinimg galime uzrasyti pavidalu

HLENS'S (5.3)



Darbe [6] buvo jrodyta vienmaté ribiné teorema paraboliniy formy dzeta funk-

cijoms. Taigi, turime, kad su kiekvienu j =1, ...,r
. o 1 _
P4« pmeas{r € [0.7): ((s; +ir: Fy) € A}, A€ B(H(D))),

kai T" — o0, silpnai konverguoja j kurj nors mata. [rodinéjant Sig teorema, buvo

naudojamas 5.2 lemos vienmatis analogas, t.y., kad
; 1
P (A) = mmeas{r € [0,T]: Guls; +irs Fy) € A}, A€ B(H(D;)).

kai T — oo, silpnai konverguoja j kurj nors mata P\/). Be to, matas P\, kain — oo,
silpnai konverguoja j kurj nors matg PY). Sj faktg mes panaudosime jrodymui, kad
tikimybiniy maty Seima {f’n :n € N} yra suspausta.

Kadangi PY) kai n — oo, silpnai konverguoja, tai seima {PY) : n € N} yra
reliatyviai kompaktiné. Erdvé H(D;) yra pilna ir separabili. Todél i§ 3.5 lemos
turime, kad seima {PVY) : n € N} yra suspausta. Tai reiskia, kad kiekvieng ¢ > 0
atitinka tokia kompaktiné aibé K; = K;(¢) C H(D;), kad su visais n

PO(K)>1- <.
T

Tegul K = K; X ... X K,.. Tuomet K yra erdvés H"(D) kompaktiné aibé. Be to, su
visais n € N

~

Po(H(D\K) = Pu(|J(H(Dy) % ... x H(D;_y) x (H(D)\K;) X H(Djs1) X ...

= 1C-

Dy) x ... x H(Dj_1) x (H(D;)\Kj;) x H(Dj11) X ...

J=1
r

< H(D,)) =3 PY(H(D)\K;) < r (1 C1g i) —e.

Si nelygybeé reiskia, kad maty Seima {]NDn : n € N} yra suspausta. Todél pagal 3.4
lema ji yra reliatyviai kompaktine, t.y., kiekviena seka turi savyje posekj, silpnai
konverguojantj i kurj nors tikimybinj mata P erdvéje (H"(D),B(H"(D)). Taigi,
turime posekj {f)nk}, kad ;’nk, kai k — oo, silpnai konverguoja j matg P. Sj fakta
galime uzrasyti ir taip:

X, — P. (5.4)

Apibréziame dar vieng H"(D) reiksmj atsitiktinj elementa
Xr = X(51,...,8,) = ((s1 +i&T, ..., s, +iT; Fy, .., F).
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Tuomet is 5.3 lemos iSplaukia, kad su kiekvienu € > 0

lim limsup p(p(Xp, Xr,,) =€) =

n—oo T—00

1
= lim limsup Xfmeas{T € [0,T]: p(¢(s1 +9T,..., 8 +iT; [, . F),

n—00 T—00

N

gn(sl +iT, .y S a7 By, FL)) > €}

1 /T
< lim lim sup x—/ p(C(s1 +iT, ..., s, +iT; Fy, ..., F),
0

n—oo T—00 g -

Cals1 407,y 8 + 075 FY, o0y FL))dT = 0.

Si lygybeé bei (5.3) ir (5.4) rodo, kad yra ispildytos 3.3 lemos salygos. Todél gauname,
kad
X, 25 P (5.5)

T—oo
Sis sarysis jrodo, kad matas Pr, kai T — oo, silpnai konverguoja i mata P. Be to,
is (5.5) isplaukia, kad matas P nepriklauso nuo sekos ;’nk parinkimo. Todél (5.4)
galime perrasyti pavidalu

X, 2P (5.6)

n—oo
Lieka jrodyti, kad ir Pr, kai T — oo, taip pat silpnai konverguoja i matg P.

Siam tikslui apibréziame H'" (D) reik§mius atsitiktinius elementus
Xpp=Xra(s1, oy 80) = C (s1+ €T, .o, s, + €T, w; P, .., F)

ir

Xp=Xp(s1,..,8) = C(sy + 4T, ..., s, +i€T,w; Fy, ..., F}.).
Pakartoje Siems atsitiktiniams elementams samprotavimus, naudotus atsitiktiniy
elementy X, ir X7 atveju, i 5.2 ir 5.3 lemy bei (5.6) gauname, kad ir matas Pr,

kai T" — oo, silpnai konverguoja j mata P. Lema jrodyta.

19



6. 4.1 teoremos jirodymas

I$ 5.4 lemos turime, kad 4.1 teoremos jrodymui pakanka parodyti, kad ribinis
matas P 4.1 teoremoje sutampa su Fr. Kaip yra jprasta, siam tikslui yra taikomi
ergodinés teorijos elementai. Priminsime kai kurias sgvokas ir tvirtinimus.

Tegul
a, =" peP), TR

Tuomet su visais 7 € R a, yra grupeés €2 elementas. Apibréziame grupes €2 transfor-
macija
or(w) = a,w, w e .

Tuomet ¢, (w) yra mati, mata iSlaikanti transformacija [7]. Gauname $iy transfor-
macijy grupe {¢, : 7 € R}, priklausanc¢ia nuo parametro 7. Aibé A € B(Q2) yra
vadinama invariantine grupés {p, : 7 € R} atzvilgiu, jei aibés A ir A, = ¢, (A) ski-
riasi ne daugiau negu aibe, kurios Haro matas my yra lygus 0. Visos invariantinés
aibés sudaro ¢ kuna, kuris yra ¢ kuno B(Q2) o pokunis. Grupé {¢, : 7 € R} yra
vadinama ergodine, jei jos invariantiniy aibiy ¢ kunas yra sudarytas tik i$ aibiy,
kuriy Haro matas my yra lygus 0 arba 1.

6.1 lema. Grupé {¢, : 7 € R} yra ergodiné.

Lemos jrodyma ir kitus aukséiau naudotus tvirtinimus galima rasti [7] monogra-
fijos 5 skyriuje.

Dar mums bus reikalinga ergodinio proceso savoka. Tarkime, jog turime atsi-
tiktinj procesa X (w,t), apibrézta tikimybinéje erdvéje (Q, A, p),t € T. Fiksuojame
bet kokias reiksmes tq, ..., t,,n € N. Tada atsitiktiniy dydziuy X (w,t1), ..., X(w,t,)

jungtiniai pasiskirstymai
(X (w, ) < xpy ey, X(w, tn) < ), n €N,

yra vadinami atsitiktinio proceso X (w, t) baigtiniamaciais pasiskirstymais. Procesas
X (w,t) yra vadinamas grieztai stacionariuoju procesu, jei su visais u € R baigtinia-

maciai pasiskirstymai
(X (w,t1) < zpy e, X(w, tn) < )
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ir
(X (w, ty +u) <2,y X(w, b +1u) < x3)

sutampa. Panasiai, kaip ir transformacijos ¢, atveju, yra apibréziamos proceso
invariantinés aibés. Be to, procesas yra vadinamas ergodiniu, jei jo invariantiniy
aibiy o kunas yra sudarytas tik is aibiy, kuriy matas yra 0 arba 1.

Ergodiniams procesams yra teisinga Birkhofo-Chinéino teorema.

6.2 lema. Tarkime, kad X(w,t) yra ergodinis procesas, E|X (w,t)|< oo (EX
yra vidurkis), o proceso trajektorijos beveik tikrai yra integruojamos pagal Rymang

kiekviename baigtiniame intervale. Tuomet

1 T
lim f/ X (w, t)dt = EX (w, 0)
0

T—o00

su beveik visais w € ).

Lemos jrodymas yra duotas [2] monografijoje. Taigi, Birkhofo-Chin¢ino teorema
surisa teorinj proceso vidurkj ir vidurkj pagal laika ¢.

4.1 teoremos jrodymas. Tegul A yra fiksuota ribinio mato P i$ 5.4 lemos
tolydumo aibe, t.y., P(0A) = 0. Tikimybingje erdvéje (€2, B(£2), my) apibréziame
atsitiktinj dydj 6 formule

1, jei (1, ..., Sp,w; Fy, ..., F) € A,
0(w) = B
0 priesingu atveju.
Skaic¢iuojame Sio atsitiktinio dydzio vidurkj Eé:
E6 = / Odmy = my(w € Q: ((s1, ..., Spyw; F1, . F) € A),
0 S

t.y., Ef yra atsitiktinio elemento ((s1, ..., S,,w; F1, ..., F}) pasiskirstymas,

Ef = P (A). (6.1)

IS 6.1 lemos isplaukia, jog 0(p,(w)) yra ergodinis procesas. Todél pagal 6.2 lema

turime, kad su beveik visais w € ()
lim — [ O(¢r(w))dr = E0, (6.2)

nes po(w) = w.
IS kitos pusés, atsitiktinio dydzio 6 ir transformacijos ¢, (w) apibrézimai duoda

lygybe
1 /T 1 . .
f/ 0(pr(w))dr = Tmeas{T €0,T):{(s1+iT,..., 8, +iT,w; F1,..., F,) € A}.
A S
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IS ¢ia, (6.1) ir (6.2) gauname, kad su beveik visais w € 2

1
lim Tmeas{T €[0,T]: ¢(s1 +i7, .0 8p +iT,w; [, ., Fr) € A} = P (A). (6.3)

T—oo

Taciau pagal 5.4 ir 3.1 lemas

T—o00

1
lim fmeas{r € [0,T): {(s1 +iT, ..., s +iT,w; F1, ..., F,.) € A} = P(A).

I§ ¢ia ir (6.3) turime, kad P(A) = P(A) su bet kuria mato P tolydumo aibe A.
Taciau yra zinoma [I], kad mato tolydumo aibés sudaro apibréziancia klase, t.y.,
jei du matai sutampa visose tolydumo aibése, tai jie sutampa. Taigi, gavome, kad
P(A) = P(A) su visomis aibémis A € B(H"(D)), t.y., Pr, kai T — oo, silpnai

konverguoja | mata Fr. Teorema jrodyta.
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Summary

A multi-dimensional limit theorem for zeta-functions of

cusp forms

Denote by SL(2,7Z) the full modular group. Suppose that the function F(z)

is analytic in the half-plane Imz > 0, and, for all

“ Ul esLez),
c d

with some even k > 0 satisfies the functional equation

(az—I—b

cz+d

> = (cz + d)*F(2).

If, moreover, the function F'(z) has the Fourier series expansion
F(Z) _ Z C(m)e%rimz,
m=1
the F'(z) is called a cusp form of weight x for the full modular group.
The zeta function ((s, F'), s = o + it, associated to the cusp form is defined, for

o> ””T“, by the Dirichlet series

o1 = 32 )

and is analytically continued to an entire function.
Suppose that ((s;, Fj),j = 1,...,r, be zeta-functions of cusp forms F} of weight

;. In the master work, we consider the joint distribution of

C(Sb Ay ST;Fla "'7F7”) = (C(sla Fl)? "'7C(ST7F7”))‘

Let D; = {s €eC:o0> %}, and let H(D;) denote the space of analytic functions

on D; endowed with the topology of uniform convongence on compacta. Define
H"(D) = H(Dy) x ... x H(D,),D = (Dx, ..., D,).
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We consider the weak convergence of
1
Pr(A) = Tmeas{T € [0,T): {(s1 +iT,...,sp +i1; F1, ..., F,) € A}, A€ B(H" (D)),

as T'— 0o, and we prove, that Pr, as T" — oo, converges weakly to I, where P is

the distribution of the random element

(C(s1,w; F1)y ooy C(Spyw; B

This element is defined on the probability space (€2, B(2), my), where
Q=1[w
p

with v, = {s € C : |s|= 1} for all primes p, and mpy denote the probability Haar

measure on (2, B(Q)).

24



Literatura

[1]
2]

P. Billingsley, Convergence of Probability Measures, Wiley, New York, 1968.

H. Cramér, M. Leadbetter, Stationary and Related Stochastic Processes, Wiley,
New York, 1967.

P. Deligne, La conjecture de Weil, Publ. LH.E.S. 43 (1974), 273-307.

J. Hadamard, Sur les zéros de la fonction ((s) de Riemann, Comptes Rendus

Acad. Sci. Paris 122 (1896), 1470-1473.

H. Iwaniec, Topics in Classical Automorphic Forms, Amer. Math. Soc., Provi-

dence, 1997.

A. Kacénas, A. Laurin¢ikas, On Dirichlet series related to certain cusp forms,

Lith. Math. J. 38 (1988), 64-76.

A. Laurincikas, Limit Theorems for the Riemann Zeta - Function, Kluwer,

Dordrecht, 1996.

A. Laurinc¢ikas, On joint universality of Dirichlet L - functions, Chebysh. sb.
12 (2011), 124-139.

A. Laurincikas, R. Garunkstis, The Lerch Zeta - Function, Kluwer, Dordrecht,
2002.

A. Laurincikas, K. Matsumoto, The universality of zeta - functions attached to

certain cusp forms, Acta Arith. 98 (2001), 345-359.

V. Paulauskas, A. Rackauskas, Funkciné analizé. 1 knyga. Erdvés, UAB "Vaisty

zinios", Vilnius, 2007.

C. J. de la Vallée-Poussin, Recherches analytiques sur la théorie des nombres

premiers, Ann. Soc. Sci. Bruxelles 20 (1896), 183-256, 281-362, 363-397.

25



	Ivadas
	Paraboliniu formu dzeta funkcijos
	Tikimybiniu matu silpnasis konvergavimas
	Ribines teoremos formulavimas
	Lemos
	4.1 teoremos irodymas
	Summary
	Literatura



