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Ivadas

Analizinéje skai¢iy teorijoje taikant kompleksinio kintamojo funkcijy teorijos
metodus yra nagrinéjamas jvairiy skaiciy, pavyzdziui pirminiy skaiciy, pasiskirs-
tymas. Siam tikslui ir naudojamas dzeta arba L funkcijy aparatas. Taikymams
skaiCiy teorijoje reikia zinoti dzeta ir L funkcijy savybes. Todél didelé analizinés
skaiciy teorijos dalis ir yra skiriama minéty funkcijy tyrimui.

Viena is dzeta ir L funkcijy jdomiausiy savybiy yra jy universalumas. Rymano
dzeta funkcijos ((s), s = o + it, kuri pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama
Dirichlé eilute

> 1

G(s) = 2
ir yra analiziskai pratesiama ] visg kompleksine plokstuma, iSskyrus paprastaji poliy
taske s = 1 su reziduumu 1, universalumo savybe 1975m. atrado S.M. Voroninas
[13]. Si savybé reiskia, kad plati analiziniy funkcijy klasé norimu tikslumu gali biti
aproksimuojama funkcija ((s) postumiais ((s + i7), 7 € R. Tiksliam Voronino
teoremos formulavimui reikalingi kai kurie Zymenys. Tegul D = {s € C : % <
o < 1}, K yra juostos D kompaktiniy aibiy, turinéiy junguji papildinj, klasé, o
Hy(K), K € K, yra funkcijy, tolydziy ir nevirstan¢iy nuliumi aibéje K, ir analiziniy
aibés K viduje, klasé. Tada Siuolaikinis Voronino teoremos variantas tvirtina, kad

jei K € K, 0 f(s) € Ho(K), tai su visais € > 0 yra teisinga nelygybeé

1
lim inf Tmeas{T €10,7] :sup|C(s+iT) — f(s)| < 6} > 0,

T—o0 seK

¢ia measA Zymi madios aibés A C R Lebego mata. Si teorema tvirtina, kad aibé
postumiy ((s + i7), aproksimuojanciy duota funkcija f(s) € Ho(K), turi teigiama
apatinj tankj. Tai rodo, jog postumiu ((s + i7), aproksimuojanciy duota funkcija,
yra be galo daug.

Universalios yra ir daugelis kity klasikiniy dzeta ir L funkcijy. Magistro darbe

nagrinésime Dirichlé L funkcijas ir Lercho dzeta funkcija, todél pateiksime ir juy api-
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brézimus. Dirichlé L funkcijy apibrézimui yra reikalinga Dirichlé charakterio savoka.
Jos pilnas ir tikslus apibrézimas yra gana sudétingas [11], todél tik pastebime, kad
kiekviena funkcija x : N — C, kuri yra periodiné su periodu ¢ € N (X(m +4q) =
x(m),m € N), visiskai multiplikatyvi (X(mn) =x(m)x(n), m,n € N),X(m) =0,
kai (m,q) > 1, ir x(m) # 0, kai (m, ¢) = 1, sutampa su vienu i$ Dirichlé charakteriy
moduliu ¢q. I viso yra ¢(q) charakteriy moduliu ¢. Cia ¢(g) yra Oilerio funkcija,

tai yra,

o) =#{1 <m<gq:(m,q) =1}

Tegul x(m) yra Dirichlé charakteris moduliu ¢q. Pusplostumeéje o > 1 Dirichlé L

funkcija L(s, x) yra apréziama Dirichlé eilute

_ i x(m)

s
m=1 m

Charakteris yo moduliu ¢ yra vadinamas pagrindiniu, jei yo(m) = 1 su visais
(m,q) = 1. Funkcija L(s, xo) yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstu-
ma, iSskyrus paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu
Imi--)
plg p
¢ia p zymi pirminj skaiciy. Jei x néra pagrindinis charakteris moduliu ¢, tai funkcija
L(s, x) yra analiziSkai pratesiama j visa kompleksine plokstuma, kitaip tariant, ji
yra sveikoji funkcija. Dirichlé L funkcijy universaluma taip pat jrodé S.M. Voroninas
[13]. Yra teisinga tokia teorema.
1 teorema. Tarkime, kad K € K, o f(s) € Hy(K). Tuomet su kiekvienu € > 0
yra teisinga nelygybé

1
lim inf TTTL@CLS{T €[0,T] : sup |L(s + i, x) — f(s)| < e} > 0.

T—o00 seK

Kitas magistro darbo objektas yra Lercho dzeta funkcija. Tegul A € R ir «,
0 < a <1, yra fiksuoti parametrai. Tuomet Lercho dzeta funkcija L(A, «, s) pusp-

lokstumeéje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

00 27rz)\m
L\ a,s)
mz,:o (m+a)s

Kai A\ € Z, tai funkcija L(\, a, s) yra analiziSkai pratesiama j visa kompleksine

plokstuma, iSskyrus paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu 1. Kai A\ ¢ Z,



tuomet funkcija L(\, o, s) yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma.

Siuo atveju deél e?miAm

periodiskumo galime laikyti , kad 0 < A < 1.

Funkcijos L(\, «, s) universalumas yra sudétingesnis ir priklauso nuo parametry
a ir . Cia primename tik paprastesnj atveji, kai o ir transcendentusis skaicius,
tai yra, jis néra jokio polinomo su racionaliaisiais koeficientais saknis. Tegul H(K),
K € K, yra funkcijy, tolydziy aibéje K ir analiziniy jos viduje, klasé. Tuomet yra
teisinga tokia universalumo teoremal6].

2 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, 00 < A <1, K € K,
o f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 teisinga nelygybé

lim inf ;meaS{T € [0,T] :sup |L(\, o, s +i1) — f(s)] < e} > 0.

T—o00 seK

Dirichlé L funkcija L(s, x) pusplostuméje o > 1 yra uzrasoma Oilerio sandauga

pagal pirminius skaicius

)

Tuo tarpu, Lercho dzeta funkcija su transcendenciuoju parametru a tokios sandau-

- ~ x(p)
L(s,x) = 1;[ (1 e

gos neturi. Todél 2 teoremoje yra aproksimuojamos funkcijos i$ klases H(K), o 1
teoremoje — is klases Ho(K). Aisku, kad Hy(K) C H(K).

1 ir 2 teoremos yra tolydaus tipo, nes jose menamoji postumio dalis 7 gali jgyti
bet kurias realias reikSmes. Yra nagrinéjamos ir vadinamosios diskreciosios univer-
salumo teoremos, kai 7 jgyja reiksmes is kurios nors diskreciosios aibés, tarkime, i$
aritmetinés progresijos {kh : k = 0,1, ...}, h > 0 yra fiksuotas skaicius. Tegul #A
yra aibés A elementy skaicius. Tuomet diskretusis 1 teoremos analogas turi tokj
pavidalg.

3 teorema. Tarkime, kad K € K, o f(s) € Hy(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

yra teisinga nelygybé

! 1#{0 <k < N :sup|L(s+ikh,x)— f(s)] < e} > 0.

Pirmaja diskretaus tipo universalumo teorema algebriniy skaiciy kuno Dedekindo
dzeta funkcijoms jrodé A. Reichas[12]. 3 teoremos jrodyma galima rasti [I] diserta-
cijoje.

2 teoremos diskretusis analogas turi pavidala.

4 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, o 0 < A < 1. Tequl



K ek, o f(s) € HK). Tuomet su kickvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1
1#{0 <k < N:sup|LOh s +ikh) — f(s)] < e} >0,

lim inf
N—o0 seK

4 teoremos jrodymas mazai kuo skiriasi nuo analogiskos teoremos jrodymo [I]
Hurvico dzeta funkcijai (s, ), kuri pusplokstumeéje o > 1 yra apibréziama eilute

oo

=2 ¢

m—o (m =+ a)
ir yra analiziskai pratesiama j visg kompleksine plokstuma iSskyrus paprastaji poliy
taske s = 1 su reziduumu 1.

Magistro darbo tikslas yra jrodyti diskreciaja jungtine universalumo teorema
Dirichlé L funkcijai ir Lercho dzeta funkcijai. Pagrindinis magistro darbo rezultatas
yra tokia teorema. Apibrézkime aibe

L(P,a,m, h) = {(logp :p € P), (log(m+ a):m e Ny), %}

5 teorema. Tarkime, kad aibé L(P,co,m h) yra tiesiskai nepriklausoma virs
racionaliyjy skaiciy kuno Q, 0 0 < A < 1. Tegul K1, Ky € K, o fi(s) € Ho(K3) ir
fa(s) € H(Ks). Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1
{0 <k <N sup [LGs + ik, x) - Ails)] < e

lim inf
N—o00 seEKq

sup |L(\, a, s + ikh) — fa(s)| < (—:} > 0.
sEKo
5 teoremos jrodymas, kaip ir 1-4 teoremy, remiasi tikimybinio pobudzio ribiné-

mis teoremomis.



1. Tikimybiy teorijos elementai

Siame skyrelyje pateiksime reikalingus apibrézimus ir rezultatus apie tikimybinius
matus ir ju konvergavima.

Tegul Q yra bet kuri netuscia aibé, o A yra aibés ) poaibiuy o algebra (¢ kunas).
Tuomet aibés funkcija P : A — R yra vadinama tikimybiniu matu, jeigu galioja

aksiomos:

1. P(A) > 0 su kiekviena aibe A € A,

3. Jeiaibés Ay, As, ... kas dvi neturi bendry elementy, tai tuomet

P(UJ A0 = 3 P(AL).

Trejetas (2,4, P) yra vadinamas tikimybine erdve. Tikimybinéje erdvéje yra ap-
réziami atsitiktiniai dydziai arba atsitiktiniai elementai. Tarkime, kad S yra met-
riné erdve, o B(S) yra erdves S Borelio aibiy klasé, tai yra, minimalus o kunas
(o algebra), kuriam priklauso erdvés S atviryju aibiy sistema. Tuomet funkcija
X :  — S yra vadinama S reiksSmiu atsitiktiniu elementu, apibréztu tikimybinéje

erdvéje (2,4, P), jei su kiekviena Borelio aibe B € B(S)
{we: X(w) e B} € A
Tikimybinis matas P, apibréztas macioje erdvéje (S, B(.S)) formule
P(A)=P{w e Q: X(w) € A}, A € B(S5),

yra vadinamas atsitiktinio elemento X pasirinkimu.
Dabar apibrésime silpnajj tikimybiniy maty konvergavima. Tegul P,, n € N,
ir P yra tikimybiniai matai macioje erdvéje (S,B(S)). Jeigu su kiekviena realia

aprézta tolydzia funkcija f, apibrézta erdvéje S, yra teisinga lygybeé

lim /5 fdP, = /S fdP,

n—oo
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tai sakoma, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j mata P.

Yra zinomi tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo ekvivalentai jvairiy aibiy
terminais. Universalumo teoremos jrodymui reikalingas toks ekvivalentas atviryjy
aibiy terminais.

1.1 lema. P,, kai n — oo, silpnai konverguoja § matqg P, tada ir tik tada, kat

galioja tvirtinimas: su kiekviena erdvés S atvirgja aibe G yra teisinga nelygybé
h}gg}f P.(G) > P(G).

Lemos jrodymas duotas [2] monografijoje, 2.1 teorema.

Tegul X,,, n € N, ir X yra S reikSmiai atsitiktiniai elementai, apibrézti erdvéje
(Q, A, P). Sakoma, kad X,,, kai n — oo, konverguoja i X pagal pasiskirstyma, jei
elemento X, pasiskirstymas, kai n — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento
X pasiskirstyma. Sj faktg uzrasome taip: X, ﬁ X.

Mums yra naudingas toks tvirtinimas.

1.2 lema. Tarkime, kad (S, p) yra separabili metriné erdvé, o S reiksmiai at-
sitiktiniai elementat Yy, X1,, Xon, ... yra apibrézti kurioje nors tikimybinéje erdvéje
(Q, A, P). Tegul, kai n — 00, Xy = Xp suVk € N ir X, 2 X, kai k — co. Be

to, tegqul su kiekvienu € > 0 yra teisinga lygybé

lim lim P{p(Xn,Yn) > €} = 0.

k—00 —00

Tuomet Y, 2, X, kain — oo.

Lemos jrodyma galime rasti [2] monografijoje.

Nagrin¢jant tikimybiniy maty silpnagjj konvergavima, svarby vaidmenj atlieka
Prochorovo teorema. Si teorema suriSa dvi tikimybiniy maty Seimy savokas. Sa-
kome, kad tikimybiniy maty Seima {P} yra suspausta, jei kiekvieng € > 0 atitinka
tokia kompaktiné aibée K = K(€) C S, kad su visais Seimos { P} matais yra teisinga
nelygybé P(K) > 1 —e. Si maty Seima yra vadinama reliatyviai kompaktiska, jei
kiekviena jos seka turi silpnai konverguojantj posekj i kurj nors tikimybinj mata
erdvéje (S, B(9)).

1.3 lema. Jei tikimybiniy maty seima yra suspausta, tai ji yra realiatyviar
kompaktiska.

Lemos jrodymas yra duotas [2] monografijoje.

Nagrin¢jant tikimybiniy maty silpngjj konvergavima, yra naudojamos jvairios
ty maty transformacijos, is kuriy konvergavimo isplaukia silpnasis maty konver-

gavimas. Tokios teoremos yra vadinamos tolydumo teoremomis. Suformuluosime
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tolydumo teorema tikimybiniams matams kompaktinése grupése G. Siam tikslui
reikia apibrézti mato Furjé transformacija. Jos apibrézimui yra naudojami grupeés
charakteriai. Grupés G charakteriu vadiname kiekviena funkcija x : G — 7, turincia

savybe, kad su visais ¢g1,¢92 € G

X (91, 92) = x(91)x(92)-

Cia v = {s € C : |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje.
Grupés charakteriai vél sudaro grupe, kuri yra vadinama pradinés grupés dualiaja
grupe. Tarkime, kad P yra tikimybinis matas macioje erdvéje (G, B(G)), o x yra

grupés G charakteris. Tuomet mato P Furjé transformacija apibréziame integralu

F(x) = /G x(g)dP.

Yra teisingas toks tvirtinimas.

1.4 lema. Tarkime, kad G yra kompaktiné grupé, P,,n € N, yra tikimybinis
matas macioje erdvéje (G,B(Q)). Jei mato P, Furjé transformacija F,(x), kai
n — 00, su visais grupés G charakteriais x konverguoja j kurig nors tolydzig funkcijg
F(x), tai tuomet P,, kai n — o0, silpnai konverquoja j kuri nors tikimybing matq
P erdvéje (G,B(G)). Be to, F(x) yra mato P Furjé transformacija.

Lema yra atskiras atvejis analogisko tvirtinimo, jrodyto [4] monografijoje bend-
resnéms lokaliai kompaktiskoms grupéms.

Tarkime, kad turime dar vieng metring erdve X;. Funkcija u : X — X; yra
vadinama (B(X), B(X;)) madia, jei su kiekviena aibe A; € B(X;) yra teisingas
sarySis u='A; € B(X). Jeigu funkcija u yra tolydi, tai ji yra (B(X), B(X;)) mati.[2]
Tegul P yra tikimybinis matas erdvéje (X, B(X)), o u : X — X; yra mati funkcija.
Tuomet matas P apibréZia vienintelj mata Pu~' erdvéje (X1, B(X4)):

PU_I<A1) = P(u_lAl), Al € B(Xl)

Teisingas toks tvirtinimas.
1.5 lema. Tequl funkcijo u : X — Xy yra tolydi. Jei P,, kai n — oo, silp-
nai konverguoja i matg P, tai tada ir matas P,u~", kai n — oo, taip pat silpnai

konverguoja j Pu™".



2. Jungtiné ribiné diskrecioji

teorema

Siame skyrelyje jrodysime dvimate diskrecigja teorema Dirichle L funkcijai ir Ler-
cho dzeta funkcijai. Pradésime ribine teorema tikimybiniams matams, apibréztiems
dviejy begaliniamaciy tory sandaugoje.

Tarkime, kad v yra vienetinis apskritimas kompleksin¢je plokStumoje, t.y., v =

{s € C: |s| = 1}. Apibrézkime dvi aibes

Ql = H’ypa QQ = H Yy
p m=0

Cia 7y, = 7y su visais pirminiais skaiciais p ir 7,, = 7 su visais neneigiamais sveikais m.
Is Dekarto sandaugos apibrézimo turime, kad tora §2; sudaro visos funkcijos, kurios
pirminiy skaiciy aibe P atvaizduoja vienetiniame apskritime, o tora {25 sudaro visos
funkcijos, atvaizduojancios aibe Ny = N U {0} vienetiniame apskritime. Kadangi
apskritimas yra kompaktiné aibé, tai pagal Tichonovo teorema [10] torai 2 ir {5 su
sandaugos topologija ir pataskinés daugybos operacija yra kompaktinés topologinés

Abelio grupés. Imame jy Dekarto sandauga
Q= Ql X QQ.

Tuomet vél pagal Tichonovo teorema 2 yra kompaktiné topologiné Abelio grupé.
Todél macioje erdveéje (€2, B(2)) galime apibrézti tikimybinj Haro mata mg[5]. Haro
matas my issiskiria is kity tikimybiniy maty invariantiskumo savybe, kuri reiskia,
kad su visomis aibémis A € B({2) ir visais w € 2 yra teisingos lygybés

mp(A) = myg(wA) = my(Aw).

Be to, yra zinoma, kad matas my yra tikimybiniy Haro maty m; g ir moy, apibrézty
atitinkamose erdvése (€21, B(£21)) ir (Q9, B(€2s)), sandauga. Tai reiskia, kad jei A =
Ay x Ag, Ay € B(Ey), Ay € B(£,) tai

mH(A) = mlH(Al)mgH(Ag).
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Taigi, turime tikimybine erdve (2, B(2),my). Aibés Q elementus Zymésime w =
(w1,wa), w1 € Qy, wy € Q. Be to, tegul w;(p) yra elemento w; € € projekcija i
apskritima ~,, p € P, 0 wa(m) yra elemento wy € €y projekcija i apskritima v,
m € Np.

Aibéms A € B(2) apibréziame

1

Qn(A) = Nl

#HO<k<N:((p™ :peP),(m+a)™: meNy)) e A}
Primename, kad
L(P, a,m, h) = {(logp :p € P), (log(m+ a) : m € Ny), %}

2.1 lema. Tarkime, kad aibé L(P,«,m, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q.
Tuomet Qn, kai N — oo, silpnai konverguoja j Haro matg mpy.

Irodymas. Naudosime Furjé transformacijuy metoda. Yra zinoma [7], kad grupés
(2 charakteriai turi pavidalg

[Tw®) I «b(m

peP meNo
¢ia tik baigtinis skaicius sveikyjy skaiciy k, ir [, yra nelygus 0. Trumpumo délei,
tegul k = (k, : p € P)ir [ = (I, : m € Ny). Tuomet mato Qn Furjé transformacija
turi pavidalg
gn(k / (H w*(p) [I wi )de
peP meNo
¢ia, kaip minéjome, tik baigtinis skaicius skai¢iy k,, ir [,, yra nenuliai. I$ ¢ia ir Qu

apibrézimo randame, kad

gn (k1) 721_[ —HERR T (m+ o)t = (2.1)

k OpGIP mENy
1
= 7Zexp{—zkh > kylogp+ > Ly log (m+ a))}.
N + peP meNy
Aisku, kad
gn(0,0) = 1. (2.2)

Pastebime, kad su (k,1) # (0,0)

exp{—ih(>_ kplogp+ > l,log(m+a))} # 1. (2.3)

peP meNg

11



Tikrai, jei si nelygybé negalioty, tai paéme abiejy pusiy logaritmus gautume, kad
h( Z kplogp + Z lnlog (m + a)) = 27r
peP meENg

su kuriuo nors sveikuoju r. IS ¢ia gauname, kad

2
> kplogp+ Y Lylog (m 4+ a) — .
peP meNg h
Kadangi ¢ia tik baigtinés sumos, tai pastaroji lygybé priestarauja aibés L(P, a, 7, h)
tiesiniam nepriklausomumui virs Q. Todél nelygybé (2.3) yra teisinga. Remdamiesi

Sia nelygybe, (2.3) ir geometrinés progresijos sumos formule, randame, kad atveju

(k1) # (0,0)

1—exp{ —i(N+ 1)h(2k5plogp+ Z lmlog(m+a)}

gn (k1) = pEP meNo |
(N + 1) (1 — exp {zh( Y klogp+ S lnlog (m + a))}
peP meNg

Kadangi pastarosios trupmenos skaitiklis yra apréztas, jis moduliu nevirsija dviejy,

o vardiklyje yra (N + 1), tai atveju (k, 1) # (0,0) turime, kad
i 0v(h) 0.
IS da ir (2.2)) matome, kad

1, kai (k1) = (0,0);
lim gn(k,1) = =00

N—oo

0, kai (k1) # (0,0).

Kadangi kairioji Sios lygybés pusé yra Haro mato my Furjé tranformacija, tai lemos
tvirtinimas isplaukia i$ 1.4 lemos.

Dabar jrodysime jungtine ribine teoremg analiziniy funkcijy erdvéje abiem funk-
cijoms, apibréziamoms absoliuciai konverguojancioms Dirichlé eilutéms. Tegul o >
% yra fiksuotas skaic¢ius. Apibréziame

m

v (m) = exp{ — (—)UO}, m,n €N,

n
ir

m+ «

vn(m,a):exp{—< )UO}, meNy, neN.

n+«

Nagrinésime funkcijas

g = 35 Mt

m=1

12



ir

(%s) 627ri)\mvn(m + Oé)
L\ a,s) =
2] mzz:o (m +a)*

Yra zinoma [B], [6], kad Sios eilutés absoliuciai konverguoja pusplokStuméje o > 1.

Apibréziame dar dvi funkcijas

o) = 32 Mmkamratm)
ir

9] e27ri)\m
Ln(Aaaaw%s) = Z

m=0

wa(m)uv, (m, a)
(m+ a)* '

Sios eilutés taip pat absoliu¢iai konverguoja pusplokstumeéje o > % Cia

1T wh(p), meN.
p'im,
pHHm
Tegul H(D) yra funkcijy, analiziniy juostoje D, erdvé su tolygaus konvergavimo
kompaktinése aibése topologija, o H*(D) = H(D) x H(D). Aibéems A € B(H*(D))
apibréziame
RMUD:—i—#@<k<NXQ¢@+MhmlMAas+MM)€A}
s N‘l‘ 1 = = ) ) y by
2.2 lema. FErdvéje (H2(D),B(H2(D))> egzistuoja toks tikimybinis matas P, j
kurg, kai n — oo, silpnai konverguoja Py ,,.

[rodymas. Apibréziame funkcija
u:Q— H*(D)
formule
u(w) = uwr,w2) = (Lnl5, 01, %) Ln(h, @, 3, 5)

Kadangi eilutés, apibréziancios funkcijas L, (s, w1, x) it L,(\, a, ws, s), konverguoja

absoliuciai pusplokstuméje o > %, tai funkcija u yra tolydi. Be to, i$ funkcijos u

apibrézimo turime, kad
u((p’““h peP),(m+a)™:me N0)> = (Ln(s + tkh, x), Ln(\, a, s + ikh)).
Todél i§ Qy ir Py, apibrézimy gauname, kad
1 ikh . ikh .
Py n(A) = N:T#@<k<A7u« pEP), ((m+a)™ :meNy)) € A}
1 ikh . ikh -1
m#{0<k<1\7 (™ :p € P), (m+a)™ :meNy)) € uA}.
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1

Taigi, Py, = @nu . IS dia, iS funkcijos u tolydumo, 2.1 lemos ir 1.5 lemos,

gauname, kad Py, kai n — oo, silpnai konverguoja i mata mpu~".

Dabar reikia pereiti nuo funkciju L, (s, x) it L, (X, «, s) prie L(s, x) ir L(\, «, s).
Siam tikslui yra reikalinga erdviy H(D) ir H?(D) metrika.

Tegul G yra sritis kompleksinéje plokstumoje, o {K; : | € N} C G yra tokia

kompaktiniy aibiy seka, kad

K; C Kj1 suvisais [ € N ir, jei K C G yra kompaktiné aibe, tai tuomet K C
K; su kuriuo nors | € N. Tokios sekos egzistavimas yra jrodytas, pavyzdziui, [3]
monografijoje. Tvirtinimas taip yra formuluojamas [5] monografijoje 1.7.1 lemos
pavidalu.

Musy atveju, G = D. Tegul g1, g, € H(D) ir

[e.o]

1 SUDseg, 191(5) — ga(s)]
plgr,g2) => 27" .
=1 1 +sup,eg, 191(8) — g2(5)]

Tuomet p yra metrika erdvéje H(D), indukuojanti jos tolygaus konvergavimo kom-
paktinése aibés topologija[5l.
Tegul g1 = (g11, 12), g2 = (921, 922) € H*(D). Tuomet

B(ﬂa @) = maX(P(Qu, 921)7 p(G12, g22))

yra metrika erdveje H?(D), indukuojanti sandaugos topologija [10].

Tegul, trumpumo délei,
L(s,x, A o) = (L(s, x), L(A, @, 5))
ir
L, (s,x, A\, a) = (Ln(s,x), Ln(\, @, 8)).
2.3 lema. Teisinga lygybé
1 N

lim lim sup > p(L(s +ikh, x, A\, @), L, (s + ikh, x, A, @) = 0.

Irodymas. I$ metrikos p apibrézimo, matome, kad pakanka jrodyti, jog teisingos

lygybés

1 N
> p(L(s +ikh, x), Ly(s + ikh,x)) = 0 (2.4)
k=0

lim lim sup
=0 Nooso + 1
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ir
N

> p(L(A o, s +ikh), L,(\, a, s + ikh)) = 0. (2.5)
k=0

i s

Pirmoji i$ siy lygybiy yra gauta [I] disertacijoje. Jos jrodymui yra naudojama
integraliné israiska
o1+100 dZ
L(s) = [ Lls +200(:) 5,
01 —100
¢ia o1 > % yra fiksuotas skaicius,
s s
l(s) = —TI'(—)n®,
()= 1()
o I'(s) yra Oilerio gama funkcija, ir kontturinio integravimo metodas.
(2.5)) lygybé yra jrodoma visiskai taip pat, kaip ir analogiska lygybé periodinei
Hurvico dzeta funkcijai [8] straipsnyje, 4.1 teorema. Cia taip pat yra naudojamas

konturinio integravimo metodas su funkcija

ln(s, ) = if(i

= )(n + )’

01
vietoje funkcijos [, (s).

Dabar formuluojame pagrindinj Sio skyrelio rezultata. Jo formulavimui reikalingi
kai kurie Zymenys. Visy pirma, tikimybinéje erdvéje (€2, B(€2),my) apibréZiame

H?(D) reikdmj atsitiktinj elementa L(s,w, x, A, a):
L(Sv W, X, )\7 Oé) = (L(SJ Wi, X)7 L(/\7 «, Wy, S))7
¢ia

Lis,n ) = 3 Xmeatm)

m=1 m

ir

00 627ri/\mw2(m)
LA =y &2
( , O, Wa, S) WLZZO (m + Oé)s

Primename, kad w = (w;,ws). Yra zinoma [5], [6], kad abi Sios eilutés konver-
guoja tolygiai juostos D kompaktinése aibése, todél jos apibrézia H(D) reikSmius
atsitiktinius elementus tikimybinéje erdveje (€2, B(§2), mpy).

Tegul

Py(A) = Nlﬂ#{o <k <N:L(s+ikhx,\a) € A}, A€ BH (D)),
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o Pp yra atsitiktinio elemento L(s,w, x, A, ) pasiskirstymas, t.y.,
Pr(A) =mp{w € Q: L(s,w,x,\,a) € A}, A€ B(H?*(D)).

2.4 teorema. Tarkime, kad aibé L(P,c,m, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs
Q. Tuomet Py, kai N — oo, silpnai konverguoja i Prp.
Jrodymas. Kurioje nors tikimybinéje erdvéje (Q,A, i) apibréziame atsitiktinj

dydj @y, turintj pasiskirstyma

uwly =kh)=——, k=0,1,...,N.
Tegul

Xnn=Xnn(s) = L,(s+ibn, X, A\, @),

0 X, = Xn(s) yra H%(D) reikSmis atsitiktinis elementas, kurio pasiskirstymas yra

P,, matas P, yra apréztas 2.2 lemoje. Tuomet pagal 2.2 lemg turime, kad

Xyn —— X, (2.6)

n—oo
Irodysime, jog maty Seima {ﬁn} yra suspausta.

Tegul

P,1(A) = P,(Ax H(D)), AeB(H(D)),

ir

A

P.2(A) = P,(H(D) x A), A€ B(H(D)).

Tuomet jrodinéjant ribines teoremas Dirichle L funkcijai [1] ir Lercho dzeta funkcijai
[6] yra gaunama, kad maty Seimos {P,; : n € N} ir {P,5 : n € N} yra suspaustos.
Todél kiekviena € > 0 atitinka tokios kompaktines aibés Ky C H(D) ir Ky C H(D),
kad yra teisingos nelygybeés

an(Kl) >1— %
ir

ng(KQ) >1-— %

su visais n € N. Tegul K = K; x K. Tuomet K yra kompaktiné aibé erdvéje
H?*(D). Be to,

(H*(D)\ K) = ((H(D)\ K1) x H(D)) U (H(D) x (H(D) \ K2)).
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Todél su visais n € N

Py(H*(D)\ K) < P,((H(D)\ K1) x H(D)) + P,(H(D) x (H(D) \ K»)) =

A

:PM(H(D)\KQ—F w2(H(D)\ Ks) < (1—1_1_%)4_(1_1_,_%):

= €.
IS cia isplaukia, kad su visai n € N
P (K)=1-P,(H*D)\K)>1—ce

Tai reiskia, kad maty seima {ﬁn :n € N} yra suspausta.

Is 1.3 lemos isplaukia, kad Seima {]5” : n € N} yra reliatyviai kompaktiné. Todél
egzistuoja toks posekis { P,, } € {P,} ir tikimybinis matas P erdvéje (H (D), B(H(D))),
i kurj, kai » — oo, silpnai konverguoja Pnr. Kadangi ]37“ yra atsitiktinio elemento

X, pasiskirstymas, tai turime, kad

X, —= P. (2.7)

Sis sarysis suprantamas ta prasme, kad atsitiktinio elemento X,, pasiskirstymas,
kai r — oo, silpnai konverguoja j matg P.

Apibréziame dar viena H(D) reikSmj atsitiktinj elementa
XN = XN(S) = L(S + 20N7 X5 )‘7 a)’
Tuomet is 2.3 lemos gauname, kad su kiekvienu € > 0

lim limsupu(p(XN(s),XN,n(s)) > g) =

n—oo N—00
o 1
= lim lim sup
n=o0 N + 1

#{0 <k < N ¢ p(L(s +ikh, x. X)), L(s + ikh, x, A, ) ) > e} <

1 N
< lim limsup m > Q(L(S +ikh, x, A\, @), L, (s + ikh, x, A, a)) = 0.
k=0

=0 Nooo
Si lygybé kartu su (2.6)) ir (2.7) sarysiais bei 1.2 lema jrodo, jog

Xy —2— P. (2.8)

Sis sarysis yra ekvivalentus mato Py, kai N — oo, silpnajam konvergavimui j mata
P. Be to, is (2.8)) iSplaukia, kad matas P nepriklauso nuo sekos {Pm} parinkimo.

Todél is reliatyvaus kompaktiskumo gauname, kad



Kitaip tariant, turime, kad pn, kai n — o0, silpnai konverguoja i P. Taigi, Py, kai
N — o0, silpnai konverguoja } P, ribinj mata P.

IS aibés L(P, ar, 7, h) tiesinio nepriklausomumo iSplaukia jos dalies
L(P,a) ={(logp: p € P),(log(m + «) : m € Ny)}
tiesinis nepriklausomumas. Darbe [7] buvo gauta, kad su transcendenciuoju «
;meas{T €[0,T]: L(s+ir,x,\,a) € A}, A€ B(H(D)),

kai T — oo, tai pat silpnai konverguoja j mato P, ribinj matqg P ir P = Pr.
Parametro « transcendentiskumas yra naudojamas tik aibés L(IP, ) tiesiniam ne-
priklausomumui gauti. Todél is Siy pastaby isplaukia, kad Py, kai N — oo, silpnai
konverguoja j mata Pr.

Dar yra reikalinga mato Pp atrama. Tarkime, kad S yra separabilioji metri-
né erdve (joje yra skaiti ir visur tirSta aibé), o P yra tikimybinis matas erdvéje
(S,B(S)). Primename, kad mato P atrama yra vadinama tokia minimali uzdara ai-
bé Sp, kad P(Sp) = 1. Aibé Sp yra sudaryta is ty elementy x € S, kuriy kiekvienai
atskirajai aplinkai G yra teisinga nelygybe P(G) > 1.

Tegul

V={g€e H(D):g(s) 20 arba g(s)=0}.

2.5 lema. Tarkime, kai aibé L(P, ) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, tuomet
mato Py, atrama yra aibé V x H(D).

Irodymas. Lema yra [7] darbo 9 lemos atskiras atvejis, kai [ = 1 ir r = 1.
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3. Universalumo teoremos

jrodymas

Primename Mergeliano teorema, apie analiziniy funkcijy aproksimavimg polino-
mais, kuri visada yra naudojama jrodinéjant universalumo teoremas dzeta ir L
funkcijoms|9].

3.1 lema. Tarkime, kad K yra kompaktiné aibé kompleksinéje plokstumoje,
turinti junguyji papilding, o funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné aibés K
viduje. Tuomet kiekvieng € > 0 atitinka toks polinomas p(s), kad

sup | £(s) = p(s)] < .
seK

Dabar formuluojame pagrindine magistro darbo teorems.

Primename, kad

L(P,a,m h) = {(logp :p € P), (log(m+ «a) :m e Ny), %}

3.2 teorema. Tarkime, kad aibé L(P,«, 7, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs ra-
cionaliyjy skaiciy kuno, 0 0 < A < 1. Tegul K1, Ky € K, o fi(s) € Ho(Ky) ir
fa(s) € H(Ksy). Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

lim inf
N—oo

1
{0 < k<N sup [LGs + ik, x) — fils)] < e

seEK

sup |L(\ a, s+ ikh) — fo(s)] < e} >0,

s€EKo

Irodymas. I$ 3.1 lemos iSplaukia tokiy polinomy p(s) ir ¢(s) egzistavimas, kad

sup |f1(s) — "] < < (3.1)
seKy 2
ir
€
sup | fa(s) —q(s)] < 5 (3.2)
s€Ko
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Apibréziame aibe

€
G = {(gl,gg) € HZ(D) s sup |g1(s) — ep(5)| < =,

seKy 2

€
sup [ga(s) — q(s)| < 5 .
scKo

Tuomet G yra elemento (ep(s),q(s)>, kuris pagal 2.5 lemg yra mato P atramos

elementas, atviroji aplinka. Todél ir atramos savybiy turime, kad

PL(G) > 0. (3.3)

Is 2.4 teoremos ir 1.1 lemos isplaukia, kad

liminf Py(G) > PL(G).

N—oo -

IS ¢ia, (3.3) nelygybés, aibés G ir mato Py apibrézimy gauname nelygybe

1
1#{0 <k < N :sup|L(s+ikh,x) — e’®| < %,

lim inf
N—oo SGKl

sup |L(\, a, s + ikh) — q(s)] < 6} > 0. (3.4)

s€EKo 2

I$ (3.1)) (3.2) nelygybiy randame, kad jei k tenkina nelygybes
sup |L(s + ikh, x) — "] < <
seKy 2
ir
sup |L(\, a, s +ikh) — q(s)| < <,
seKo 2
tai k tenkina ir nelygybes
sup |L(s +ikh, x) — fi(s)| < sup |L(s +ikh, x) — e?®| + sup |fi(s) — e’¥| < Crioe
seKy seKq s€K, 2 2
ir
€ €
sup |L(A, v, s +ikh) — fa(s)| < sup [L(A, @, s +ikh) —q(s)| + sup [fa(s) —q(s)| < 5+ 5 =€
se€EKo seKo sEKo 2 2
Taigi,
{0 <k < N :sup |L(s +ikh, x) — e’ < E,
seK 2

sup |L(A, a, s + ikh) — q(s)] < ;} c

s€EKo

{o <k < N :sup |L(s + ikh, X) — fi(s)] < e,

seEK

sup |L(\ a, s+ ikh) — fo(s)] < e}.

s€EKo

IS ¢ia ir (3.4)) nelygybés gauname teoremos tvirtinima.
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A discrete joint universality
theorem for a Dirichlet L-function
and a Lerch zeta-function

Laura Laukyte

Summary

Let s = 0 4 1t be a complex variable, A € R and 0 < a < 1 be fixed parameters.
A Dirichlet L function L(s, x) with a Dirichlet character y is defined, for o > 1, by

the series

_ i x(m).

m=1 m?
and is is meromorphically continuable over the whole complex plane. The Lerch

zeta-function L(\, «, s) is defined, for o > 1, by the series

00 27rz)\m
L\ «a,s)
n;(] (m+ )’

and is meromorphically continued to the whole complex flame.

Let D ={s € C: 3 <o < 1}. Denote by K the class of compact subsets of the
strip D with connected complements, by H(K), K € K, the class of continuous
functions on K which are analytic in the interior of K, and by Hy(K) the subclass
of H(K) of non-vanishing functions on K. Moreover, let

L(P, «a,m, h) = {(logp :p € P), (log(m+ «) : m € Ny), %}

with h > 0, and the set of prime members P. Then in the master work we prove
the following theorem.

Theorem. Suppose that the set L(P, a, 7, h) is linearly independent over the field
of rational numbers. Let Ky, Ky € K and fi(s) € Ho(K1), fo(s) € H(K3). Then,
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for every e > 0,

1
1#{0 <k <N :sup |L(s +ikh, x) — fu(s)] < ¢,

lim inf
N—oo SEKl

sup |L(A, a, s + ikh) — fa(s)| < e} > 0.

seKo
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