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1 Ivadas

1.1 Temos aktualumas

Kiekvienos komercinés jmonés vienas iS pagrindiniy tiksly yra kurti pridétine ver-
te savo akcininkams. Siekiant Sio tikslo, turi buti kaip galima veiksmingiau valdomi
turimi istekliai ir kylanti rizika. Viena reikSmingiausiy yra kredito rizika. Kredito
rizikos valdymas komerciniuose bankuose yra placiai tyrinéta bei seniai taikoma tema.
Taciau kredito rizikos valdymas nefinansinio verslo jmonése yra nauja ir menkai ty-
rinéta. Efektyvesnis kredito rizikos valdymas leisty sumazinti dél pirkéjy nemokumo
atsirandancius finansinius nuostolius, o kartu ir jmonés bankroto tikimybe. Yra ski-
riamos dvi kredito formos — piniginis ir prekinis kreditas. Pagrindiné piniginio kredito
rusis — banko kreditas. Prekinis kreditas - tai kreditas, kurj pirkéjui suteikia prekiy ar
paslaugy pardavéjas, atidédamas mokéjimo terming. Kredito rizika atsiranda visais
atvejais, kai verslo proceso metu viena is saliy pristato prekes, suteikia paslaugas ar
atlicka darbus pries gaudama uz tai atlyginima is kitos sandorio salies.

1.2 Reitingavimo sistema

Skolininky rizikai vertinti rekomenduojama taikyti ekspertinius vertinimus ir kieky-
binius, statistiniais metodais pagrjstus rizikos vertinimo modelius. Klienty vertinimui
siiloma taikyti klienty reitingavimo sistema, t.y. kiekvienam klientui priskirti kredito
reitingg. Kredito reitingas nusako gebéjima jvykdyti jsipareigojimus, t.y. rodo nemo-
kumo tikimybe. Tai padeda priimti sprendima jmonei, ar suteikti prekinj kreditg. Taip
pat, yra butina nuolat vertinti reitingavimo sistemos patikimuma. Vienas is budy yra
skaic¢iuoti tikslumo santykj (angl. accuracy ratio).

1.3 Tikslumo santykis ir kaupiamojo tikslumo kreivé

Tarkime, kad turime reitingavimo modelj, kuris kiekvienam klientui priskiria kre-
dito balg. Aukstas kredito balas dazniausiai yra mazas jsipareigojimy nevykdymo
tikimybés rodiklis. Idealiu atveju visi skolininkai turés Zemiausia bala, taciau prak-
tikoje dazniausiai yra kiek kitaip. Norédami jvertinti modelio patikimuma ieskosime
jmonés turimo reitingavimo modelio bei idealaus modelio kaupiamojo tikslumo krei-
viy (angl.cumulative accuracy profile curve, toliau — CAP kreivé) santyki. CAP kreiveé
— kreivé parodanti jsipareigojimy nejvykdziusiy skolininky kaupiamosios procentines
dalies ir visy skolininky kaupiamosios procentinés dalies rys;j.
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Naudodama CAP kreives, jmoné gali jvertinti tikslumo santykj (AR), t.y. jvertinti
ploto tarp diagonalés ir reitingy sistemos CAP kreives ir ploto tarp diagonalés ir idea-
lios reitingy sistemos CAP kreives santykj. Tikslumo santykio reiksmiy intervalas yra
[0,1], didesnis tikslumo santykis yra stipresnés diskriminacinés galios indikatorius.

AR =8
ap

Modelis laikomas patikimu, kai AR > 0, 5.

1.4 Isipareigojimy nevykdymo tikimybé
Suteikusi kreditg jmoné prisiima kredito rizika - galimybe patirti nuostolj, t.y. ne-
atgauti paskolinty lésy. Prekinio kredito atveju, rizika yra dazniausiai didesné, nes

néra taikomos kredito uztikrinimo priemonés (uzstatas). IS anksto negalima pasa-
kyti, ar jmoné tokj nuostolj tikrai patirs. Galimybé patirti nuostolj jvertinama kaip
isipareigojimy nevykdymo tikimybé (PD). Jeigu skolininkas nejvykdo jsipareigojimuy,
ji yra lygi 1, o jeigu juos jvykdo — 0. Visais kitais atvejais (skolininkui vykdant jsi-
pareigojimus, bet dar nepasibaigus jsipareigojimu jvykdymo terminui) jsipareigojimuy
nevykdymo tikimybé yra tarp 0 ir 1. [sivertinus galimybe patirti nuostolj, jimoné galés

ivertinti tikéting nuostolj.



2 Isipareigojimy nevykdymo tikimybés jvertinimas

Kredito rizikos valdytojui yra biitina vertinti skolininky kreditinguma. Sie jverti-
nimai yra isreiskiami jsipareigojimy nevykdymo tikimybe. [ §j jverti rekomenduojama
itraukti tam tikra lygj konservatyvumo. Jei pasirinktas modelis jvertina, kad tikroji
PD yra intervale [0, p1], tada paciam konservatyviausiam rizikos valdytojui PD=p1, o
per pus maziau konservatyviam PD=Z.

Panagrinésime tinkamiausio (saugiausio) jvertinimo principa, t.y vertinsime PD
pagal virsutines pasikliovimo ribas, tuo paciu uztikrinant PD iSskirstyma pagal reitin-
go balus. Panagrinékime keleta skirtingy atvejy.

2.1 Nesusije klientai, néra jsipareigojimy nevykdymuy

Tarkime visi jmonés klientai yra pasiskirste i N reitingo grupiy Ay, As,..., An,
su atitinkamais dazniais na,, na,,..., na,. Geriausig kreditinguma pazymékime Aj,
atitinkamai blogiausig - Ay. Tarkim, kad istoriskai nei vienoj is Siy grupiy nebu-
vo pastebéta jsipareigojimy nevykdymy, taciau vis tiek norime jsivertinti nevykdymo
tikimybes pa,, pa,,..., pa,. Patikimos reitingavimo sistemos atveju galioja tokios ne-
lygybés

ba, <pA2 < - gpAN' (1)

Is nelygybiy seka, kad p4, negali buti didesné, nei py,. Konservatyviausio
jvertinimo principo atveju, pa, ivertis gaunamas, darant prielaida jog pa,=pa,. IS
to isplaukia, kad pa,=pa,=...=pa,. Po Sios prielaidos, modelyje yra pasirenkamas
pasikliovimo lygmuo . Remiantis juo gaunamas pasikliovimo intervalas [0, p4,]. Tai
reiskia, jog pa, € [0,p4,] su tikimybe ~y. Jei v artinsime prie 1, tai pasikliovimo inter-
valo ilgis taip pat artés prie 1, nes p4, priklauso intervalui [0, 1] su tikimybe 1.

Siuo atveju pasikliovimo intervala apibréziame, kaip visy galimy tikimybiy pa,
aibe, tenkinanciy salyga, kad tikimybé nepatirti jsipareigojimy nevykdymy yra ne di-
desné nei 1 — 7.

Jei pa,=pa,=...=pa,, tai reitingo grupés A;, A,,..., Ay nesiskiria savo rizikin-
gumu. Tai leidzia elgtis su klientu baze, kaip su viena aibe n4, + na, + ... + na,.
Padarius prielaida, jog klientai yra nesusije tarpusayje, is to iSplaukia, kad jsipareigo-
jimy nevykdymai yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Tada tikimybeé, kad nebus
isipareigojimy nevykdymuy lygi (1 — pa, ) 414274y 1§ ¢ia iSplaukia, kad

L= < (1 pa, )ity &)
Is seka

pa, <1-— (1 _ ,Y)l/nA1+nA2+...+nAN (3)

Toliau is nelygybes seka, kad py, negali buti didesné, nei ps,. Konservaty-
viausio jvertinimo principo atveju, pu, ivertis gaunamas darant prielaida, jog pa, =
Day- Jel pa,=...=pa,, tai reitingo grupés A,,..., Ax nesiskiria savo rizikingumu. Vel
padarius prielaida, jog jsipareigojimy nevykdymai yra nepriklausomi atsitiktiniai dy-
dZiai, tikimybe, kad nebus jsipareigojimy nevykdymy lygi (1 — pa,)"42 T "4n . IS Cia



isplaukia, kad

1= < (1= pa,) ety (4)
2
pA2 < 1— (1 . fy)l/nA2+“‘+nAN (5)

Atitinkamai,

l—v< (1 —pAN)l/nAN ir pay <1-— (1 _7>1/nAN'

2.2 Nesusije klientai, keletas jsipareigojimy nevykdymuy

Vél tariame, kad klientai yra nesusije ir pasiskirste i N reitingo grupiuy A, As,...,
Ap, su atitinkamais dazniais na,, na,,..., na,. Tik 8§} karta tariame, jog per praéjusj
laikotarpj buvo pastebéti ky jsipareigojimy nevykdymai A; grupéje, ks - Ao, ..., ky
- Ay. Pasikliovimo intervalg tikimybei p4, apibréziame padare prielaida, kad visy
reitingo grupiy PD yra lygios. Isipareigojimuy nevykdymas yra Bernulio atsitiktinis
dydis, t.y. klientas nevykdo jsipareigojimy su tikimybe p4, arba juos vykdo su tikimybe
1—pa,. IS to iSplaukia, kad jsipareigojimy nevykdymai yra pasiskirste binomiskai. Tai
tikimybé nepatirti daugiau nei ki + ... + ky jsipareigojimy nevykdymus yra

ki+..+kn
Z (TLA1+71A2—|—...—|—77,AN

i )M‘(l )t (6)

=0
I$ [0] isplaukia, kad jsipareigojimu nevykdymo tikimybeés pasikliovimo intervalas su

pasikliovimo lygmeniu v, yra aibé p4, tenkinanciy nelygybe

ki+...+kn n +n + +n
A A A i n n A —i

Atitinkamai jvertiname ir kity reitingo grupiy PD

k2+..4+ky T,
A A 7 n ...t+n —1
1-7< D, ( s N)pA2<1—pA2)A2+”N 8)

=0

kn n
A 7 n —1

1—7<Z( )p (1= pay)"s> (9)

i=0

Nesunku yra parodyti binominio ir beta skirstinio, su teigiamais sveikaisiais para-
metrais, sarysj. Todél nelygybés , ,@D gali buti iSsprestos analitiskai.

Apibrézimas. Beta funkcija B(a,b) yra apibréziama taip:

1
B(a,b) = / w1 —w)"'du a>0,b>0.
0



Apibrézimas. Beta pasiskirstymo funkcija:

1

Fo () = BlaD) /Oxtj‘l(l—t)k‘ldt, z € (0,1)

Teiginys. Tegul F,;(x) yra beta pasiskirstymo funkcija su parametrais a € (0,00)
irb e (0,00). O G,y apibrézkime kaip binominio pasiskirstymo funkcijg su bandymy
parametru n € N ir sékmés parametru p € (0,1). Jei j € N ke Nt jrx € (0,1),
tada

FM@) = Gj—l—k—l,l—x(k —1)

Irodymas.
Pagal apibrézimg pasiskirstymo funkcija Fj(x) lygi:

1 v
F},k(x) = B(] k)/o t]_l(l _t)k_ldt

Pazymékime u := (1 — t)* L ir dv := /7 1dt = du = —(k — 1)(1 — t)*2dt ir v = t7 /.
Integruodami F}x(x) dalimis gauname:

1 k=1 [T
fl—x“xuf/ (1 — )24t
JB(J,/f)( ) JB(j. k) Jo =9

Beta funkcijg galima uzrasyti

Fip(z) =

B(a,b) = F(a)F(b)’ dia T'(k) = /OO " e "dr, k€ (0,00)

I'(a+0b)

Jei j €Ny, k €Ny, 0T(n) = (n— 1)\, tai B(j, k) = SR

o1 (k=1 s k=1 1 TP -
Taigi BOR = (J i ) it 5w = BoTD 1 to iSplaukia, kad
I+ k-1 14
Fyp(x) = (j E—1 )(1 — )" tad 4 Fip1r-1(2)

Jeia>0irb=1,tada F(z) =2% ¢ia0 <z <1= Fjp_11(x) =271 Tteruojant
paskutine lygybe ir gauname teiginio jrodyma. W

Pasinaudodami jrodytu teiginiu, gauname, kad @ nelygybés atveju, tikimybeé, kad
ivyks ne daugiau nei [ jsipareigojimy nevykdymy lygi:

I 1 na, —l—1
i\ . [ = t)ran
3 1 av=i = P[X

=0
(10)
su parametrais a« = [+ 1 ir § = n — [. Beta pasiskirstymo ir jos atvirkstinés funkcijos
yra prieinamos daugumoje skaic¢iavimy pakety, pvz. Excel.
Jei imoné turi didelj kiekj klienty su vienodu rizikingumu, bei mazai jsipareigoji-
my nevykdymuy, t.y. jsipareigojimy nevykdymo tikimybé artima nuliui, tai binominj
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skirstinj galime aproksimuoti Puasono skirstiniu.

Teiginys.
. e AR
Jlim Crp*(1—p)" ™ = e 7 (11)
Jkai A =np, n — oo, p — 0.
Irodymas.
n! k n—k
P[X:k]:mp (1-p)
_ A\ LA " =1 (n—k+ )N (1= N/n)"
(n—Ek)k! \ n n nk E' (1 —X/n)k

Jkain — oo, p — 0. Tada

A n
lim (1 — —> =,
n—oo n

nn—1)...(n—k+1)

il i =1
k
lim (1 — é) =1
n— 00 n
2
)\k
_ ~ oA

Deja praktikoje retai kada galime tikétis, jog klientai yra nesusije ir jsipareigojimuy
nevykdymai yra nepriklausomi. Todél pereisime prie labiau realistisko atvejo, kur
modeliuosime koreliuojancius jsipareigojimy nevykdymus bei vertinsime jsipareigojimuy
nevykdymo tikimybe.



3 Susije klientai

Apibrézimas. Atsitiktiniy dydziy vektorius L = (L, ..., Ly,) vadinamas (Bernu-
lio) nuostoliy statistika, jei visi ribiniai L skirstiniai yra binominiai:

L; ~ B(1;p;).

Tai L nuostolis gali buti apibréziamas, kaip

Tada tikimybeés p; = P[L; = 1] yra vadinamos L jsipareigojimy nevykdymo tikimybe-
mis.

Visi jmoneés suteikti kreditai sukuria du galimus ateities scenarijus, arba klientas
vykdys jsipareigojimus arba ne, i-tojo skolininko nevykdymo atveju L; = 1. Visus
suteiktus kreditus vadinsime portfeliu, o atskira kliento kredita - sandoriu.

3.1 Bendrasis Bernulio modelis

Tegul stebime portfelio nuostolj i$ nuostoliu statistikos L = (Ly, ..., Ly,), ¢ia L; ~
B(1; P). Ir tegul nevykdymo tikimybé yra atsitiktinis dydis P = (P, ..., Py,) ~ F
pasiskirstes pagal pasiskirstymo funkcija F, kuri jgyja reikSmes i$ aibés [0, 1]™. Papil-
domai pareikalaukime salyginés nevykdymuy nepriklausomybeés, t.y.

L;

pi—p; ~ B(1;p:), (Lilp=p)i=1,..m nepriklausomi.

Tada daugiamate L; pasiskirstymo funkcija yra:

m

PlLy =11, .., Ly = 1) = / L2 =p) " dF (py, ... pm), (12)
[0,1]™ i=1
kai ; € {0,1}. Pirmieji ir antrieji L; momentai yra

E[L]=E[P],  V[L]|=E[PJ(1—E[P]) (i=1,..,m).

Pirmoji lygybe isplaukia is . O antroji i$ pilnosios dispersijos formulés :
V[L;] = VIE[L;[P]] + E[V[L,[P]]

= V[P] + E[F(1 - P)] = E[F](1 - E[P])

Tada kovariacija tarp dviejy jsipareigojimy nevykdymuy lygi:

Cov[L;, Lj] = E[L;L;] — E[L;|E[L;] = Cov[F;, Pj].



Todél koreliacija tarp jsipareigojimy nevykdymy yra
Cou[P;, P}
VEIP]I(1 - E[P])VE[F](1 — E[F;])

Corr[L;, L;] =

Si lygtis parodo, kad priklausomumas tarp nuostoliy yra pilnai nusakomas atsitik-
tinio vektoriaus P, kurio pasiskirstymo funkcija F', kovariacijos matricos.

3.2 Tolygi jsipareigojimy nevykdymo tikimybeé

Portfeliams kuriy visi sandoriai panasus dydziu ir rizika, yra prasminga jsipareigo-
jimy nevykdymo tikimybe ir koreliacija laikyti vienodomis.

Tarkim, kad jsipareigojimy nevykdymai yra atsitiktiniai dydziai L; ~ B(1; P) su
atsitiktine nevykdymo tikimybe P ~ F. Cia F yra pasiskirstymo funkcija, kuri jgyja
reikSmes i$ aibeés [0,1].

Tada daugiamate L; pasiskirstymo funkcija yra:

1
PlLy =11, .., Ly = L] = / (1 —p)™FdF (p), (13)
0
kai k=Y I ir I;€{0,1}.
=1

Tikimybe, kad jvyks k jsipareigojimy nevykdymy, yra

e =t (1) [ #a-pmtar (1)

Tai viso portfelio jsipareigojimuy nevykdymo tikimybé lygi

p=FlLi=1)=EIL = [ piF()

ir jsipareigojimy nevykdymo koreliacija tarp dviejy sandoriy yra

P[L; =1,L; = 1] — p?

— C Ll‘, L - _
P OTT[ J] p(l _p)

[ p*dF(p
p(1 —p)

3.3 Susije klientai, néra jsipareigojimy nevykdymuy

Tarkime, kad stebime kliento verte (turta) ir jei jo verté nukrenta zZemiau nustatytos
ribos, mes tariame, jog jis nejvykdys jsipareigojimy.

Tarkime, kad turime m sandoriy, ju verte laiko intervale ¢ = [0, 7] paZymékime
Agi). Laikysime, kad kiekvienam klientui ¢ yra kritinis slenkstis C;, toks kad, klientas
nevykdys jsipareigojimy laiko intervale [0, 7] tada ir tik tada, jei Agi) < C;. Tai reiskia,
kad

Li=1 ~ B(1;PlA} < C]) (15)

A,(fi)<c7;

9



Kliento verté yra priklausoma nuo jvairiy veiksniy, atspindin¢iy pramones, regionines
bei kitas jtakas. Siy atskiry veiksniy sumg laikysime pagrindiniu veiksniu. Standarti-
zuotg logaritmine vertés graza log(Ag) /A(()Z)) laikysime

Cia r; tiesiné regresija, ®; pagrindiniai veiksniai, o ¢; lickanos. Dazniausiai yra priimta
laikyti, kad logaritmines vertés grazos yra pasiskirsciusios pagal normalyjj skirstinj,
tokios, kad dél standartizavimo turime

ri ~ N(0,1), ® ~N(0,1), ir e~ N(0,1— R?).

Dabar galime perrasyti taip:
Li=1,.c,~B(1Pri<¢]) (=1,.,m). (17)
Cia ¢; yra atitinkamai slenkstis C;, po pakeitimo Agi) i r;. Tada salyga r; < ¢;, gali

buti perrasyta taip:
€ < ¢ — R;P; (Z: 1,...,m).

Jei laiko momentas T' = 1, tai gauname, kad i-tojo kliento nemokumo tikimybeé lygi
pi = P[r; < ¢;]. Kadangi r; ~ N(0, 1), tai
ci=N"'p] (i=1,..,m),

¢ia N[z] yra standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija. Stan-
dartizave liekanas gauname, kad
N=1p] — R®;
- Nlpi
VI- R
Is ¢ia gauname, kad i-tojo kliento jsipareigojimy nevykdymo tikimybe, su ®; veiksniy
salyga, lygi

& ~ N(0,1) (18)

N7'p)] — Ri®;

V-

Vienintelé Sios lygties atsitiktiné dalis yra ®;. Jei ®; = z, tai

pi(®,) = N[ } (i=1,..,m) (19)

N7'p)] — Rz
N

Jeigu tariame, kad koreliacija tarp sandoriy yra tolygi, tai reiskia, kad turime vienintelj
bendra veiksnj, kuris jtakoja sandorius. Dazniausiai jis yra zymimas Y ~ N(0,1). Tai
vietoj , galime rasyti

ri=~pY +/1—pZ; (i=1,..,m), (21)
¢ia /1 —pZ; , Z; ~ N(0,1) perima liekanos vaidmenj, o p tolygi koreliacija. Su vieno
veiksnio prielaida ir tolygia koreliacija, lygtis tampa
N~ pi] - \/ﬁY]

vi=p

pi(z) = N[ ] (i=1,..,m) (20)

pi(Y) = N[ (i=1,..,m) (22)

10



Tarkime vél, kad visi jmonés klientai yra pasiskirste j N reitingo grupiy Ay, As,...,
Ay, su atitinkamais dazniais na,, na,,..., na, ir nebuvo pastebéta jokiy jsipareigoji-
my nevykdymuy. Tada jsipareigojimy nevykdymo tikimybés pasikliovimo intervalas su
pasikliovimo lygmeniu v, yra aibé p,4, tenkinanc¢iy nelygybe

o< /_: o(1) <1 B N[N1[]\7;%\/ﬁy]>nAl+nA2+.‘.+nANdy (23)

¢ia ¢ ir N atitinkamai standartinio normaliojo tankio ir standartinio normaliojo pasi-
skirstymo funkcijos. Desinioji nelygybés pusé nusako vieno stebéjimo periodo tikimybe
nepatirti jsipareigojimy nevykdymy su n4, +na, + ... +na, klienty ir vidutine pg,.

Nelygybé néra triviali, todél panagrinésime Sios lygties asimptotikos gavima,
kurig véliau naudosime skaiciavimuose.

3.4 Asimptotikos skaiciavimas
3.4.1 Uzdavinys

Tarkim, kad a yra fiksuota konstanta ir
fu(b) = E[1 = N(aX +b)"] :

¢ia X ~ N(0,1), o N yra standartinio normalaus skirstinio pasiskirstymo funkcija:

1 Top
N<x>:\/_2_7r/ e/t

Akivaizdu, kad kiekviena f, yra mazéjanti funkcija ir
fa0) =51 falb) 20

Tegu v € (0, 1) yra dar vienas fiksuotas skai¢ius. Tada atsiras toks vienintelis b,, kad

fa(bn) =1 —1.
Reikia rasti b, asimptotika, kai n — oco. Bei rasti p, asimptotika. Cia p, yra lygties
N_l(pn> — b
1-p "

Kitaip tariant



3.4.2 Sprendimas
IS pradziy spresime paprastesne lygti

[1—N(az+b)|"=1—1;
¢ia x - koks nors fiksuotas skaicius. Jei b,(z) yra jos sprendinys, tai
1= N(az + bo(z)) = (1 — )Y/ = en ' 0=) — 1 _ % +o(nh);
¢ia ¢ = —In(1 — ) > 0. Taigi
N(az + by(z)) = % +o(n™Y)

bo(z) = N~ (c/n+o(1/n)) — ax.

Pirmiausia ieskosime y,, = —N~'(c/n + o(1/n)) sekos asimptotikos. Cia y, yra lygties
c
N(=ya) = = +o(n™")
n
sprendinys. Aisku, kad y, — co. Be to, is N(—y) =1 — N(y) lygybeés
c
L Ny) = & +ofn™).

Kai y — oo, funkcijos 1 — N(y) asimptotika gerai zinoma:

[e.9]

1 R 1 2
1-—N(y) = — e Pt = ——— t~lde /2
) \/2ﬂ/y V2m Jy

1 2 /9| 1 o 2 1 2
= e - — 7224t = ——y e V2 (1 4 0(1)).
V2T y V21 Jy V2T
Taigi
Ly e 2 (14 o(1)) = S(14 (1))
Vor " n ’
2
e = R (1 o{1);
n
2
—Iny, — y2—" = —1Inn + In(v27c) + o(1);

y2 +1Iny? =2Inn — In(27c?) + o(1).

Tegu z = z(u) yra lygties
z4+nz=u

sprendinys. Aisku, kad z(u) = oo ir todél

Be to,



IS cia

In z(u)

zu)=u—In(u—Inz(u)) =u—Inu —In(1 — )=u—Inu+o(1),

u

kai u — oco. Taigi
y2 = 2Inn — In(27c®) + o(1) — In(2Inn — In(27c?) + o(1))
=2Inn — In(2Inn) — In(27c?) + o(1)
=2Inn —Inlnn — In(4nc®) + o(1).
O tada

bo(7) —/2Inn — Inlnn — In(47c?) + o(1) — ax = —v2Inn — azx + o(1)

Tada ir

b, = —V2Inn —c+o(1)

su kokiu nors ¢ = —In(1 —v) € R.
Tegu b, (c) = —v21Inn — ¢, pabandykime rasti [1 — N(ax + b,(c))]™ asimptotika su
fiksuotu x. Aisku, kad
1 —N(az +b,(c)) = N(V2Inn + ¢ — ax)

ir

1—N(\/21nn+c—aaz):\/127\/%_’?(01)_axexp(—(VZlnn—l—c—axf/Q)

1
Vinn

Jei ¢ > ax, tai reiskinys deSinéje puséje yra o(n™!) ir

~
—~

exp(—Inn — (¢ — ax)Vinn)

[1— N(ax —b,(c)]* = (1 —o(n ™))" — 1.
Jei ¢ < ax, tai reiskinys desinéje puséje asimptotiskai didesnis uz 1/n, nes

65 Inn

Vinn

— 00

su bet kokiu 6 > 0. Reiskia,
[1— N(ax +b,(c))]" -0, z>c/a ir [1— N(ax+b,(c))]" =1, z<c/a.
Is cia isplaukia, kad
E[1 — N(aX 4 b,(c)]" = P(X < ¢/a).
Tegu z;_, yra standartinio normalaus désnio (1 — y)-kvantilis, t.y.

P(X <z_y)=1-7.
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Jei ¢ < az_,, tai
E[1 = N(aX +b,()]" = P(X < Ja) <1—1;
todél, kai n pakankamai didelis,
E[1=N(aX +b,()]" <1—7

ir, reiskia, b,(c¢’) > b,. Analogiskai jrodoma, kad jei ¢ > az,_,.tai b,(c") < b, su
pakankamai dideliais n. Reiskia,

b, =—Vv2Inn —az_, + o(1).

Is cia isplaukia p, asimptotika

v2Inn —az_ 7—1—0 )

n:N<
P V1+a?

1N <\/2lnn—|—az1_7+o )

V1+a?

B 1+40(1) V1+ a2 exp( (\/21[171—{-&21 ,y+0(1)) )
V2r V2Inn+az_, +o(1) 2(1+ a?)
o1 ( V2az - V202 e ) 1 \

= e P T a2 eXp lnn)):p.

Pastaroji lygybeé reiskia, kad c1|p*] < pn < c2|p | ¢ia ¢ ir ¢y teigiamos konstan-
tos. Sig asimptotika ir naudosime ska101u0Jant isipareigojimy nevykdymo tikimybe
susijusiy klienty atveju.
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4 Skaiciavimai
4.1 Reitingavimo sistemos modeliavimas

Panagrinésime vienos telekomunikacijy bendrovés fiziniy klienty reitingavimo siste-
ma bei jsipareigojimy nevykdymo tikimybe. Praktikoje jmonés dél duomeny trukumo
pacios nedaro kliento pirminio reitingavimo, tai daro atskiros specializuotos jmonés,
kurios surenka informacijg i$ jvairiausiy jmoniy apie kliento mokéjimo ypatumus ir
priskiria rekomenduoting kredito bala. Savo ruoztu jmonés turi vidines reitingavimo
sistemas, kurios pagal rekomenduotinus balus, bei rizikos valdytojy jzvalgas paskirsto
klientus j skirtingas reitingo grupes. Tai padeda sukurti taisykles, pagal kurias ziturima
koks ar kokio dydzio prekinis kreditas yra suteikiamas.

Per metus jmoné sudaré 52461 prekinio kredito sutartis. Kiekvienam klientui buvo
priskirtas rekomenduotinas kredito balas x € [—200,200]. Is tu visy klienty 633 ne-
ivykdeé jsipareigojimy. Imoné taiko viding reitingavimo sistema, kuri paskirsto klientus
i penkias skirtingas grupes, pagal rekomenduotinus balus.

97-120
As

<40
As

41-80
Ay

81-96
As

>120
Ay

ApskaiCiuosime esamos sistemos kaupiamojo tikslumo kreives ir tikslumo santykj.
Klientai ir jsipareigojimy nevykdymai pasiskirste taip:

As Ay As Ag Ay
Klienty sk. 3101 9054 8609 27225 | 4472
Nevykdymy sk. 151 191 105 169 17
Akumuliantai nevykdymy | 5,91% | 23,17% | 39,58% | 91,48% | 100%
Akumuliantai klienty 23,85% | 54,03% | 70,62% | 97,31% | 100%

Idealios reitingavimo sistemos atveju visi jsipareigojimy nevykdymai buty Zemiausios
reitingo grupeés (E). Taip atrodo kaupiamojo tikslumo kreiveés:
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0%

40%

30%

20% +—t

]

10% +

e

0% c‘/

0% 10% 20% 0%

40%

T
0%

60%

T0% 0%

T
9%

100%  110%

—¢=Blogas reitingavimas

+—|dealus reitingavimas

< Esamas reitingavimas

Sios reitingavimo sistemos tikslumo santykis AR=0,4174. Gautas rezultatas parodo,
jog §i sistema néra patikima, tai reiskia, kad daugiau negu pusé portfelio yra nepati-

kima.

Jei taikoma vidiné reitingavimo sistema buty tokia:

<70

71-90

91-110

111-135

>135

As

Ay

As

Ay

A

Tai klientai ir jsipareigojimy nevykdymai pasiskirste taip:

As Ay Az Ay Ay
Klienty sk. 8591 8537 16639 18589 105
Nevykdymy sk. 286 127 134 86 0
Akumuliantai nevykdymy | 16,38% | 32,65% | 64,37% | 99,80% | 100,00%
Akumuliantai klienty 45.18% | 65,24% | 86,41% | 100,00% | 100,00%
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== Dlogas reitingavimas

+—|dealus reitingavimas

< Esamas reitingavimas

Stai tokios reitingavimo sistemos tikslumo santykis biity lygus AR=0,4774. Tokia
reitingavimo sistema truputj patikimesné uz buvusia. Jei didesnis reitingo balas lemia
didesnj (brangesnj) kredito suteikima, tai taikant tokia sistema jmoné patirty mazes-

nius nuostolius. Taciau vis tiek tokios sistemos negalime laikyti patikimos.
O jei jmoné taikyty tokia vidine reitingavimo sistema;:

<90 | 91-110 | 111-120 | 121-135 | >135
A5 A4 Ag AQ Al
Klienty ir nevykdymy pasiskirstymas atrodyty taip:
As Ay As Ao A
Klienty sk. 17128 | 16639 | 14222 4367 105
Nevykdymy sk. 413 134 70 16 0
Akumuliantai nevykdymy | 32,65% | 64,37% | 91,48% | 99,80% | 100,00%
Akumuliantai klienty 65,24% | 86,41% | 97,47% | 100,00% | 100,00%

Cia kaupiamojo tikslumos kreives yra:

17




110%

100% [ | | | E -/‘;

o085 -

a0%

Fa
70% -

G0%

21
50% —

40%

30% —1— r

20% -

0% 10% 20% 0% 40% 0% 60% T0% &0% 0% 100% 110%
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Sios reitingavimo sistemos patikimumas yra didziausias AR=0,5359. Tai reiskia, kad
Sig reitingavimo sistemg jau galime laikyti patikima, bei jmonés patiriamas nuostolis,
dél klienty nemokumo bus maziausias iS buvusiyjy.

4.2 Isipareigojimy nevykdymo tikimybés skaic¢iavimas

Ivertinsime paskutiniosios, patikimiausios reitingavimo sistemos visy grupiy jsipa-
reigojimy nevykdymo tikimybes Siais atvejais:

1. Nesusije klientai, néra jsipareigojimy nevykdymuy.
2. Nesusije klientai, yra jsipareigojimy nevykdymuy.

3. Susije klientai, néra jsipareigojimuy nevykdymuy.

4.2.1 Nesusije klientai, néra jsipareigojimy nevykdymuy
Siuo atveju klientai yra pasiskirste taip:

A5 A4 A3 AQ Al
Klienty sk. | 17128 | 16639 | 14222 | 4367 | 105

Pritaikius sig formule
pa, <1—(1—y)"m, (24)
su pasikliovimo lygmeniu v = 95% ir n; = Z?:

iy, gaunarmme:
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A5 A4 A3 AQ Al
Klienty sk. 17128 16639 14222 4367 105
Priskiriamas PD | 0,0174% | 0,0088% | 0,0062% | 0,0057% | 0,0056%

4.2.2 Nesusije klientai, yra jsipareigojimy nevykdymuy
Siuo atveju klientai ir nevykdymai yra pasiskirste taip:

A5 A4 A3 AQ Al
Klienty sk. 17128 | 16639 | 14222 | 4367 | 105
Nevykdymy sk. | 413 134 70 16 0

Pritaikius sig formule

k+1
1 i ni—i
1_’Y<Z<Z~>p14i (1_])141')Z (25)

=0

su pasikliovimo lygmeniu v = 95%, gauname:

A5 A4 Ag AQ Al
Klienty sk. 17128 | 16639 | 14222 | 4367 105

Nevykdymy sk. 413 134 70 16 0

Priskiriamas PD | 2,61% | 1,74% | 1,37% | 1,29% | 1,29%

4.2.3 Susije klientai, néra jsipareigojimy nevykdymuy

Siuo atveju klientai yra pasiskirste taip:

A5 A4 AS A2 Al
Klienty sk. | 17128 | 16639 | 14222 | 4367 | 105

Dél duomeny trukumo nepavyko jvertinti klienty priklausomybeés, todél naudosime
Bazelio banky prieziuros komitetos rekomenduojama minimalia sandoriy koreliacija
p = 12%. Pritaikius Sios formulés

1—7</qu(y)(l—N[N_l[iAf]T_pﬁYDmdy (i=1,..,m) (26)

asimptotine lygti

V2Inn, +az_y + 0(1))
V1+a?

= N7Y(1—7), o(1) yra funkcijos e™!="/" skleidinio Teiloro eilute

pa,=1-N( (27)

fia a = %, Z1ny
nariai (In(1 —~)/n)k/k!, k=23, ..., ir pasikliovimo lygmuo v = 99, 9%, gauname:

A5 A4 Ag AQ Al
Klienty sk. 17128 16639 14222 4367 105
Priskiriamas PD | 0,106% | 0,066% | 0,051% | 0,04789% | 0,04782%
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4.3 IsSvados

Keic¢iant vidinés reitingavimo sistemos rézius pavyko gauti patikimesnés reitinga-
vimo sistemos modelj. Toks reitingavimo modelis sumazinty patiriamus nuostolius del
klienty nemokumo, taciau pries pradedant taikyti, reikéty jsivertinti ar pakeite modelj
neprarasime dalies pelno dél galimy pajamy sumazéjimo. Taip gali nutikti, jei geresnei
kredito grupei suteiksime didesnj kredita, o prekés marzos dalis bus procentiné. Ta-
¢iau, jei jmoné visoms prekéms taiko fiksuotg marza, tai patikimesnés sistesmos atveju
pelnas padideéty.

Isivertine kiekvienos grupeés jsipareigojimo nevykdymo tikimybe ir sekdami dabar-
tinj klienty srauta, ju pasiskirstyma pagal reitingo grupes, bei sandoriy dydzius, galime
nuspeti, koks bus patiriamas nuostolis. Tai leidzia atidéti konkrecig pinigy suma nuo-
stoliams padengti. Be to jsivertinus savo rizikingiausius klientus ir ju rizikos lygj,
galime jiems tikslingai "padéti" vykdyti jsipareigojimus, pavyzdziui, pasliulyti pato-
gesnj apmokéjimo buda ar terminus, arba pareikalauti tam tikro dydzio uzstato pries
suteikiant kredita. Visa tai padeda valdyti kredito rizika bei kurti didesne jmonés
pridétine verte, o tai yra pagrindinis komercinés jmonés tikslas.
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5 Summary
Probability of default Juozas Petkelis

For credit risk management purposes in general, numerical assessments of the credit-
worthiness of borrowers are indispensable. These assessments are expressed in terms of
probabilities of default (PD). The aim of the work was to analyze and calibrate ranking
system of one telecommunication company and then to estimate the PDs by upper
confidence bounds while guaranteeing at the same time a PD ordering that respects
the differences in credit quality indicated by the rating grades. The methodology was
applied under an assumption of independent default events and correlated defaults.
PD’s estimations were analyzed and were proposed some analytical and numerical
solutions of equations.

21



6 Literatura

Literatura

[1] Basel Committee on Banking Supervision, Studies on the Validation of Internal
Rating Systems 2005.

[2] Katja Pluto and Dirk Tasche, Estimating Probabilities of Default for Low Default
Portfolios 2004.

[3] Bluhm, C., Overbeck, L. and C. Wagner, An Introduction to Credit Risk Modeling
2003.

[4] Vytautas Valvonis, Kredito rizikos vertinimo ir valdymo modelis: Lietuvos banky
praktika ir perspektyvos

[5] www.math.uah.edu/stat

22



	Įvadas
	Temos aktualumas
	Reitingavimo sistema
	Tikslumo santykis ir kaupiamojo tikslumo kreivė
	Įsipareigojimų nevykdymo tikimybė

	Įsipareigojimų nevykdymo tikimybės įvertinimas
	Nesusiję klientai, nėra įsipareigojimų nevykdymų
	Nesusiję klientai, keletas įsipareigojimų nevykdymų

	Susiję klientai
	Bendrasis Bernulio modelis
	Tolygi įsipareigojimų nevykdymo tikimybė
	Susiję klientai, nėra įsipareigojimų nevykdymų
	Asimptotikos skaičiavimas
	Uždavinys
	Sprendimas


	Skaičiavimai
	Reitingavimo sistemos modeliavimas
	Įsipareigojimų nevykdymo tikimybės skaičiavimas
	Nesusiję klientai, nėra įsipareigojimų nevykdymų
	Nesusiję klientai, yra įsipareigojimų nevykdymų
	Susiję klientai, nėra įsipareigojimų nevykdymų

	Išvados

	Summary
	Literatūra

