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1 Ivadas

Tegul s = o+t yra kompleksinis kintamasis, o x yra Dirichlé charakteris moduliu ¢q. Cha-
rakterio apibrézimas bus pateiktas 2 skyrelyje. Dirichlé L funkcija L(s, x) pusplokstuméje

o > 1 yra apibréziama eilute

o= 2

ir yra meromorfiskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma. Kai yg yra pagrindinis

charakteris moduliu ¢, tai funkcija L(s, xo) yra visur reguliari, iSskyrus taska s = 1, kuris

i)

¢ia sandauga imama pagal pirminius skaic¢ius p, kurie dalija modulj ¢q. Jeigu x # xo,

yra paprastasis polius su reziduumu

tai tuomet funkcija L(s,y) yra analiziSskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma, ki-
taip tariant, ji yra sveikoji funkcija. Dirichle L funkcijos atlieka labai svarby vaidmenj
analizinéje skaiCiy teorijoje. Prancuzuy matematikas L. Dirichlé (Dirichlet) apibrézé sias
funkcijas (1837 m.) norédamas nustatyti pirminiy skaiciy pasiskirstymo désnj aritmetinése
progresijose

a,a+q,a+2q,...,

kai a ir ¢ yra tarpusavyje pirminiai skaiciai. Jam pasiseké, jis jrodé, kad kiekvienoje to-
kioje progresijoje yra be galo daug pirminiy skaic¢iy. Tiesa, Dirichlé tai pavyko jrodyti ne
is karto, buvo daromos kai kurios klaidos, kurias pavyko veéliau istaisyti. Svarby vaidmenj
Dirichlé sukurtoje teorijoje atliko nelygybé L(1,x) # 0 su kiekvienu nepagrindiniu cha-
rakteriu. Véliau Dirichlé L funkcijy teorija vysté daugelis zinomy matematiky, kuriems
pavyko jrodyti pirminiy skaiciy pasiskirstymo désnj aritmetinése progresijose, t.y., gauti
funkcijos

m(ra,q) = Y 1

p<z
p =a( mod q)



asimptotine formule, kai x — oo. Ta formulé yra gana sudétinga, taciau daugeliu atvejy

funkcija 7(x; a, q) elgiasi panasiai kaip

1 [ du
©(q) 2/ logu’
kai z — o0o. Cia ¢(q) yra Oilerio funkcija, kuri parodo, kiek yra sveikuyjy teigiamy skaiciy,
nevirsijan¢iy ¢ ir tarpusavyje pirminiy su ¢. Vélgi Sie rezultatai buvo gauti naudojant
informacija apie Dirichlé L funkciju nulius. Yra gerai zinoma [10], kad L(s, x) # 0 pusp-
lokstumeéje o > 1. Kiek sudétingiau yra jrodyti, kad L(s, x) ties¢je o = 1 taip pat nevirsta
nuliu. Viena is garsiausiy hipoteziy, vadinamoji apibendrinta Rymano hipoteze, tvirtina,
kad visos Dirichlé L funkcijos neturi nuliy pusplokstuméje o > % Si hipotezé yra viena i$
septyniy svarbiausiy tukstantmecio problemy, uz ja pazadéta 1 mln. JAV doleriy. Minétos
pastabos rodo, kad Dirichlé L funkcijy nuliy issidéstymo problema yra svarbi ir visi tokio
tipo rezultatai nusipelno démesio.
Magistro darbo tikslas yra gauti kai kuriy analiziniy funkcijy, susijusiy su Dirichlé L
funkcijomis, nuliy skaiciaus jvercius iS apacios. Patogumo délei, naudosime tokj apibre-
zima. Sakysime, kad kuriai nors funkcijai f(s) yra teisingas tvirtinimas A(oy,09;¢,T),

% < 01 < 0y < 1, egzistuoja tokia teigiama konstanta c, su kuria

jeigu su visais o1, 09,
pakankamai dideliems T funkcija f(s) turi daugiau negu 7" nuliy, gulinéiy staciakampyje
{s€C:0y <0 <09,0<t<T} Magistro darbe nagrinéjame vienos sudétiniy funkcijy
klasés F' (L (s,x1), -, L (s,x,)) nuliy skai¢iy. Tegul V' > 0 yra bet koks teigiamas skai-
¢ius, Dy = {S eC:3<o<1,t|< V}, o H(Dy) yra analiziniy srityje Dy funkciju erdvé

su tolygaus konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Be to, tegul
Sy ={g € H(Dy) : g(s) # 0 arba g(s) = 0} .

Nagrinéjame klase U,y tokiu tolydziy operatoriu F' : H"(Dy) — H(Dy), kuriems su

kiekvienu polinomu p = p(s) aibée

(F i} NSy
yra netuscia. Cia F~'{p} yra polinomo p pirmavaizdis, t.y., visos funkcijos, kurias opera-

torius F' atvaizduoja j polinoma p. Dabar formuluojame pagrindinj darbo rezultata.
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1.1 teorema. Tarkime, kad x1,..., Xr yra kas du neekvivalentus Dirichlé charakteriai, o

F e U,y su pakankamai dideliais V. Tuomet egzistuoja tokia konstanta
¢ =c(01,02, X1 s Xy F) > 0,
su kuria funkcijai F(L(s, X1), .., L(8, X)) suT <V yra teisingas tvirtinimas A(oy, oa;¢,T).

Teoremos jrodymas remiasi Dirichlé L funkcijy jungtinio universalumo savybe.



2 Dirichlé charakteriai

Dirichlé charakteris x : N — C yra pakankamai sudétingai apibréziama aritmetiné funkcija.
Is pradziy Dirichlé charakteris yra apibréziamas moduliu, kuris yra lygus pirminio skaiciaus
laipsniui. Pateiksime pavyzdj, kai charakterio modulis ¢ = p®, p > 2, yra pirminis skaicius,
o a € N. [ charakterio apibrézima jeina kai kurios elementariosios skaiciy teorijos savokos
ir tvirtinimai. Jeigu (a,q) = 1 (p ir ¢ yra tarpusavyje pirminiai), tai visada galima rasti

tokius skaic¢ius 4 € N, su kuriais yra teisingas lyginys
a” = 1(modg). (2.1)

Tegul ¢(q) yra Oilerio funkcija, t.y., skai¢ius tokiy & € N, k < ¢, (k,q) = 1. Pavyzdziui,
©(6) = 2, tuomet skai¢iy g, kuriems galioja lyginys (2.1), egzistavima patvirtina Oilerio
teorema

a?? = 1(modgq).

Taigi, visada galime imti § = ¢(q). Jeigu (2.1) lyginys negalioja su jokiu 8 < ¢(q), tai
tuomet skaicius a yra vadinamas primityviaja (pirmykste) saknimi moduliu ¢. Tarkime,
kad d yra maziausia primityvioji Ssaknis moduliu g. Tuomet skaiciaus a indeksu moduliu ¢

ir pagrindu d vadiname skaic¢iy f € N, kuriam galioja lyginys
d° = a(modq)

ir zymime S = indya.

Dirichlé charakteris moduliu ¢ = p%, p > 2, a € N, yra aritmetiné funkcija

0, kai (m,q) > 1,
x(m) =x(m;q,n) = _ (22)
exp {QWinméi(i‘éT} , kai (m,q) =1,

¢ia n yra sveikasis parametras. IS Sio apibrézimo matome, kad |x(m)| = 0 arba 1. Kadangi

errimdam — 1 taj i§ (2.2) matome, kad

indgm }

(s, + (@) = exp {m (n-+ ola) 2
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indgm indgm }
v(q) elq) |

Si lygybeé rodo, kad charakteris moduliu ¢ parametro n atzvilgiu yra periodiné funkcija su

= exp {27rm } exp {2miindgm} = exp {2772'71

periodu ¢(q). I8 ¢ia iSplaukia, kad yra is viso ¢(q) skirtingy charakteriy moduliu ¢ = p*,
p > 2, a € N. Kadangi zinoma, kad indy(m + ¢) = indym, tai matome, kad y(m + q) =
x(m). Tai reiskia, jog charakteris moduliu ¢ yra periodiné funkcija su periodu q. Atvejis,
kai ¢ = 2% yra sudeétingesnis, nes Siuo atveju neegzistuoja primityviosios Saknys moduliu q.
Sio atvejo nenagrinésime, ta¢iau jis yra pakankamai analogiskas jau iSnagrinétam atvejui.

Jeigu dabar charakterio modulis turi pavidalg
q=p" o p,

kuriame pyq, ..., p, yra skirtingi pirminiai skai¢iai, o aq,...,a, € N, tuomet charakteris x,,
moduliu ¢ yra apibréziamas formule

x(m) = ] x(m;pi*).

k=1

Apskritai taikymuose yra patogu naudotis tokiu tvirtinimu. Aritmetiné funkcija x(m),
turinti savybes:
1. x(m) yra periodiné funkcija su periodu g, t.y., x(m + ¢) = x(m) su visais m € N;
2. x(m) =0, kai (m,q) > 1;
3. x(m) # 0, kai (m, q) = 1;
4. x(m) yra visiskai multiplikatyvi funkcija, t.y., x(mims) = x(mi)x(ms) su visais
mq, mo € N, sutampa su vienu iS Dirichlé charakteriy moduliu q.

Mums bus reikalingi kai kurie Dirichlé charakteriy tipai. Charakteris xo(m) moduliu ¢
yra vadinamas pagrindiniu, jeigu xo(m) = 1 su visais (m, q) = 1.

Taip pat yra reikalinga dviejy Dirichlé charakteriy ekvivalentiskumo savoka. Zinome,
kad charakteris y(m) moduliu ¢ turi perioda ¢. Taciau kartais pasitaiko, kad charakteris
x(m) turi mazesnj perioda negu ¢, kai (m,q) = 1. Tuomet sakome, kad charakteris néra
primityvus. Jeigu x(m), kai (m,q) = 1, neturi mazesnio periodo negu ¢, tai sakome, kad

jis yra primityvus. Yra zinoma [I0], kad kiekvienam neprimityviam charakteriui x(m)
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moduliu ¢ galima rasti tokj primityvujj charakterj x(m) moduliu ¢, kad

0, kai (m,q) > 1,

X(m)v kai (mvch) =L
Siuo atveju sakome, kad charakteris ¥(m) indukuoja charakteri x(m). Dabar galime
pateikti ekvivalen¢iy charakteriy apibrézima: charakteriai yi(m) ir x2(m) yra vadinami

ekvivalenciais, jeigu juos indukuoja tas pats primityvusis charakteris. Priesingu atveju,

charakteriai x;(m) ir x2(m) yra vadinami neekvivalenciais.



3 Dirichlé L funkciju universalumas

1975 m. S. M. Voroninas atrado Dirichlé L funkcijy universalumg. Suformuluosime Siuo-
laikinj Voronino teoremos varianta, kuris yra siek tiek bendresnis uz teorema, suformuluota
[12] darbe.

Mums bus reikalingi kai kurie Zymenys. Tegul D = {s € C : § < ¢ < 1}, K yra
juostos D kompaktiniy poaibiy, turinciu junguji papildinj, klase, o H(K), K € K, yra
funkcijy, tolydziy ir nevirstanc¢iy nuliu aibéje K, ir analiziniy aibés K viduje, klasé. Be to,
tegul measA zymi macios aibés A C R Lebego mata. Tuomet Voronino teorema turi tokj

pavidala.

3.1 teorema. Tarkime, kad K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 yra
teisinga nelygybé

1
lim inf Tmeas {7’ € [0,T] : sup |[L(s +iT,x) — f(s)] < 5} > 0.

T—o00 seK

Si teorema tvirtina, kad yra be galo daug Dirichlé L funkcijos postimiy L(s + 47, ), €
tikslumu aproksimuojanciy duota analizine funkcija is klasés H(K), nes tu postumiy aibé
turi teigiama apatinj tankj. Teoremos jrodymo Voroninas nepateiké, jis rasé, kad jrodymas
panasus | analogiskos teoremos jrodyma Rymano dzeta funkcijai. [4] monografijoje jrody-
mas yra pateiktas, bet Siek tiek silpnesniam universalumo teoremos variantui.

Yra zinomi ir jungtiniai Voronino universalumo teoremos variantai. Siuo atveju keliy
analiziniy funkcijy rinkinys vienu metu yra aproksimuojamas Dirichlé L funkcijy postumiy
rinkiniu. Pirmaja jungtinge universalumo teorema neisreikstiniu pavidalu nagrinédamas
Dirichlé L funkcijy funkeinj nepriklausomuma jrodé pats Voroninas [I3]. Panasius rezul-
tatus gavo S. M. Gonekas ir B. Bagcis savo disertacijose [3] ir [I]. Mes formuluojame
Siuolaikinj jungtinés universalumo teoremos Dirichlé L funkcijoms varianta, pateikta [11]

monografijoje.

3.2 teorema. Tarkime, kad x1,...,xr yra kas du neekvivalentus Dirichlé charakterias,

Ky,..,.K, € K, o fi(s) € H(Ky),..., fr(s) € H(K,). Tuomet su kiekvienu ¢ > 0 yra



teisinga nelygybé

1
lim inf Tmeas {T € [0,7]: sup sup |L(s+it,x;) — fi(s)] < 5} > 0.

T—o00 1<j<r seKj
Kai kurios teoremos jrodymo dalys yra duotos [6] straipsnyje.
Ivade suformuluotos teoremos apie nuliy skaic¢iy jrodymui yra reikalinga universalumo
teorema funkcijai, kurios nuliy skaicius yra nagrinéjamas. Primename Zymenis, kurie jau

buvo paminéti jvade. Tegul V' > 0 yra bet koks skaic¢ius. Apibréziame staciakampj
1
DV:{SEC:2<0<1,]7§|<V}.

H(Dy) yra funkcijy, analiziniy staciakampyje Dy, erdvé su tolygaus konvergavimo kom-
paktinése aibése topologija. Sioje topologijoje seka {g,(s)} C H(Dy), kai n — oo, konver-
guoja i funkcija g(s) € H(Dy) tada ir tik tada, kai su kiekviena kompaktine aibe K C Dy
yra teisinga lygybeé

Al sup |9 (s) — g(s)| = 0.

Kaip jprasta, H"(Dy) = H(Dy) %X ... x H(Dy). Be to, tegul

T

Sy ={g € H(Dy) : g(s) # 0 arba g(s) = 0}.

Dabar jau galime formuluoti mums reikalinga universalumo teorema.

3.3 teorema. Tarkime, kad x1, ..., X» yra kas du neekvivalentus Dirichlé charakteriai, K €
K, f(s) € HIK). Tequl V > 0 yra toks, kad K C Dy, o F': H"(Dy) — H(Dy) yra toks
tolydus operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aibé (F~{p}) NSt # @. Tuomet

su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1
lim inf gmeas {T € [0,T] :sup |F(L(s+ i1, Xi), -, L(s + i1, xn)) — f(8)] < 5} > 0.

T—oo seK

Tarkime, kad r = 2. Pateiksime operatoriaus, tenkinadio [3.3]teoremos salygas, pavyzdj.
Tegul F(g1,92) = 9% + g3, 91,92 € H(Dy). Imame bet kokj polinoma p(s). Tuomet
egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad su visais s € Dy yra teisinga nelygybé |p(s)| < c.

Imame C' > c ir apibréziame du polinomus

_p(s)+C .
P1(5)—72\/6 >p2()—722.\/5 .
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Tuomet is C' parinkimo turime, kad p;(s) # 0 ir pa(s) # 0 stac¢iakampyje Dy . Be to,
p(s) +C\*, (pls) —C\" _
2V/C 2iv/C
~ P(s) +2p(s)C + C? B p*(s) —2p(s)C' + C*  4p(s)C (s)
- ITe; Ie; TR
Tai reiskia, kad (py, p2) yra aibés (F~'{p}) N S? elementas. Todél, jei x1, x2 yra neekviva-

P2(5) + p2(s) = (

lenttis charakteriai, tai funkcijai L?(s, x1) + L?(s, x2) galioja universalumo [3.3| teorema.
teoremos jrodymas yra tikimybinis. Mes pasinaudosime kai kuriais rezultatais i$ [6]
straipsnio.

Tarkime, kad v = {s € C : |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje ploks-
tumoje, o B(S) yra erdvés S Borelio o kunas, t.y., o kunas, generuotas erdvés S atviryju
aibiy sistemos. Apibréziame aibe

Q= H'Vm
P

¢ia sandauga imama pagal visus pirminius skaicius, o 7, = 7 su kiekvienu pirminiu p.
Primename, kad aibe €2 sudaro visos funkcijos, atvaizduojancios visy pirminiy skaiciy aibe
vienetiniame apskritime. Yra zinoma [5], kad su sandaugos topologija [9] ir pataskinés
daugybos operacija begaliniamatis toras ) yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél
macioje erdvéje (€,B(2)) galima apibrézti tikimybinj Haro mata my. Sis matas turi
visas tikimybiniy maty savybes, t.y., yra neneigiamas, mg(2) = 1 ir my (kfjl Ak) =
§ my (Ag), jeigu aibés Ay € B(Q) kas dvi neturi bendry elementy, be to, papildomai jis
I:i?r pasizymi invariantiskumo savybe, kuri reiskia, kad su visomis aibémis A € B () ir

kiekvienu w € € yra teisingos lygybés
mpg (A) = mpy (wA) = my (Aw).

Taigi, sukonstravome tikimybine erdve (£, B(Q2), my). Tegul w(p) yra elemento w €
projekcija j koordinating erdve v, t.y.,

w = {w(p) : p — pirminis skaicius},
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H(D) yra analiziniy juostoje D funkciju erdvé su tolygaus konvergavimo kompaktinése

aibése topologija, o H"(D) = H(D) X ... x H(D). Tikimybinéje erdvéje (2, B(Q2), my)

apibréziame H"(D) reikSmj atsitiktinj elementa L (s, w, X) ;X = (X1, - Xr), formule

L (s, w,&) = (L(s,w,x1), - L(s,w,x+)) ,

¢ia

L(s,w,xx) =[] (1 — Xk(p)w(p)>_1,k‘ =1,..,r

pS
p
Tegul Pp, yra atsitiktinio elemento L(s,w, x) pasiskirstymas, t.y., P, yra tikimybinis matas

erdvéje (H"(D), B(H"(D))), apibréztas formule

P(A)=mpy (w €Q:L(s,w,x) € A) ,Ae B(H"(D)).
Tuomet yra teisingas tvirtinimas [6].
3.4 lema. Tegul
Pr(A) = ;meas{T €[0,T]: (L(s+iT,x1),.., L(s + i1, X)) € A},A € B(H"(D)).
Tuomet, kaiT — oo, tai Pr silpnai konverguoja i matq Pr.

Primename tikimybiniy maty silpnaji konvergavimg. Tegul P, ir P yra tikimybiniai
matai erdvéje (S, B(S)). Sakome, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i mata P, jei

su kiekviena realia tolydzia aprézta funkcija f erdvéje S yra teisinga lygybe
Tim / fdP, = / fdP.
5 5

Mums yra reikalingas tvirtinimas, analogiskas lemai, erdvéje H(Dy/). Siam tikslui yra
reikalinga viena silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo savybeé. Tegul S; ir Sy yra dvi
metrines erdves, o funkcija u : S1 — Sy yra (B(S1), B(Se)) mati, t.y., su kiekviena aibe
A € B(S;) yra teisingas sarysis u 'A € B(S;). Tuomet kiekvienas tikimybinis matas P
erdvéje (S, B(S1)) apibrézia vienintelj tikimybinj mata Pu~! erdvéje (Sa, B(Ss)) formule
Pu=(A) = P(u"'A), A € B(S,). Daznai yra naudinga tokia lema [2].
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3.5 lema. Tarkime, kad P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (Sy,B(S1)), u : S1 — So

yra tolydi funkcija ir P,, kai n — oo silpnai konverguoja i P. Tuomet ir P,u™", kai

n — oo, silpnai konverguoja i matg Pu~!.

Tegul V' > 0, o Pry ir Py yra maty Pr ir Py siauriniai j erdve (H"(Dy ), B(H"(Dy))),
t.y., Siy maty apibrézimas yra toks pat kaip ir Pr ir Pp, tiktai jie apibréziami aibéms is

B(H"(Dy)), o ne is B(H"(D)).
3.6 lema. Su kiekvienu V' > 0 matas Pry, kai T' — oo, silpnai konverguoja & matq Pryv .

Irodymas. Funkcija u : H"(Dy) — H"(Dy), u(g1(s), ..., g-(5)) = (91(5), .., g-(5))|se Dy
yra tolydi, be to, kai A € B(H"(Dy)), tai

1
Pry(A) = Tmeas{T €0,T] : u(L +ir, x1),...., L(s + i1, X)) € A} =

1
Tmeas{T €0,T): (L(s+it,x1)y s L(s +i7,x2)) € ulA} = Pr(u'A).

Todél Pry = Pru~'. I$ &ia ir 3.4, ir 3.5 lemy bei funkcijos u tolydumo gauname lemos
tvirtinima.

Dabar jrodysime ribine teorema sudétinei funkcijai.
3.7 lema. Tarkime, kad F : H"(Dy) — H(Dy) yra tolydus operatorius. Tuomet
Pryvr(A) = ;meas{T € [0,T): F(L(s+1it,X1), .., L(s +i7, x2)) € A}, A€ B(H(Dy)),
kai T — oo, silpnai konverguoja i matq PpyF ™.
Irodymas. Trodymas yra panasus i 3.6 lemos jrodyma. Turime, kad su A € B(H(Dy))
Pryr(A) = ;meas{T €[0,7]: (L(s+it,x1), ..., L(s + i, X)) € FlA}.

Todél Pry.p = PryF~'. Taigi, lemos tvirtinimas iSplaukia i§ lemy 3.5 ir 3.6 bei operato-
riaus F' tolydumo.
Toliau mums yra reikalinga tikimybinio mato atramos savoka. Tarkime, kad S yra

separabili metriné erdve, o P yra tikimybinis matas erdvéje (S, B(S)). Primename, kad
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minimali uzdara aibé Sp C S, kuriai P(Sp) = 1, yra vadinama mato P atrama. Ji yra
sudaryta is tokiy elementy z € S, kuriy kiekvienai atvirai aplinkai G yra teisinga nelygybé

P(G) > 0.

3.8 lema. Tarkime, kad x1, ..., X» yra kas du neekvivalentus Dirichlé charakteriai. Tuomet

mato Pry atrama yra aibé SY.

Lemos jrodymas yra duotas [6] straipsnyje, 13 lema.

Mums yra labai naudinga Mergeliano teorema, kurig formulujame atskira lema.

3.9 lema. Tegul K C C yra kompaktiné aibé, turinti junguji papilding, o funkcija g(s) yra
tolydi aibéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet kiekvieng € > 0 atitinka toks polinomas

p(s), su kuriuo

sup [g(s) — p(s)| <e.
seK

Lemos jrodyma galima rasti [7] straipsnyje.

3.10 lema. Tarkime, kad x1, ..., X» yra kas du neekvivalentus Dirichlé charakteriai, o F €

U.v. Tuomet mato PyyF~' atrama yra aibé H(Dy).

Irodymas. Imame bet kokj elementa x € H(Dy) ir bet kuria jo atviraja aplinka G.
Kadangi operatorius V yra tolydus, tai aibé F~1G (aibés G pirmavaizdis) yra atvira erdvéje
H"(Dy). Yra zinoma [6], kad erdveje H(Dy) funkcijuy aproksimavimas sutampa su ju
aproksimavimu kompaktinése aibése, turinciose junguji papildinj. Todel galime taikyti 3.9
lema. Jei f € G, tai galime rasti tokj polinoma p(s), kuris priklauso aibei G. Pagal klasés
U,y apibrézimg turime, kad

(F'{p}) NSy # 2.
Kadangi p € G, tai i$ ¢ia gauname, kad
(F'G)N sy # 2,
t.y., aibée F~'G yra netuscia, ji yra kurio nors elemento i§ S}, atviroji aplinka. Tuomet

pagal 3.8 lema
Py FHG) = PLy(F'G) > 0.
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Kadangi = ir G buvo parinkti bet kaip, gauname, kad mato Ppy F~! atrama yra visa erdve
H(Dy).
Mums yra reikalingas silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalentas atviryjy aibiy

terminais.

3.11 lema. Tarkime, kad P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)). Tuomet P,,
kain — oo, silpnai konverguoja i P tada ir tik tada, kai su kiekviena atvirgja aibe G C S

yra teisinga nelygybé
liminf P,,(G) > P(G).

n—oo

Lemos jrodymas yra duotas [2] monografijoje, 2.1 teorema.
teoremos jrodymas. IS 3.9 lemos turime, kad egzistuoja toks polinomas p(s), su
kuriuo yra teisinga nelygybé
€
sup | f(s) —p(s)] < 5- (3.1)
seK
Apibréziame aibe

G- {g & H(Dy):suplp(s) )] < 2} .

Tuomet G yra atviroji aibé. Todel is 3.7 ir 3.11 lemy isplaukia, kad

1
lim inf Tmeas{T €[0,7]: F(L(s+im,x1), ..., L(s + i1, xr)) € G} > Pryvr(G).  (3.2)

T—o00

Pagal 3.10 lema polinomas p(s) yra mato Py p atramos elementas. Be to, G yra polinomo
p(s) atviroji aplinka. Todél Ppy p(G)>0. I8 cia, (3.2) nelygybés ir aibés G apibrézimo,

gauname, kad

1
lim inf T meas {T € [0,T) :sup |F (L(s+i1,x1), ..., L(s + i1, Xx;)) — p(s)] < 8} > 0.

T—o00 seK 2

Lieka sioje nelygybéje pereiti nuo p(s) prie funkcijos f(s).
Tarkime, jog 7 € [0, 7] tenkina nelygybe

. . €
SUE|F(L(S+ZTa Xl)a -"7L<S+7’T) X’I‘)) —p(S)l < 5
s€
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Tuomet i (3.1)) nelygybés gauname, kad tokiems 7

sup [F'(L(s + 47, 1), -+, L(s + 47, X)) = f(s)] <
seK

. : e €
<sup [F'(L(s +47,x1)s - L(s +47, X)) — p(s)| +sup [f(s) — p(s)] < ;g =¢e
seK seK

Taigi, turime, jog

{7’ €[0,T] : sup |F (L(s + i1, x1), -, L(s + i1, X)) — p(s)] < ;} C
seK

seK

- {7‘ € [0,T) :sup |F (L(s+iT,x1), .., L(s + i1, x,)) — f(s)] < 5}.

Todél i$ mato monotoniskumo ir (3.3)) nelygybés gauname, jog

T—o0 seK

1
lim inf T meas {T € [0,T) :sup |F (L(s+iT,x1), -, L(s + i1, X)) — f(s)] < 5} > 0.

Teorema jrodyta.
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4 Pagrindiné teorema

Primename, kad kuriai nors funkcijai ¢g(s) tvirtinimas A(oy, o9; ¢, T') reiskia, kad su visais
01,02, % < 01 < 09 < 1, egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, su kuria, pakankamai dideliems

T funkcija f(s) turi daugiau negu ¢I" nuliy stac¢iakampyje
{seC:01<0<09,0<t<T}.

Dabar formuluojame teorema apie funkcijos F' (L(s,x1), ..., L(s, X)) nuliy skaic¢iaus

pvertj.

4.1 teorema. Tarkime, kad x1,...,xr yra kas du neekvivakentus Dirichlé charakteriai,
o operatorius F' : H"(Dy) — H(Dy) priklauso klasei U,y su pakankamai dideliais V.

Tuomet egzistuoja tokia konstanta ¢ = c(o1,02, X1, -, X, F') > 0, su kuria funkcijai

F(L(Sa X1)7 ) L<$7 Xr))
su pakankamai dideliais T <V yra teisingas tvirtinimas A(oq,09;¢,T).

Teoremos jrodymas remiasi [3.3] teorema ir Rusé teorema, kuria formuluojame 4.2 lemos

pavidalu.

4.2 lema. Tarkime, kad funkcijos gi(s) ir g2(s) yra analizinés ant paprastojo uzdarojo
konturo L ir jo viduje, ir ant konturo L galioja nelygybés gi(s) # 0 ir |ga(s)] < |g1(s)].
Tuomet funkcijos g1(s) ir g1(s) + ga(s) turi tq pati nuliy skaiciy konturo L viduje.

Lemos jrodyma galima rasti, pavyzdziui, [§] vadovélyje.

4.1 teoremos grodymas. Tegul

o1+ 02 . 09 — 01

5 irp=—5—-

Og =

Taikome teoremg su K = {s€ C:|s—oy| <p} ir f(s) = s — gp. Tuomet i3

teoremos isplaukia, kad su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybeé

1
lim inf Tmeas {T €[0,T] : sup |F (L(s +iT, x1), -, L(s + i1, X)) — f(s)] < 6} > 0.

T—o0 seK
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Si nelygybé reigkia, kad matas tokiy 7 € [0, 7], kuriems galioja nelygybé

11}[{) |\F (L(s+i1,X1)s -, L(s + i, X)) — f(s)] <&, (4.1)

yra didesnis uz T, su kuria nors teigiama konstanta c, priklausancia nuo oy, os, X1, ..., X it
F jei tik T" yra pakankamai didelis. Dabar pareikalaujame, kad skai¢iui ¢ galioty nelygybés
0<e< sup |f(s)]=p.
|s—ool=p
Tuomet funkcijos f(s) ir F(L(s + i7,x1), ..., L(s + i1, x,)) — f(s) skritulyje K tenkina
4.2 lemos salygas. Jos yra analizinés tame skritulyje, f(s) # 0 ant to skritulio konturo

|s — ag| = p, be to, ant Sio konturo
|F(L(s+iT,X1), -, L(s + i1, x)) — f(s)] < e <|f(9)]

Taigi, pagal 4.2 lema funkcijos f(s) ir F(L(s +i7,x1), ..., L(s + i1, xr)) — f(s) + f(s) =
F(L(s +i7,x1), -, L(s + i, x,)) turi ta patj nuliy skai¢iy skritulio K viduje. Taciau
funkcija f(s) = s — 0o tame skritulyje turi tiksliai viena nulj s = oo. Todél ir funkcija
F(L(s +it,x1), ..., L(s 4+ i, x,)) taip pat turi viena nulj skritulio K viduje. Taciau, i$
kitos pusés, matéme, kad matas tokiy 7 € [0, T'], kurie tenkina (4.1) nelygybe, yra didesnis
uz ¢T'. Taigi, funkcija F(L(s, x1), ..., L(s, x;)) turi daugiau negu ¢T" nuliy staciakampyje
{seC:01<0<09,0<t<T}.

Teorema jrodyta.
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An estimate of the number of zeros of one function

related to Dirichlet L - functions

Jurgita Petuskinaité
(Summary)
For V> 0, let Dy = {s eC:3<o<1lt< V}, and let H(Dy) denote the space of
functions analytic on Dy endowed with the topology of uniform convergence on compacta.

Moreover, let
Sy ={g € H(Dv) : g(s) # 0 or g(s) = 0}.

Denote by U,y the class of continuous operators F' : H"(Dy) — H(Dy) such that, for
every polynomial p = p(s), the set

(F ) NSy

is non-empty.

As usual, denote by L(s, x) the Dirichlet L - function with a Dirichlet character x.

In the master work, we prove the following theorem.

Suppose that xi,..., X, are pairwise non-equivalent Dirichlet characters, and F' € U,y
with sufficiently large V. Then, for every oy, 02,% < 01,09 < 1, there exists a constant
¢ = c¢(o1,02, X1, - X, F) > 0 such that, for sufficiently large T, T' < V, the function
F(L(s,x1), -, L(s, x»)) has more than ¢T zeros lying in the rectangle

{seC:o1<0<09, 0<t<T}.

For the proof of the above theorem, an universality theorem on the approximation of

analytic functions by shifts F'(L(s + 7, x1), ..., L(s + 17, x,)), T € R, is applied.
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