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1 Ivadas

Siame darbe tiriama Schrodinger tipo lygtis, kuri remiantis [I] $altiniu, uzrasoma

iy + Upe = —|ul*u, t > 0,2 € 1, (1)
lygtimi, su pradine salyga
u(0,z) = up(x),z € 1 (2)
ir periodine krastine salyga
u(t, —2) = u(t,2),t > 0, (3)

Uz (t, —2) = u,(t,2),t > 0.

Cia I =(=2,2), 2 = =1, Upy = 2%, u, = 2

8220 T T B
lygtis [3], [6], [9] saltiniuose tiriama visoje erdvéje R. Be to, lygtis nagrinéjama kaip
periodineé [1], [5] ir [7] ir Saltiniuose.

Darbe nagrinésime — uzdavinio sprendinio sprogima. Pagrindinis Sio darbo tikslas -
irodyti, kad — uzdavinio sprendinys sprogsta, t.y.

lim Juz (t) | o) = +o0-

Cia 0 < T < 400, 0 ||Jus(t)|| 1,y yra norma Hilberto erdvéje Lo(I)

2
[t (D) Lor) = \//2 |ua(t, ) [Pdr.

Nagrinéjant lygti prireiks tam tikry apibrézimy. Apibrézkime funkcijas ¢(z) ir ®(z)

z, 0<z<1
r—(x—1)3 I<e <14 L,
¢(x) = . . Vi (4)
glodi, 1+Tg<x<2,
0, 2 < x.

B(z) = / " oy)dy. (5)

Cia savoka glodi reiskia, kad funkcija ¢(z) yra tris kartus tolydziai diferencijuojama, intervale
1+ \/Lg <z < 2. Be to, ¢(x) yra nelyginé funkcija ir ¢*(x) € L*(R), kur k = 0, 1,2, 3. Taip

pat ¢ (z) <0, kai 1 + \/Lg <z

Apibrézkime erdves

HY(I)={v:v,v € L*(I)}, (6)

Hl

prall) = {v e H(I):v(=2) = v(2)}. (7)



Tiriant — uzdavinj is pradziy jrodysime, kad — uzdavinio sprendinys tenkina tokias
lemas

o Nu(t)|| 2oy = lJuo(@)||Lo(ry - masés iSsaugojimo désnis,
1 1
o llpullepi<a) < \/ﬁHuHiz(Kng)[QHPZUzHL2(1<|x\<2)+\/§HP2UHL2(1<|x\<2)+HU( ez <lei<2)] 2,
cia p, p' € L®(I) - reali funkcija ir p(—2) = p(2), u = u(t,z) € H} 4(I),

e —Im ffz ou(t)u,(t)dz + Im f22 DUyl dr =
J (2 2, alua(s)dz — 2 [, dulu(s)Pdz — § [7, ¢$zzlu<s>|2dx) ds,

Ve 83
Cia Uy = Ug(0,2), Ppow = 87?

o —Im [, pu(t)T, (t)dz + Im [*, $ugliopdr < [2Eg+24(1+ M)2|luo|Ss gy + 2 [luo |22 It

cia M = jgaggglgf{I!g;?!ILw<I>}, [u(®)ll 2 <pei<a) < 5,0 <t < T, u(t) yra ([1)-@)

uzdavinio sprendinys erdvéje C([0, T]; Hy, (1)), Eo = E(uo) = [[uozllF2(1y — 5lluollGesy-

[sitikinus, kad tenkinamos aukséiau nurodyti teiginiai, jrodysime teorema apie — uzda-
vinio sprendinio sprogima:

Teorema 1 Tegul ug € H'(I), ug(—2) = uo(2) ir Ey < 0. Be to, tarkime kad

M
n = =2Ey = 24(1+ M)*|luollzsry — 5 Iluollz2) > O (8)

: b
D|uo|*d iz +1) <=, 9
([onobds)” (Zundti +1) <4 ()

Tada uzdavinio — sprendinys erdvéje H'(R) sprogsta, kai t artéja prie baigtinio skai-
ciaus T' > 0

ir

T [t (8 2y = oc.

Saltinyje [7] yra apskaicivojama minimali galima konstanta M, kuri yra lygi 562,986. Im-
dami M ~ 563, lygybe galime perrasyti taip

n = —2Ey — 7634304 uo|| %51y — 281, 5]|uol|72(sy > 0



2 Irodymai

2.1 Masés iSsaugojimo désnis

Tegu u = u(t, x) yra — uzdavinio sprendinys. Tada yra teisinga lygybe

lu()l2y = lluo(@)l L2n)- (10)

[rodymas.
Dauginame lygti is 2u. Gauname

20Ty + el = —2|u|*ua.

Sia lygybe pertvarkome pasinaudojus tokia lygybe u = |u|?. Imdami menama lygybés dalj,
gauname
Im(2itiu; + 2ug,) = Im(—2|ul®).

Narys —2|u|% yra realus dydis. Pasinaudojant tuo ir remiantis menamosios dalies savybémis,

gausime
Im(2iuu;) = —Im(2u,,u). (11)

Imame desine lygybés puse ir integruojame dalimis

— f_22 Im(2uy,u)dx = 2Im(f_22 —tudu,) = 2Im(—uu,|*, + f_22 Uy Uy dx).
Pasinaudojus salygomis ir tuo, kad u,u, = |u,|?, gauname
2Im(—uu,|*, + fi Uy U dr) = QIm(ff2 |u, |2dz) = 0.

Kadangi funkcija |u,|?, esanti po integralo Zenklu, yra reali, integralo menamoji dalis lygi
nuliui.
Dabar nagrinékime kairigja lygybeés puse. Pasinaudosime reiskinio realiosios ir mena-
mosios daliy sarysiu

Im(2itu;) = Re(2uuy).

Remiantis [2], Zinome, kad teisinga tokia lygybeé
Re(uuy) = Re(uty).
Si lygybé galioja su bet kuria u isvestine. Vadinasi
Re(2uu,) = Re(uu, + uii;) = Re((uu)}) = Re((|ul?)}).

Prisiminkime, kad integruojant lygybés desine puse, gavome (. Vadinasi, kaires pusés
integralas taip pat lygus 0, t.y.

[ retuitipas = [ uvae =0

4



Is cia isplaukia, kad integruojama funkcija nepriklauso nuo kintamojo ¢, todél lygybép

w2y = [luo()] L2 ()

yra teisinga.



2.2 Normos jverciai

Tegu u = u(t,z) € H,,(I) ir p € L®(I) - reali funkcija. Be to p' € L®(I) ir p(—2) = p(2).

Tada teisinga nelygybé
1
||PUHL°0(1<|x|<2) < \/§||U||z2(1<\x|<2)[2||P2Ua:HL2(1<Im|<2) (12)

1
+\/§||PQU||L2(1<\x|<2) + ||U(P2)'||L2(1<|x\<2)]2~

Irodymas.
Funkcija p(z) pratesiame nuo I iki R kaip periodine. Pirmiausia parodysime, kad funkcijai
v € HY(R) teisinga nelygybé

1 1
1oVl e etan) < 0N con 207V L2<papy + [[0(0%) ] L2(1< o)) 2- (13)
(<))

Kai z > 1, turime

ol == [ oPe?dy = [ @lulll? + 6Py
Pasinaudodami integraly savybémis, gauname
ol < [ oellofy+ [P
Kadangi x > 1, pakeisdami integralo apatinj rézj i z = 1 ji padidiname. Tada gauname
ol < [ 2blloldy+ [y

Pasinaudodami integraly savybémis, darkart padidiname desinéje nelygybés puséje esancius
integralus. Gauname

w2? < 2 / jov' 2| dy + / [0f2 (6% |dy. (14)
1 1

Tokie pat zingsniai atliekami nagrinéjant funkcijas intervale x < —1. Pertvarkius, gaunama
tokia nelygybeé

-1 -1
020? < 2 / jov' 2| dy + / 02 (6% |dy. (15)

oo e}

Sudékime gautas nelygybes. Tada gauname

e -1 00 -1
ol <2 [ ooy 2 [ oty [ PG g+ [Pl
1 - 1 -

o0 [e.9]

2 [ ey [Py =2 [ Jedsldys [ felell?) i
1<|z| 1<|z| 1<|z| 1<|z|



Kiekvienam integralui desinéje nelygybés puséje pritaikome Holder nelygybe, kai p = g = 2,
ir gauname

[0 p® < 2[|v]l 2aetan 1002 | L2a< o)) + VIl 2a<repllo(0®) | 20 < ap)-
ertvarkome $ig nelygybe, iStraukiame kvadratine Saknj ir kairei nelygybés pusei pritaikome
P k Si lygybe, is ki kvadratine Saknj ir kairei nelygybé i pritaik
norma erdvéje L>®(1 < |z|)
1 1
[opll Lo <ty < 101172 0<pop 211V P22 <) + [10(0) | 20 <)) 2

Taigi gavome nelygybe. Apibrézkime funkcija, kuria naudosimeés uzbaigti nelygybés
irodymui

1, lz| < 2
U(x) =4 3— |z, 2 < |z <3,
0, 3 < |x|.

Galime laikyti, kad u € H},, yra periodiné funkcija erdveje Hy,,(R) su periodu 4. Toliau is
gausime , su pakeltimu v = Vu. lTesdami toliau, gauname
13 i 12 keiti Yu. Tesdami toli
1 1
1Pupll Lo ietey < 1Wull72 <0 21FW) 2 | 21ty + 1u(p®) |20 <lap] -

Pertvarkius $Sig nelygybe ir apskaiciavus iSvestine, gauname

[Wupl|poo (1<fap) < ||‘1’U||%2(1<|m|)[2||(‘l"u + U)o |2 claly + 1 Pu(p?) 20 ciap]?. (16)
Pazymeékime:
A = ||Pul[r2(<py),
B = ||(P'u + V) p* || r21<fap
C:= ||‘DU(P2)/HL2(1<@|)-

Nagrinékime narj A

1 1 1
[0l iy = (o uPda)s < (fyy (2P ude)} = (fyy o [P P [y [P ufd).

Kadangi ¥ (z) = 1, kai |z| < 2, ir ¥'(z) < 1, kai 2 < |z| < 3, galime jvertinti desinéje nelygy-
bés puséje esancius integralus. Taip pat, pertvarkydami nelygybe, pasinaudojame funkcijos
u = u(t, r) periodiskumu. Tada gauname

1 1
H\IJUHLQ(1<\9C|) < (f1<|a:\<2 ]u\Qd:r; + f2<\x|<3 |u\2dx)2 = (2 f1<|x\<2 ]u\de)z = \/§HuHLQ(1<\$|<2)'
Toliau nagrinékime narj B. Remiantis Minkowski nelygybe, gauname

(9" + Ou') 02| 21<a)y < 19 up? |21 <papy + ([0 2] L2 (1<)

Pazymeékime:

E = [|[V'up?|| 2 (1< o))

F = ||\I’U,/p2||L2(1<‘x|).



Nagrinékime narj F
1 1
w1t = (g [P0} < (19 g P
Apskai¢iuokime funkcijos W(z) iSvestine. Desinéje puséje esantj integralg vél galime uzra-

syti kaip dviejy integraly suma. Remdamiesi tuo, apskaic¢iuota W(x) isvestine ir funkcijos
u = u(t, ) periodiskumu gauname

1
1P"wp? | 20<pef) S (fy<ppjen Olup® Pdat [y g Lup?Pdz)2 = [[up?| r2<iei<s) = [up?] L2<lai<2)-

Dabar nagrinékime narj F'. Turime
1 1
1V 02| 21 <oy = (f1<\x| [/ p?[Pdz)z < (f1<|z| W[’ p? ).
Analogiskai kaip ir nario A nagrinéjime, perrasome integrala per integraly, skirtinguose in-
tervaluose, suma ir kiekviename ju jvertiname funkcija ¥. Gauname
1 1
H‘I’U'PQHL2(1<|$|) < (f1<|m|<2 |u'p?|*dx + f2<\x|<3 [u'p|d)? = \/§(f1<\x|<2 ' p?*d)> =
= V2[[u'p*[| 21 <lal<2).
Galiausiai, iSnagrinékime narj C'. Turime
1 1
1Pu(p?) L2<taly = (fyapp [Pu(p?) Pdz)z < ([, [P u(e®)*d)z.
Galime remtis nariy A ir F' nagrinéjimais. Tada gauname
1 1
19002 21ty < (a0 P+ iy g Lo Pda)s = VE(f,_ g lulp?) [2d2)d =
= V2[[u(p®) |21 <lal<2)-
Naudodamiesi nariy A, B, E, F' ir C' suprastintomis iSraiSkomis, pertvarkome nelygybe.
Turime
1 1
[upll Lo 1<fai<a) < (V21l]) 221 cpap 2OV 2110 0% (| 2 1<y <2) H w0 | 22 1< <2)+V 2] (0?) | 2 1 < <2)] 2 =
1 1
= V2V2/|ul 22y LRI PP L2 <0t <2) + V2] up? |20 <<y + 1u(0®) 2202 pal <)) =

1

1
= V20l 221 ciop 2l 0| L2012 pa1<2) + V2] up?l 1202 ot <2) + [[0(0?) (| L2 (1< 121<2)] 2
Taigi gavome nelygybe, kurig ir reikéjo jrodyti.



2.3 Tapatybeés
Tegul 0 < T' < oo ir u(t) yra uzdavinio (1)-(B) sprendinys erdvéje C([0, T]; H,,,). Tegul ¢(x)
ir ®(z) atitinkamai apibréztos (4)) ir (5)). Tada turime

2 2
—Im /2 pu(t)u,(t)de + Im /2 DU dx (17)

/ ( / Gl (s)] dx——/ bolu(s 6dx——/ Guwalu(s)] d:c>
/2<I>|U( )] dx_/ztﬂwﬂ dx—2/ (Im/ du(s)Ty (s )dx) ds. (18)
[rodymas.

Tarkime, kad u = u(t, z) yra uwzdavinio (1)-(3) sprendinys erdvéeje C([0,T]; H},,
irodysime (|17). Dauginame lygti iS ¢u, ir imame realig dalj

). Pirmiausia
Re(iu ¢, + Upp@l,) = Re(—|u|*uet,).
Pertvarkome lygybe ir gauname

Re(iu¢ti,) + Re(upedtly,) = —Re(jul*udi,). (19)

Pazymeékime visus tris narius

Ay = Re(iu¢u,),
Bl == RG(Umdmx),
Cy = —Re(Ju|*u¢u,).

Pirmiausia imame narj A;. Pasinaudosime reiskinio realiosios ir menamosios daliy sarysiu
Re(iuptu,) = —Im(uopuy).

Integruokime desinéje lygybés puséje esantj narj intervale (—2,2). Be to, pasinaudosime tuo,
kad menamosios dalies integralas yra lygus integralo menamai daliai. Gauname

2 2
—/ Im(upu,)de = —Im (/ utgbﬂxda:) .
) -2

Toliau, pasinaudosime tokia lygybe

—Im (/_22 Ut(@mdx) = —%Im (/_22 ugzﬁﬂxdx) +Im </_22 U(bﬂztdl’> ,



Si lygybé yra teisinga, nes integralas ir funkcija ¢(z) nepriklauso nuo . Pazymékime kairéje

lygybés puséje esantj integrala
2
I=—-Im (/ utqbﬂmdx> )
—2

Toliau dalimis integruojame antra narj esantj desinéje lygybeés puséje. Gauname

Im (/22 ugbﬂxtdx) =1Im ((ugbﬂt) - /Z(ugb);mdx) :

Kadangi funkcija u = u(t, x) yra periodiné, pirmasis narys yra lygus 0. Apskaiciave iSvestine
ir pasinaudoje menamos dalies savybémis, gauname

2 2 2
Im (/ ugbﬂmdx) =—Im (/ uxqbﬂtd:v) —Im (/ uquﬂtdaz) .
) —2 -2

Taigi, gavome, kad teisinga tokia lygybé

2 2 2
I = —%Im (/_2 u¢ﬂxd:r;> —Im (/_qu¢ﬂtd$> —Im (/_2 U%ﬂtdﬂf) .

Irodysime pagalbine lygybe I'm(u, ;) = —Im(u,u,). Si lygybé galioja su bet kuria u i$ves-
tine.

Sakykime, kad © = v + 1w. Tada

Im(u,wy) = Im((v, + 1w, ) (vy — dwy)) = Im(vev + 0w, — 0wy + Wewy) = VW, — VW
Im(u,uy) = Im((vy — iw,) (v + 1wy)) = Im(vvp — ivyw, + iv,we + wewy) = —(Vywy, — vewy),

Pasinaudoje sia lygybe, gauname

2 2
—Im (/ urgbﬂtdx) =Im (/ Ex¢utdx> =1
-9 —2

Pertvarke sig nelygybe ir sugrupave narius, gauname

I——lilm /2u¢ﬂdx —lfm /2u¢ﬂdx =A
- 2 dt L T 92 L x Ut — £17.

Toliau nagrinékime narj B;. Sj narj integruojame intervale (—2,2). Taip pat pasinaudokime
tuo, kad integralas nuo realios dalies yra lygus realiai integralo daliai, ir integruokime dalimis

[ ettt =t (s - |

—2 -2

2

ux(gbﬂx);:da:> )

Pirmasis narys bus lygus 0 dél funkcijos u = u(t, z) periodiskumo. Apskaiciave iSvestine ir
pasinaudoje Re savybémis, gauname

2 2 2
/_2 Re(uz,¢u,)dr = —Re (/_2 uxgzﬁxﬂxdw) — Re (/_2 uxgzﬁﬂxxdx)

10



3

Remdamiesi bakalauriniame darbe [2] jrodyta lygybe, zinome, kad Re(u,Ty.) = Re(Uptyy)-

Tada ) )
Re < / uxqﬁﬂmdx) = Re ( / ﬂz¢umdx) )
) -2

Taip pat, zinome, kad 2z = |z|?, kur z - kompleksiné funkcija. Tokiu atveju, pointegraline
funkcija |u,|*¢, yra reali, nes ¢ = ¢(x) yra reali funkcija. Taigi gavome, kad

12,
By = —= |tz |“Prdix.
2 ),

Galiausiai, isnagrinckime narj Cy. Integruojame jj intervale (—2,2). Zinome, kad integralas
nuo realios dalies yra lygus realiai integralo daliai. Gauta reiskinj integruokime dalimis

2 2
—/ Re(lul*uet,)dz — —Re ((|u|4u¢a) 2, —/ (|u|4u¢);adx).
—9 -2

Pazymékime kairéje lygybés puséje esantj reiskinj [ := — f_22 Re(|ul*u¢u,)dz. Pirmasis de-
Sinéje puséje esantys narys bus lygus 0 dél funkcijos u = wu(t,z) periodiskumo. Toliau,
apskaic¢iuokime iSvestine ir suprastinkime reiskinj. Gauname

I=Re (ffz((3u2uxﬂ2 + 2ubun, )¢ + (u?’ﬂQqﬁx))ﬂdx) =
~ Re ( 2 ((3uPu, 72T + 2uu?u?a, )ig + (u3ﬂ3¢x))dx> — Re ( 2, (3lul*u, + 2\u|4uﬂx)¢d:x> +

f_22 |u|S¢,dx.

Remdamiesi bakalauriniame darbe [2] jrodyta lygybe, zinome, kad Re(uu,) = Re(uu,). Ta-
da turime

I =5Re <f32 |u|4u¢ﬂzd£€) + ffg ul®p,d.

Pastebékime, kad pirmasis desinéje lygybés puséje esantys narys yra lygus —57. Taigi gau-
name

17
I=- |ul®¢rdx = C}.
6./ 2

Isistacius pertvarkytas A;,B; ir C] israiskas j ir padauginus abi lygybeés puses is 2,
gauname

d 2 2 2 1 2
——Im </ u¢ﬂxd:v> —Im (/ u¢mﬂtd:v> —/ g |* pdx + —/ lu|®p,da. (20)
dt —2 _2 2 3/

Dabar nagrinékime jungtine israiska. Ji atrodys taip

1y + Uy = —|ultu.
Atlike tam tikrus pertvarkymus, gausime

— iUy + Uy = —|u|*T.

11



Abi lygybés puses dauginame i$ ¢, u ir imame realiag dalj. Gauname
—Re(iUypou) + Re(Uzptou) = —Re(|u] Tp,u).

Pazymékime visus tris narius

Ay = —Re(itp,u),
BQ - R@(Em;¢xlt),
Cy = —Re(|u|*up,u).

Nagrinékime narj A,. Pasinaudosime reiskinio realiosios ir menamosios daliy sarysiu
—Re(ityp,u) = Im(tipru).

Integruokime desinéje lygybés puséje esantj narj intervale (—2,2). Be to, pasinaudosime tuo,
kad menamosios dalies integralas yra lygus integralo menamai daliai. Gauname

2 2
/ Im(up,u)dx) = Im (/ ﬂtqﬁxudx) = As.
—92 —2

Toliau nagrinékime narj B,. Sj narj integruojame intervale (—2,2). Taip pat pasinaudokime
tuo, kad integralas nuo realios dalies yra lygus realiai integralo daliai, ir integruokime dalimis

f_22 Re (i, ppu)dr = Re (f_22 ﬂqubxudx) = Re <(ﬂx¢xu) 25 — f_22 ﬂx(@u);&d:c) .

Pirmasis desinéje puséje esantis narys bus lygus 0 dél funkcijos u = u(t, ) periodiskumo.
Apskaiciave iSvestine ir pasinaudoje realios dalies savybémis, gauname

ffz Re(tUypppu)dr = —Re <f32 quﬁmudx) — Re <f32 Ex¢xumdx) = —Re (fi Emgbmudac> -

2
f72 U, |2 d.
Toliau dalimis integruokime pirmajj desinéje lygybés puséje esantj narj. Gauname

—Re (f_22 ﬂzqﬁxxuda:) = —Re ((ﬂquu) 12, — f_22 ﬂ(gbmu)’xdx> .

Pazymékime kairéje lygybés puséje esantj narj [ := —Re ( f_22 ﬂxgbmud$>. Veél turime, kad
pirmasis desinéje puséje esantis narys lygus 0 dél funkcijos u = u(t, z) periodiskumo. Pasi-
naudodami realios dalies savybémis ir apskaic¢iave iSvestine, gauname

I = Re (fi Ugbzmmudx) + Re (fi ﬂquumdx> = fi u|?Ppaedr + Re (fi mzﬁmurdx) .
Vel pasinaudosime bakalauriniame darbe [2] jrodyta lygybe. Turésime Re(ut,) = Re(uuy).
Tokiu atveju Re ( f_22 ﬂgbm%dx) = Re ( f_22 ﬂxgzﬁmudx> ir gauname

12



Nesunku pastebéti, kad desinéje lygybés puséje esantis antrasis narys yra lygus —I. Per-
tvarke lygybe, gauname

1 2
I = —/ [u|? P paedx.
2/,

Taigi gavome tokia lygybe

1%, ? 2
By = - |u|* ppadr — |tz |“Ppdix.
2/ )

Galiausiai, iSnagrinékime narj Cy. Integruokime §j narj intervale (—2,2). Taip pat, pasinau-
dokime realios dalies savybémis savybémis ir pertvarkykime reiskinj. Gausime

2 2 2
Cy=—Re (/ ]u\%%udx) = —Re </ \u|6¢xd:1:) = —/ u|Sp,dx.
—2 —2 -2

Isistacius pertvarkytas As, By ir Cs iSraiskas i , gauname

2 2 1 2 2
Im (/ ﬂtqﬁxudx) :/ |ty |* ppdx — 5/ || ped —/ |u|®p,dx (21)
—92 -2 —2 -2

Dabar jsistatome ([21)) iSraiska j (20). Gauname
2 2 2 2 2
— i ([, ustide) = [, [u.Poude + & [, [P brmrda + [, [ul6sde = [*, u.oudr +

2
%f_Q |u|¢,dx.

Visus narius iSskyrus pirmajj perkeliame j desSine lygybés puse ir abi puses integruojame
intervale (0,¢). Gauname

— J%Im (f_22 u¢ﬂxdx> ds =2 fg (f_22 U, |2 dpda — % f_22 u|®ppdr — %ffg |u\2¢mxdyc> ds.

Apskaiciavus kairéje puséje esantj integrala, gauname

2 2
—Im (/ u¢ﬂxdx) +Im (/ U0¢ﬂ0xd.’ﬂ> =
_9 _9
t 2 2 2 1 2
:2/ / |uz!2¢mdl‘——/ ul®¢,dx — —/ || Preada | ds.
0 -2 3 —92 2 )

Taigi jrodéme lygybe. Dabar jrodysime lygybe. Imame jungtine lygties israiska,
dauginame i$ ®u ir imame menama dalj. Gauname

—Im(it;®u) + Im(Tp,®u) = —Im(|u|*udu).
Siek tick pertvarke lygybe, gauname

—Im (it ®u) + Im(tp,®u) = —Im(|u|°®).
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Kadangi funkcija ® = ®(x) yra reali funkcija, desinéje lygybeés puséje esantis narys yra lygus
0. Toliau nagrinéjame tokia lygybe

Im(ty, Pu) = Im(iu,Du). (22)

Pazymékime abu lygybés narius

Az = Im(ty, Pu),

Nagrinékime narj As. Sj narj integruojame intervale (—2,2). Taip pat pasinaudokime tuo,
kad integralas nuo menamos dalies yra lygus menamai integralo daliai, ir integruokime da-
limis

f_22 Im(Uy,®u)dr = Im (f_22 Hméud:v> =1Im ((ﬂxq)u) 2, — f_22 ﬂx(q)u);ah:) :

Pirmasis narys lygus 0 dél funkcijos v = u(t,z) periodiskumo. Pasinaudodami menamos
dalies savybémis ir apskaiciave iSvestine, gauname

As = —Im (f_22 ﬂx<bxudw> —Im (f_22 \uxP(I)da:) =—Im <f_22 ﬂx¢udx> .
Toliau nagrinékime narji Bs. Kadangi, funkcija ® = ®(x), pastebékime, kad teisinga tokia
lygybé
d
Im (i, Pu) = E(]m(iﬂcbu)) — Im(1uduy).
Irodysime pagalbine lygybe Im(it,u) = Im(itiw,). Silygybé galioja su bet kuria u i$vestine.
Sakykime, kad u = v + iw. Tada

Im(au) = Im(i(vy — iwy) (v +iw)) = Im(i(v + ivw — iww + ww)) = Vv + Wew.
Im(iua) = Im(i(vy + iwy) (v —iw)) = Im(i(vv — ivw + iww + ww)) = Vv + Wew.

Pasinaudoje sia lygybe, gauname

Im(idu) = =L (Im(@mdu)) = 2L (Im(iju2e)).

2 dt 24t
Kadangi sandauga |u|?® yra reali funkcija, gauname
1d
Im(iu,®u) = = —(|u]*®
(i) = L ([uf@)

Isistatykime pertvarkytas As ir Bj iSraiskas } lygti. Kadangi nagrinédami narj As, ji in-
tegravome intervale (—2,2), tai Bj taip pat integruojame tame paciame intervale. Gauname

tokig lygybe
1d 2 ) 2 _
—— lu|*®dx | = —Im Uypudz | .

Padauginame abi lygybés puses i 2 integruojame intervale (0,¢). Tada gauname

/Ot% (/_22 |u(5)|2<1>da:) ds = —2 /Ot <]m (/_22%(5)@(5)@)) s,
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Kairé lygybés pusé lengvai suintegruojama. Galiausiai, gauname tokia lygybe

/_22 [u(t)[*®dz — /_22 [uo[*@dz = —2/; <Im (/_im(s)m(s)dx)) ds.

Perkelus kairéje lygybés puséje esantj antraji narj j desine lygybés puse, matome, kad gavome

lygybe.
O
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2.4 Integraly jvertinimas

Funkcijos ¢( ) ir ®(z) atitinkamai apibréztos ([{) ir (). Tegul 0 < T' < oo ir u(t) yra
uzdavinio 3) sprendinys erdvéje C([0,T]; H! ;). Jeigu u(t) tenkina

prd
1
HU(t>HL2(1<|x\<2) < > 0<t<T, (23)
tada turime , )
_Im/ ¢u(t)ﬂx(t)dx + [m/ Puozdx, (24)

M
< [2Ep +24(1 + M)2HU0HGL6(I) + ?HUOH%%[)V

0<t<T.

Irodymas.
IS energetinés lygybés turime

1
et () Z2(io1<1) = Eo = Na(B)|Z2(1cpot<z) + Il zor)-

Naudodamiesi §ia lygybe ir (5] bei (17)), gauname

—Imfszu ()d.ﬁl:—{—[meaSuoqud;v—

= Jy (207, Gulua()Pde = 2 [2, 6ufu(s)|de — § 2, duelu(s) P ds =

= Jo 2 [y cppyen Galua()Pde +2 [, fuo(8)Pda = 5 [,y [u(s)[Pda = § [,y o dolu(s)|de —

3 J2, Srealu(s)Pdn)ds = [§(2 i pyycn Galtin() Pda+2E0=2 [,y lua(s)Pda+3 [, Ju(s) S da—
-3 flx|<1 [u(s)|°dz — §f1<\x|<2 Palu(s)[*dx — f » Paaa|u(s)|*du)ds =

= HCBo =2 [y (1= Ol P+ 2 [ (1= 6,) () =} [, bpuelu(s)Pdn)ds

Taigi gavome tokia lygybe

2 2
—Im /_2 ou(t)u,(t)dx + Im /_2 Puglipzdr =

2

/0(QEO—2/1<|$|<2(1—¢I)|ux(s)|2dx+§/I<w|<2(1—¢x)|u(3)|6dx—%/_2 b lu(s)Pd)ds
(25)
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Naudojantis lema, su p(z) = (1 — (ﬁw)% ir Holder nelygybe, gauname

f1<\ac|<2< o ¢9€)|u|6dx fl<\x|<2p ‘u| |u|2dx ||u||L2(1<|:p\<2 HIOUHLOO (1<|z|<2) <

Aull 21 < pap <2yl Ul 2(1<pi<2) + V2[00l 2(1<pi<2) + [w(0?) | 21 <(ai<2))

Dabar pakelsime kvadratu skliausteliuose esantj reiskinj. Pazymékime narius

a= 2||p2ua:||L2(1<|a:\<2)a

b= \/§||,02U||L2(1<|x\<2)7

c= Hu<p2)/HL2(1<\x|<2)-

Keldami kvadratu ir naudodamiesi a® + b* > 2ab nelygybe, gauname

(a+b+c)? = a®+2a(b+c)+(b+c)? < 26> +2(b+c)? = 2a%+2b* +2c2 +4be < 2a® +4b +4c2.

Dabar jsistatome pertvarkyta israiska j auksciau esancig nelygybe. Gauname

f1<\$|<2(1_¢x)|u|6d9§ 4||u||L2(1<|x\<2)(8||p ua:”]ﬁ 1<|$\<2)+8Hp u|| 1<|m|<2)+4l|u( ) ||L2 1<|x\<2))
4 2
32HUHL2(1<|x|<2)Hp UxHL2(1<|x|<2 +32H“HL2 (1<|z|<2) ”P uHL2(1<|a:\<2 +16]|ul[7- 1<\x|<2)”u( 2y HL2 (1<|z|<2)"

Pritaike Holder nelygybe paskutiniam nariui ir jvertine (p?)’ norma, gauname
[ gl < 82l e s (26)
<|z|<

32/|ull 221 < pj<a 1 PPl 22 (1< <) + 160Ul G2 (1< a1 (0) oo (1 <oy <2) -
Remdamiesi p apibrézimu ir (), jvertinsime |(p?)’]. Gauname
()] = 1((1 = 62)2),| = [3(1 = 62) "2 (= )| = [3B3(x = 1)?)26(x — 1)| =
V3((z = 1)?) 72 (z — 1)| < \/_|£B =1 e -1 = \/_-
Gavome |(p?)'| ivert] intervale 1 < |z| < 1+ \/Lg Tesiame toliau ir jvertiname |(p?)’| intervale
1+ \/ig < |z|] < 2. Gauname

1 1

[(P)'] = (1= 6)2)5] = |5(1 = 62) 7% ()| < 5l baallLoors 2 <lojer) < 3M-
Is siy dviejy jverciy imame maksimuma ir gauname

M

2

1(0) | L= (1<pai<2) < (27)

Pasinaudodami $ia nelygybe, pertvarkome (26)). Gauname

Jrctayea(l = @a)lul®dr < 32ulltag -y oyl 07 umllp (egal<z) + 3201+ M)l pojen)
+ 4M2||u”L2 1<|ac|<2)
Zinant, kad p* = 1 — ¢,, gauname
—Im [, ¢u(t)as(t)dx + Im [2, fugliosd <
t
fo (2B — 2 f1<|a:|<2 — ) |us(s)Pd + 2(32Hu( )H 1<|x\<2)||p Ug (8 )||%2(1<|z‘<2) +

32(1 + M)llu(s )||L2 (1<fel<2) T AM?||u(s )||L2(1<\x|<2) 2 f_g Puzalu(s)[*dz)ds <
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t
fo (2B —2(1 — %”U( )||L2 1<|x|<2 f1<|uz:|<2(1 — ) |ua(s)[*dz + %(1 - M)||“<S)“?32(l<lxl<2) +

§M2||U(3)||6L2 1<|a:|<2 +4 f o lu(s) (s)[Pdx)ds <
t
f0(2E0_2( Hu< )HL2 1<|z|<2) f1<:c<2( _¢I)‘ux(5)|2dx+%(1+M2)HU<S)H%2 1<fzl<2) T
|| |z| (I<lz|<2)
1+ M) Jus >HL2(1<\I|<2) + AP, Ju(s)Pde)ds <
t
Jo2E0 = 2(1 = Flu(s) 121 ia)<z)) Jicipjcal = Go)ua(s)Pdz + 24(1 + M) [[u(8) 1 221 <)oy 2y +
(1<]x|<2) |z] (1<]z|<2)

2
2, |u(s)|2dx)ds.
Remiantis ||u(t)||z2() = |luollz2r) lygybe ir ([23), gauname (24)).
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2.5 Sprogimo jrodymas
Dabar jrodysime teoremag apie sprendinio sprogima Teorema 1.

Irodymas.

Tegul u(t) yra uzdavinio — sprendinys. Pirmiausia parodysime, kad jeigu ug tenkina
ir @ lygybes, tada u(t) tenkina visiems ¢ > 0. Kadangi n > 0 ir 1 < 2®(z), kai
1< |z < 2, tai i8 @ turime

13 (f, fluoldr) (2ol +1)° > (4 fucppen lwoPde)” (llunalagy 1)
1

< (1<|z|<2) |“0|2dx> = f||uo||L2 (1<|z|<2)-

Taigi gavome

-
=

1
Uo || L2(1< |z < —. 28
luollz (1<|z]<2) 22 (28)
Apibrézkime dydj Ty
1
TO = Sup t> 0, HU(S)HL2(1<|1‘\<2) < 5,0 < s<t,. (29)

Remiantis (28)) ir u(¢) tolydumu erdveje L?(I), galime pasakyti, kad Ty > 0. Jeigu Ty = oo
tada teorema teisinga. Tarkime, kad Ty < oco. Pasinaudojant u(t) tolydumu erdveje L*(1),
turime

1
|u(To)l| 22 (1<|e)<2) = 5 (30)

Be to, u(t) tenkina [2.4] Lemos salygas intervale [0, 7). Tada is ir 2.4] Lemos, kai
0 <t < 1p, gauname

fi Olu(t)]Pdr = fi lug|?dr — 2]5 (Im f,22 qﬁu(s)ﬂm(s)dx) ds <
f_22 lup|?dr — 2 fot <Im f_22 dugledr + 7715) ds = f_22 lug|?dx — 2tIm f_22 duglizdr — nt?.
Taigi gavome, kad teisinga tokia nelygybé

2 2 2
/ lu(t)|*dr < / Pug|*dx — 2t[m/ Puglipydr — nt? (31)
—92 —2 -2

Pertvarkome paskutinj reiskinj ir gauname

f Slu(t)|?dx < f ug|?dz— 2t]mf 5 PugTizdr—nt® = f Dlug|?dr—n(t+3 Imf , Puologda)?+
5 (Im f_2 PuoTo.dr)?.

Kadangi is zinome, kad n > 0, tai teisinga tokia nelygybe

f Olu(t)|*dr < f_22 | up|*dx + %(Im f_22 duoTo.dr)?.

Toliau, pasinaudodami integraly savybémis, gauname

J2, Blu(h)fPde < 2, BluoPda-+2(Im [2, |puoliToslde)? < [, Bluo|*da+L ] duoll2aqp luos 22,
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Tesdami toliau ir pasinaudodami tuo, kad ¢? < 2®, gauname
2 2 2 2
Sy @lu(t)Pde < [7, @fuoldr + 2 [, DlugPda|uoe|172(r) = Glluoe G2y + 1) S, ®luolda.
Kadangi 1 < 20, kai 1 < |z| < 2, tai i§ (9) ir paskutinés nelygybés gauname
1
lu(®)llz20<pol<2) < (2 fppyen Plult) Pdz)> < V25 = 515
Pasinaudodami u(t) tolydumu erdveje L?(I), gauname nelygybe

1
u(T . < ——,
u(T)lz0<isicn < 55

kuri priestarauja . Todél jeigu ug tenkina ir @ salygas, tada u(t) tenkina ,

visiems t > 0.

Kadangi visi Lemos teiginiai yra teisingi su 7" = oo, tada u(t) tenkina su Ty = oo,
ot > 0. Bet (31) teigia, kad f32®|u(t)\2dx tampa neigiamu baigtiniame laike. Tai yra
priestara, nes ®(x) > 0, isskyrus, kai x = 0. Galiausiai gavome, kad jeigu ug tenkina ir
@D, tada u(t) sprogsta baigtiniame laike.

O
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3 Summary
BLOW-UP OF SOLUTIONS FOR SCHRODINGER EQUATION
In this study, we will analyze Schrodinger equation
iy + Upy = —|ul*u,t > 0,0 €1,

with primary condition
u(0,z) = ¢(x)
and periodic boundary conditions

u(t, —2) = u(t,2),t > 0,

Uz (t, —2) = u,(t,2),t > 0.

The solution to the (1)-(3) problem belongs to the class of functions H}, ,(I) in which function
and its first derivative values on interval I = (—2,2) edges are equal (see () and (7)).

At first, we will check four properties(look at (1)) of solution to — problem.
Then we will prove Theorem 1(]) using article [I].
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