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lvadas

Dzeta ir L funkcijy teorijoje svarbia vietg uzima $iy funkcijy universalumas. Negrieztai
kalbant, dzeta funkcijy universalumo savybé reiskia, kad plati analiziniy funkcijy klasé
gali buti aproksimuojama norimu tikslumu siy funkcijy postumiais. Universalumo savybe
atrado S. M. Voroninas. Jis 1975 metais jrodé [I1] Rymano dzeta funkcijos ((s),s =
o +it, universaluma. Primename, kad funkcija ((s) pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama

Dirichlé eilute
1
ms

()=

m=1

ir yra analiziskai pratesiama j visg kompleksinge plokstuma, iSskyrus paprastajj poliy taske

s = 1 su reziduumu 1. Voronino jrodyta teorema skamba taip.

1

0.1 teorema. Tarkime, kad 0 < r < 7,

o funkcija f(s) yra tolydi ir nevirstanti nuliumi
skritulyje |s| < v ir analiziné to skritulio viduje. Tuomet kiekvieng ¢ > 0 atitinka toks
T =7(e) € R, su kurivo yra teisinga nelygybé

max |((s + 3 +i1) — f(9)| < e.

[s|<r 4

Si teorema rodo, kad plati analiziniy funkcijy klasé juostoje % < 0 < 1 yra aproksimuojama
tolygiai spindulio r skrituliuose funkcijos ((s) postumiu {(s+ i7). Pavyzdziui, galime f(s)

imti visur lygia nenulinei konstantai.

Voronino atradimas pasirodé gana jdomus, todél juo susidomeéjo daugelis skaiciy teorijos
specialiasty. Buvo pastebéta, kad analogiska universalumo savybe turi ir daugelis kity
klasikiniy dzeta ir L funkcijy. Be to, Voronino teorema buvo sustiprinta dviem kryptimis.
Pirma, skritulys, kuriame aproksimuojama analiziné funkcija, buvo pakeistas sudétingesne

aibe. Antra, pasirodo, kad funkcijos dzeta postumiy ((s + i7), kurie norimu tikslumu



aproksimuoja duotg analizine funkcija, yra be galo daug. Tokio Voronino teoremos varianto

formulavimui yra reikalingi kai kurie Zymenys.

Tegul D = {s € C: 3 < o < 1}. Simboliu £ Zymésime juostos D kompaktiniy aibiy,
turin¢iy junguji papildinj, klase, o Hy(K), K € %, bus funkciju, tolydziy ir nevirstanciy
nuliu aibéje K, ir analiziniy aibés K viduje, klasé. Be to, measA tegul Zymi macios aibés
A C R Lebego matg. Tuomet yra teisingas toks tvirtinimas, kurio jrodymg galima rasti

[5], [10] monografijuose.

0.2 teorema. Tarkime, K € J#, o f(s) € Hy(K). Tuomet su kiekvienu ¢ > 0 yra

teisinga nelygybé

1
lim inf Tmeas{T €[0,T] :sup |C(s +iT) — f(s)| < e} > 0.
seK

T—oo

Teoremos nelygybé rodo, kad aibé postumiu ((s+i7), aproksimuojanciy funkcija f(s), yra

begaliné, kadangi jos apatinis tankis yra grieztai teigiamas.

Jau minéjome, kad universalumo savybe turi ir kitos dzeta funkcijos. Viena is ju yra Ler-
cho dzeta funkcija. Tegul 0 < @ < 1 ir A € R yra fiksuoti parametrai. Tuomet Lercho

dzeta funkcija L(\, a, s) pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

[e'e) 27rz)\m
L\ a,s)
mz—:o (m+a)s’

Kai A € Z, tai funkcija L(\, o, s) tampa Hurvico dzeta funkcija

o0

=

m=0

o>1,
m—l—a)

kuri yra analiziskai pratesiama j visa kompleksing plokstuma, iSskyrus paprastaji poliy

taske s = 1 su reziduumu 1. Kai A\ ¢ Z, tai funkcija L(\, a, s) yra analiziskai pratesiama
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i visa kompleksine plokstuma, t.y. ji yra sveikoji funkcija. Priminsime funkcijos L(A, «v, )
universalumo teoremos formulavima. Skai¢ius o yra vadinamas transcendenciuoju, jei
jis néra jokio polinomo su racionaliaisiais koeficientais Saknis. Simboliu H(K), K € &,
zymesime funkcijy, tolydziy aibéje K ir analiziniy jos viduje, klase. Tada yra zinoma tokia

teorema [7].

0.3 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, K € J#, o f(s) € H(K).

Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1
h%n inf Tmeas{T € [0,T] : sup |L(\, o, s +i7) — f(s)] < e} > 0.

—00 seK

Matome, kad 3 teorema skiriasi nuo 2 teoremos, nes joje nereikalaujama, kad aproksi-
muojama funkcija nevirsty nuliu aibéje K. Yra pagrindo manyti, kad taip yra todél, kad

Rymano dzeta funkcija turi Oilerio sandauga pagal pirminius skaicius

o funkcija L(\,«,s) su transcendenciuoju « tokios israiskos sandauga pagal pirminius

skaic¢ius neturi.

Magistro darbo tikslas yra iSnagrinéti funkciju ((s) ir L(\, o, s) jungtinj universaluma.
Kai a yra transcendentusis parametras, tokia jungtiné universalumo teorema buvo jrody-
ta [8] darbe. Dél eksponentinés funkcijos e>™*™ periodiskumo visada galime laikyti, kad

0< A<l

0.4 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis parametras, o X € (0;1]. Tegul
K, Ky € ', o fi(s) € Ho(Ky) ir fo(s) € H(Ks). Tuomet su kiekvienu € > 0 yra
teisinga nelygybé



1
lim inf Tmeas{T €[0,7]: sup |((s+iT) — fi(s)| < e,

T—o0 seKq

sup |L(\, a, s +i1) — fa(s)| < e} > 0.
sEKo

Magistro darbe mes atsisakome parametro « transcendentiskumo, pakeisdami jj bendresne

salyga. Tegul & yra visy pirminiy skai¢iy aibé, Ny = NU {0} ir

L(Z,a) ={(logp:p € Z),log(m+a) :m e Ny}

Pagrindinis magistro darbo rezultatas yra Si teorema.

Teorema. Tarkime, kad aibé L(P,«) yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy skai-
ciy kuno Q. Tegul K1, Ky € ', 0 fi(s) € Ho(Ky) ir fa(s) € H(K3). Tuomet su kiekvienu

e > 0 yra teisinga nelygybé

1
lim inf Tmeas{T € [0,7]: sup |((s+iT) — fi(s)| < e,

T—o0 seK1

sup |L(\, a, s +i71) — fa(s)| < e} > 0.
s€EKo

Pastebime, kad jei a yra transcendentusis, tai tuomet aibé L(Z,«) yra tiesiskai nepri-

klausoma virs Q. Tikrai, jeigu turime tiesine kombinacija

kilogpy + ... + k. logp, + I log(my + ) + ... + I, log(m, + @) =0

su sveikaisiais ki, ..., k., 11, ..., l,, kurie ne visi yra lygus nuliui ir pirminiais pq,...,p, ir

mi,...,m, € Ny, tai atmete logaritmus, gauname, kad



PR P (ma ) (my ) = 1

Taciau si lygybé priestarauja skaiciaus a transcendentumui, nes pasinaudoje Niutono bi-
nomu ir atlike veiksmus, gauname polinoma su sveikaisiais koeficientais, kurio saknis yra

skaicius a.

Priesingas tvirtinimas, kad i$ aibés L(Z2,a) tiesinio nepriklausomumo virs Q isplaukia,
kad « yra transcendentusis skaicius, néra zinomas. Deja, neturime ir pavyzdzio, kad su

netranscendenciuoju « aibé L(Z, «) buty tiesiskai nepriklausoma virs Q.

Universalumo teoremos jrodymui naudosime tikimybinj metoda, kuris buvo pasiulytas [5]
monografijoje, todél sekanciame skyrelyje pateiksime reikalingus rezultatus apie tikimybi-

niy maty silpnajj konvergavima.



1 Silpnasis mato konvergavimas

Tarkime, kad X yra metriné arba topologiné erdve, simboliu Z(X) zymésime erdvés X
Borelio o kuina, t.y. maziausia o kuing, kuriam priklauso erdvés X atviryjy aibiy sistema.

Tegul C'(X) yra erdves X realiy, tolydziu, aprézty funkciju klaseé.

Apibrézimas. Tequl P,,n € N, ir P yra tikimybiniai matai, apibrézti macioje erdvéje
(X, #(X)). Sakome, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i matg P, jei su kiekviena
funkcija f € C(X) yra teisinga lygybé

lim / fdP, = / fdP.
n—oo X X

Yra zinomi silpnojo tikimybinio mato apibrézimo ekvivalentai jvairiy aibiy terminais. Uni-
versalumo teoremos jrodymui yra reikalingi tokie ekvivalentai, nusakomi atviryjy ir toly-
dumo aibiy terminais. Primename, kad aibé A yra mato P tolydumo aibé, jei jos krasto

0A matas P yra lygus nuliui: P(0A) = 0.

1.1 lema. Tegul P,,n € N, ir P yra tikimybiniai matai (X, B(X)). Tuomet P,, kai
n — 00, silpnai konverguoja & matg P tada ir tik tada, kai galioja kuris nors is tvirtinimy:

1. su kiekviena atvirgja aibe G C X yra teisinga nelygybé

liminf P,(G) > P(G)

n—oo
2. su kiekviena mato P tolydumo aibe A teisinga nelygybé

lim P,(A) = P(A).

Lema yra 2.1 teoremos i$ [2] dalis. Ten yra duotas ir jos jrodymas.



Magistro darbe bus naudojama ir atsitiktinio elemento savoka, todéel mes ja primename.

Apibrézimas. Atsitiktiniu X reiksmiu elementu, apibréztu tikimybinéje erdvéje (2, o7 | P),

vadiname funkcijg X : Q — X, su kiekviena Borelio aibe B € B(X) tenkinancig sqlygq
X' B)={weQ: X(w)eB}e .
Apibrézimas. X reiksmio atsitiktinio elemento X pasiskirstymu vadiname tikimybing matq
P(A)=P{w e Q: X(w) € A}, A € B(X).

Apibrézimas. Sakome, kad atsitiktinis elementas X,,n — 0o, konverguoja i atsitukting
elementg X pagal pasiskirstyma, jei elemento X, pasiskirstymas P,,n — oo, silpnai kon-
verguoja i atsitiktinio elemento X pasiskirstymq P. Konvergavimas pagal pasiskirstymg
zymimas simboliu X, % X. Atsitiktiniy elementy X,, apibrézimo tikimybinés erdvés

gali buti skirtingos, taciau jie privalo igyti reiksmes is tos pacios erdvés.

Mes remsimés tokiu tvirtinimu.

1.2 lema. Tarkime, kad atsitiktiniai elementai Y, X1, Xop, ... turi tg pacig apibrézimo
sriti (S, o7, IP) ir igyja reiksmes is separabilios metrinés erdvés (X, p). Tegul su kiekvienu
keN

D . D
an — Xk r Xk — Xk
n—00 k—o00

Be to, tegul su kiekvienu ¢ > 0

lim limsup P{w € Q: p(X}, (w), Y, (w)) =€)} =0.

k—00 n—oo

Tuomet X, ﬁ X.

T

Lema yra 4.1 teorema i$ [2] monografijos.

Mums bus reikalinga silpnojo konvergavimo savybé, kai turime atvaizdj tarp dviejy metri-

niy erdviy.

10



Apibrézimas. Tegul (X, A(Xy)) ir (Xo, B(Xs)) yra dvi macios erdvés. Atvaizdis u :
Xy = Xy yra vadinamas (B(X1), B(Xy)) maciu, jei kickvienas aibés Ay € B(Xy) pirma-
vaizdis u=' Ay € B(Xy), arba

u T B(Xy) C B(X).

Tegul u : Xy — Xy yra (#B(X), B(X;)) matus atvaizdis. Tuomet yra zinoma [2], kad tiki-
mybinis matas P erdvéje (X, (X)) apibrézia erdvéje (Xg, B(Xs)) vienintelj tikimybinj
mata Pu~! formule

PuY(A) = P(u'A), A C B(X,).

Daznai yra naudojamas toks tvirtinimas.

1.3 lema. Tarkime, kad P,,n — oo, silpnai konverguoja i matg P, o atvaizdis u : X; — Xg

yra tolydus. Tuomet tikimybinis matas Pyu™t, n — oo, silpnai konverguoja i matq Pu™".

3

Lemos jrodymas yra duotas [2] monografijos 1 skyriaus 5 skyrelio pradZioje.

Jrodyti tikimybiniy maty silpnaji konvergavima néra paprasta. Siam tikslui daznai buna
naudingos tikimybiniy maty Seimos reliatyvaus kompaktiskumo ir suspaustumo savokos

bei jas surisanti Prochorovo teorema.

Apibrézimas. Tarkime, kad { P} yra tikimybiniu maty seima erdvéje (X, Z(X)). Sakome,
kad si Seima yra reliatyviai kompaktiska, jei is kiekvienos tos Seimos sekos {P,} galima

isskirti poseki { P, }, silpnai konverguojanti i kuri nors tikimybini matq erdvéje (X, A(X)).

Apibrézimas. Sakome, kad tikimybiniy maty Seima {P} yra suspausta (tirsta), jeigu
kiekvieng € > 0 atitinka tokia kompaktiska erdvés X aibé K = K (¢), kad su visais matais
P € {P} yra teisinga nelygybé

P(K)>1—e¢.

11



1.4 lema. (Tiesioginé Prochorovo teorema). Tarkime, kad tikimybiniy maty Seima {P}

yra suspausta. Tuomet si seima yra reliatyviai kompaktiska.

Lema yra 6.1 teorema i$ [2] monografijos. Mums bus reikalingas tikimybiniy maty, api-
brézty kompaktinéje grupéje G, silpnasis konvergavimas. Siuo atveju, yra naudingas Furjé
transformacijy aparatas, kuriy apibrézimui yra reikalinga grupés charakterio savoka. Tegul
v ={s € C: |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje. Grupés GG
charakteriu vadinama funkcija y : G — 7, kuriai galioja multiplikatyvumo savybé, t.y. su

visais g1, g2 € G yra teisinga lygybé

xX(91-92) = x(91)x(g2)-

Visi grupés G charakteriai daugybos operacijos atzvilgiu sudaro grupe, kuri yra vadinama

grupés G dualiagja grupe ir Zymima ¥ .

Apibrézimas. Tegul P yra tikimybinis matas erdvéje (G, B(G)). Tuomet siuo mato Furjé

transformacija F(x),x € ¥, yra apibréziama integralu

F(x) = /G x(g)dP.

Teisingas toks tvirtinimas.

1.5 lema. Tarkime, kad P,,n € N, yra tikimybinis matas macioje erdvéje (G, B(G)), o
F.(x) yra Sio mato Furjé transformacija. Tegul F,(x),n — 00, su visais charakteriais x
konverguoja i kurig nors tolydzig funkcijg F(x). Tuomet erdvéje (G, B(Q)) egzistuoja toks
tikimybinis matas P, i kuri, kai n — oo, silpnai konverguoja matas P,, o F(x) yra mato

P Furjé transformacija.

Lema yra 1.4.2 teorema i$ [4] monografijos.
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2 Ribinés teoremos

Siame skyrelyje jrodysime jungtine ribine teorema Rymano ir Lercho dzeta funkcijoms ana-
liziniy funkcijy erdvéje, kuri yra pagrindinis ingredientas universalumo teoremos jrodyme.

Ribinés teoremos formulavimui yra reikalingi kai kurie apibrézimai ir zZymenys.

Kaip ir daugumoje darby universalumo tematika, simboliu v Zymime vienetinj apskritima
kompleksinéje plokstumoje, t.y. v = {s € C: |s| = 1}. Apibréziame dvi aibes

o0

Q:H’yp ir Q= Hﬁ)/ma
p

m=0

¢ia 7y, = v su visais p € & ir 7, = 7y su visais m € Nj. Sandaugos reiskia aibiy Dekarto
sandaugas. Taigi, aibe () sudaro visos funkcijos, atvaizduojancios visy pirminiy skaiciy
aibe & vienetiniame apskritime, aibe {2 sudaro visos funkcijos, atvaizduojancios aibe Ny
vienetiniame apskritime. Tose aibése galima apibrézti sandaugos topologija [9], ir Sios aibés
tampa topologinémis erdvémis. Jeigu dar jose apibréSime pataskinés daugybos operacija,
tai gausime, kad torai QirQ yra topologinés grupés. Kadangi apskritimas yra kompaktiné
aibe, tai pagal Tichonovo teorema [9], QirQ yra kompaktinés topologinés grupés. Todél
madiose erdvese (Q, Z(Q)) ir (Q, Z(Q)) galima apibrézti atitinkamai tikimybinius Haro
matus My ir my. Gauname dvi tikimybines erdves (€, Z(Q),my) ir (Q, B(Q), my).
Primename, kad bet kuris Haro matas m erdvéje (Q,2(Q)) pasizymi invariantiskumo
savybe, t.y. m(A) = m(@A) = (mAo) su kiekviena aibe A € Z(Q) ir bet kuriuo elementu
@€ Q.

Apibréziame dar vieng aibe

O=QxO.

Vel pagal Tichonovo teoremag turime, kad € yra kompaktiné topologiné grupé todél, pa-

nasiai kaip ir anksc¢iau gauname dar viena tikimybine erdve (2, (), my), ¢ia my yra
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tikimybinis Haro matas. Pastebime, kad matas my yra maty my ir my sandauga, t.y.

mp (A X Ag) = g (Ar) -mu(As), Ay € B(Q), Ay € B(Q).

Tegul &(p) yra elemento & € Q) projekcija j apskritima Yo, D € &, 0 w(m) yra elemento

w € Q projekcija i apskritima v,,, m € Ny. Be to, tegul w = (@, w).

Tegul H(D), D = {s € C: ; < o < 1}, yra analiziniy juostoje D funkcijy erdvé su tolygaus
konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Sioje topologijoje seka {f.(s)} € H(D)
konverguoja i funkcija f(s) € H(D) tada ir tik tada, kai su kiekviena kompaktine aibe
KcD

gggyﬁ@%ﬁbﬂzﬂ
Tikimybinéje erdveje (2, (), my) apibréziame H*(D) = H(D) x H(D) reiksmj atsitik-

tinj elementa ((s, o, A, w) formule

¢ia

ir

Pastebime, kad tiek sandauga, tiek ir eiluté beveik su visais @ ir w konverguoja to-
lygiai juostos D kompaktinése aibése [3], [7]. Tegul P yra tikimybinis matas erdvéje
(H(D),#A(H(D))), apibréztas formule

P(A)=mpw € Q: ((s,0,\w) € A).

14



Sio skyrelio pagrindinis rezultatas yra ribiné teorema matui
1
Pp(A) =%/ Tmeas{T €[0,7]: ¢(s+it,a, \) € A}, A€ B(H*(D)).

2.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(a, &) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tuomet Pr,

kai T' — o0, silpnai konverguoja i matg P.

Teoremos jrodyma padalysime j keleta lemy. Tegul
1 , .
Qr(A) = Tmeas{T €[0,7]: ((p’” pe ), (m+a)™ :me No)) € A}, Ae B(Q).

2.2 lema. Tarkime, kad aibé L(a, &) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tuomet Qr,

kai T — oo, silpnai konverguoja i Haro matg my.

Irodymas. Taikome Furjé transformaciju metoda. Yra zinoma [§], kad mato Qr Furjé

transformacija ¢ (k,0),k = (k, : p € &), I = (I, : m € Np), turi pavidala

Gr(k.D) = [ TL &%) T] «'(m)2Qs

peES meENg

cia tik baigtinis skaic¢ius sveikyjy skaiciy k, ir [,, yra nelygus nuliui. IS ¢ia ir Q7 pavidalo

randame, kad

1 (T . .
0. = & [ T T1 o+ o) s =

pEW meNg

LT (2.1)
T/ exp{—zﬁ’( > kylogp+ Y lylog(m+ oz))}dr,
0 peES meENg
¢ia abi sumos yra baigtinés, nes tik baigtinis kiekis skaiciy k, ir [,, yra nenuliai.
Aisku, kad
1 /T
% (0,0) = 7/ dr = 1. (2.2)
T Jo

15



Dabar tegul (k, 1) # (0,0). Tuomet pastebime, kad
> kplogp+ Y Lnlog(m+ ) #0,
peP? meNg
nes aibé L(a, &) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Todél siuo atveju is randame,
jog
exp{—iT (e kplogp + Smen, I log(m+))} — 1

(k1) = . (2.3)
(k1) —@'T( e kplogp + Y en, b log(m + oz))

Taigi, kai (k, 1 # (0,0), tai

lim (k1) = 0, (2.4)

nes (2.3 formulés desiniosios pusés modulis nevirsija 2, o vardiklis neapreztai auga, kai

T — oco. I8 (2.2) ir (2.4) gauname, kad

17 kai E?£ = Q,Q,
i % (k. 1) — (k1) = (0,0)

T—oo

0, kai (k,1) # (0,0).

Yra zinoma [§], kad deSinioji Sios lygybés pusé yra Haro mato my Furjé transformaija.

Todél lemos tvirtinimas iSplaukia i [I.5] lemos.

Funkcijos &(p) yra apibréztos aibéje &2. Jas pratesiame j visa aibe N naudodamiesi for-

mule

o(m)= T[] &'(p),m €N.
p'm
pHYm

Tuomet yra jrodoma, kad su beveik visais @
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Tegul 6 > % yra fiksuotas skaicius, n € N. Apibréziame funkcijas

Vp(m) = exp{—(%)e}, m € N,

ir

Un(m,a) = exp{—( )9}, m € Np.

n+ o

Be to, tegul

= S s 2 )

m=0

Tuomet yra zinoma [5], [7], kad pastarosios eilutés konverguoja absoliuciai pusplokstuméje

o> % Toks pat tvirtinimas, aisku, galioja ir eilutéms

R > w(m)v,(m) > e2mAmy, (m)v, (m, a)
n ) - Ln >\7 ) ) - )
Ca(s,0) mZ:1 . ir (A, a,w, s) mzzo (m+ o)
nes |@(m)| = |w(m)| = 1. Tegul, trumpumo délei,

¢, (s,0) = (Guls), Lu(A, 0, 5))
ir
gn(s,a,g) = (Cn(s,cb),Ln()\,a,w,s)).
Aibéms A € A (H 2(D)>, apibréziame
Pr,(A) = ;meas{T €[0,7]:¢, (s +ir,a) € A}
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ir

A 1
Pr,(A) = Tmeas{T €[0,7]: ¢, (s+iT,a,wp) € A},

¢la wy € Q yra fiksuotas elementas.

2.3 lema. Tarkime, kad aibé L(a, @) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tuomet erdvéje
(H?(D), B(H?*(D))) egzistuoja toks tikimybinis matas P,, i kuri, kai T — oo, silpnai

konverguoja Pr., ir Pr.,,.

Irodymas. Nagrinéjame funkcija u, : Q — H?(D), apibrézta formule

un(w) = ¢, (s, ,0).

Kadangi eilutes, apibréziancios funkcijas (,(s, @) ir L, (A, «, s,w) konverguoja absoliuciai

pusplokstuméje o > %, tai yra zinoma [§], kad funkcija u,, yra tolydi. Be to,
un (P77 i p € P), ((m+0a)™™ :m e Ny)) = ((s +i7,0).
Todeél
Pr.(A) = jl,meas{T €[0,7]: un((p_” p€P),(m+a) ™ :me NO)) € A}
meas{T € [0,T] : ((p_” peP),(m+a) ™ :me No)) cu, A}

= Qr(u,'A)

1
T

su bet kuria aibe A € Z(H?*(D)). Taigi, turime, kad Pr, = Qru,'. I3 dia, funkcijos u,
tolydumo bei (1.3)) ir (2.2)) lemy gauname, jog Pr,,, kai n — oo, silpnai konverguoja j mata

-1
n -

mgu
Analogiskai samprotaujame ir mato ]3T7n atveju. Imame funkcija i, : Q — H*(D), api-
brézta formule

tin(w = ¢, (5, a,ww).

Tuomet panasiu budu, kaip ir mato Pr, atveju, gauname, kad IST,n, kai n — oo, silpnai

konverguoja j mata mpgyt., L Tegul v : Q — Q yra duota formule u(w) = wwy. Tuomet
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matome, kad 4,(w) = u,(u(w)). Dabar pasinaudojame Haro mato my invariantiskumu.

1

Turime, kad myt, ' = my(u,u)™! = (mpu=Hu, ! = myu,t, nes dél mato invariantiskumo

myu~' = mpy. Taigi, gauname, kad Pr,, kai n — oo, silpnai konverguoja j ta patj mata

_ -1
P, = mpgu,

Kitas teoremos jrodymo etapas yra peréjimas nuo ¢ n(s, «) prie ((s, ). Tam yra reika-

lingas tvirtinimas apie vidurkinj funkcijos ((s, @) aproksimavima funkcija ¢ (s, ).

Tegul p yra metrika erdvéje H (D). Tuomet metrika p erdvéje H?(D) apibréziame taip:

B(gl,QQ) = max (p(g11,921);ﬂ(9127922)), 9, = (G11, G12), gy = (921, g22) € H*(D).

2.4 lema. Yra teisinga lygybé

lim lim sup — / C(s+iT,),C (s +iT, a))dr = 0.

n—o0 T—00

Irodymas. Yra zinoma [5], kad

lim lim sup — / (s41i7), Cu(s + ZT))d = 0. (2.5)

n—oo T—00

r [7] kad

1 T
lim lim sup T / p(L(/\, a, s +i71), Ly(A\ a, s + iT))dT =0 (2.6)
0

n—oo T—00
nepriklausomai nuo parametro « aritmetinés prigimties. IS Siy 2 lygybiy ir metrikos p

apibrézimo gauname lemos tvirtinima.
2.5 lema. Su beveik visais w mato my atzvilgiu yra teisinga lygybé

lim limsup — / (s + 17, 0,w), Gu(s + 17, a,g))dT =0

n—oo T—00

Irodymas. Tvirtinimas iSplaukia is lygybiy, analogisku [2.5|ir [2.6|lygybéms [5], [7], kurios

yra teisingos su beveik visais @ ir w.
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Pastebime, kad ir lemos yra atskiri atvejai analogisky tvirtinimy is [§].

2.6 lema. Tarkime, kad aibé L(Z, ) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tuomet erdvéje
(HZ(D),%(HQ(D))) egzistuoja toks tikimybinis matas P, i kuri, kai T — oo, silpnai

konverguoja Pr ir

A

Pr(A) = ;meaS{T €0,T): {(s+iT,a, \w) € A}, A€ B(H*(D)).

Irodymas. [rodymo schema tokia pati, kaip ir [8] darbe, parametras « jeina tik tiek, kad

naudojama [2.3] lema. Todél mes jrodyma trumpinsime.
Tegul £ yra atsitiktinis dydis, apibréztas kurioje nors tikimybinéje erdvéje su matu 7 ir
tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1]. Kitaip tariant, jo pasiskirstymo funkcija F'(x) yra

0, kai = <0,

F(z) = r, kai 0 <z <0,

1, kat x> 1.

Apibréziame H?(D) reiksmj atsitiktinj elementy
XT,TL(S) - Q(S + T, Oé).
Tuomet i$[2.3] lemos turime, kad
Xr, —2— X (2.7)
;T T—oo o .

¢ia X, (s) yra H%(D) reikimis atsitiktinis elementas, turintis pasiskirstyma P,, o P, yra
ribinis matas lemoje. Sekanciame zingsnyje standartiskai yra jrodoma, kad maty Seima
{P, : n € N} yra suspausta, todél pagal Prochorovo teorema (|1.4] lema) ji yra relityviai

kompaktiska. Vadinasi, i$ kiekvienos tos Seimos sekos galime isskirti posekj {P,/}, kai
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r — oo, silpnai konverguojantj j kurj nors tikimybinj matg P erdvéje (H (D), (H 2(D)))
Taigi,

5 P (2.8)

n
" r—oo

Apibréziame dar vieng H?(D) reik$mj atsitiktinj elementa

Xr(s) = ((s + T, ).
Remdamiesi lema ir Cebysevo tipo nelygybe, gauname, kad su kiekvienu € > 0

lim limsup n(p(Xr, Xrn) =€)

n—oo T—00

1
= lim lim sup Tmeas{T €1[0,7]: (C(s + i1, ), ¢, (s + 1T, a)) > e}

=0 Ty

1 /T . .
< lim limsup T—e/o B(g(s +i7, ), ¢ (s +iT, a))dT = 0.

nooT—>oo

Si lygybe, (2.7) ir (2.8) kartu su (1.2 lema, leidZia tvirtinti, kad

kitaip tariant, Pr, kai T"— oo silpnai konverguoja i mata P. Be to, (12.9) sarysis rodo, kad

matas P nepriklauso nuo posekio { P, } parinkimo. Taigi, turime, kad
X, —— P. (2.10)

Lieka parodyti, kad ir PT, kai T' — o0, silpnai konverguoja i P. Siam tikslui apibréziame
H?(D) reiksmius atsitiktinius elementus

A

XT,n(S) = Cn(s + ZgT? CY?Q)

ir

Xrn(s) = ((s+ T, a,w).

Tuomet pakartoje ankstesnius sampratavimus Siems atsitiktiniams elementams, pasinau-

dojeglema bei 1) sarysiu, gauname, jog IST, kai T' — oo, taip pat silpnai konverguoja
1 mata P.

21



Kad pilnai jrodytuméme teorema, dar reikia identifikuoti matg P. Siam tikslui dar bus
reikalinga viena lema, kurios jrodymui yra naudojamas aibés L(a, &) tiesinis nepriklau-

somumas virs Q.

Tegul, trumpumo délei,
a, = ((p_” p€ D), (m+a) ™ :me N))
Apibréziame toro 2 transformacijy Seima {¢, : 7 € R}, ¢ia

or(w) = arw.

Jei operacija apibrésime formule

Pr1Pry = Pri+ry T1, T2 € Ru

tai nesunku patikrinti, kad transformacijy seima {¢, : 7 € R} yra grupée. Aisku, kad
transformacijos ¢ yra tolydzios, todel macios. Be to, dél Haro mato my invariantiskumo
jos islaiko mata (postumis toro £ elementu a,). Taigi, tikimybinéje erdvéje (2, Z(2), my)

turime maciy, mata islaikanciy transformaciju grupe {p, : 7 € R}.

Prisimename, kad aibé A € #(Q2) yra vadinama invariantiska grupés {¢, : 7 € R} at-
zvilgiu, jei su kiekvienu 7 € R aibés A ir A, = ¢, (A) gali skirtis ne daugiau, negu aibe,
kurios Haro matas my yra lygus 0. Yra zinoma, kad visos invariantinés aibés sudaro o
kung. Grupé {¢, : 7 € R} yra vadinama ergodine, jei jos invariantiniy aibiy o kunas yra

sudarytas tik is aibiy, kuriy Haro matas my yra lygus 1 arba 0.

2.7 lema. Tarkime, kad aibé L(2, &) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q). Tuomet transformacijy

grupé {@, : 7 € R} yra ergodiné.

Irodymas. Jau jrodinédami|2.2|lema naudojomés tuo (Furjé transformacijos apibrézimu),

kad grupés 2 elementai x turi pavidala

(@) = [[6 ) I o'(m) .11
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cia tik baigtinis skaicius sveikyjy skaiciy &, ir {,,, yra nelygus nuliui.

Tarkime, kad y yra netrivialusis charakteris, t.y. x # xo (xo(w) = 1). Aisku, kad a, € Q.
Todeél i§ (2.11)) randame, kad

x(a.) =T]p ™ I] (m+a) ™ = exp{—z‘T( > kylogp+ D> Lnlog(m + oz)). (2.12)
P m=0 4 m=0

Primename, kad ¢ia tik baigtinis skaicius sveiky skaiciy k, ir [, yra nenuliai. Kadangi aibée
L(Z, ) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, tai

Zk:plongr Z i log(m+ a) =0

p m=0
tada ir tik tada, kai visi k,, ir {,,, yra lygus nuliui. Kadangi x # xo, tai ne visi &, ir [,, yra

nuliai. Vadinasi,

> kplogp+ > Lnlog(m + a) # 0.
p

m=0

Todeél is ¢ia ir (2.12)) lygybés isplaukia, kad egzistuoja toks 7y # 0, su kuriuo

X(az) # 1. (2.13)

Tegul dabar A € AB(Q) yra bet kuri aibé invariantiska grupé {¢, : 7 € R} atzvilgiu.
Turime parodyti, kad my(A) = 0 arba my(A) = 1. Imame aibés A indikatoriy

1, jer weA,
Iy(w) =
0, jei w¢ A

I$ aibés A invariantiskumo turime, kad

Ij(a,w) = 14(w)

su kiekvienu fiksuotu 7 € R ir beveik visais w € ) mato my atzvilgiu. Be to, Haro

matas my yra invariantiskas postumio taskais is Q atzvilgiu. Todél funkcijos I4 Furjé
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transformacija I4 yra

400 = [ X(@)La(w)m(dw)

— AX(GTOw)IA(aTOW)mH(dW)
0 X

Todel

ir i$ (2.13) gauname, kad

su kiekvienu grupes 2 netrivialiuoju charakteriu .

Dabar tegul xqo yra trivialusis grupés 2 charakteris, t.y. xo(w) = 1 su visais w € . Tegul
I 4(x0) = ¢. Kadangi charakteriams galioja ortogonalumo savybeé
17 .]62 X = Xo,

| x@np(de) =

0, jei X # Xo,
tai is lygybiy Z4(xo) = 0 ir 4(x) = ¢ randame, kad su kiekvienu grupeés Q charakteriu x
yra teisinga lygybé

100 = ¢ || x(@mi(de) = 100 = e(x), (2.14)

¢a 1(x) yra funkcijos f(w) = 1 Furjé transformacija, o &(x) yra funkcijos f(w) = ¢ Furjé

transformacija.

Yra gerai zinoma, kad funkcija [4(x) yra vienareiksmiskai apibréziama jos Furjé transfor-
macija. Todeél i$ (2.14]) turime, kad I4(w) = ¢ su beveik visais w € Q. Kadangi [4(w) yra
aibés A indikatorius, tai turi buti ¢ = 0 arba ¢ = 1. Taigi, su beveik visais w € € yra tei-

singos lygybés I4(w) = 0 arba I4(w) = 1. Vadinasi, my(A) = 0 arba my(A) = 1. Kadangi
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A buvo bet kuri invariantiska aibé, tai turime, jog transformacijuy grupé {¢, : 7 € R} yra

ergodiné.

teoremos jrodymui dar yra reikalinga Birkhofo-Chincino teorema. Sios teoremos for-
mulavimui yra reikalingi kai kurie apibrézimai, kuriuos mes primename pries teoremos

formulavima.

Tegul X (w,t), t € T, yra atsitiktinis procesas, apibréztas tikimybinéje erdvéje (Q, o7, P),
0 t1,....,t, € T yra bet kurios reiksmeés. Tuomet atsitiktiniy dydziy X (w,t1), ..., X (w,t,)
pasiskirstymy Seima

P(X(w,tl), ...,X(w,tn)), n €N,

yra vadinama proceso baigtiniamaciy pasiskirstymy sSeima.

Tegul Y yra visy realiyjy baigtiniy funkciju y(t), ¢t € T, erdvé. Yra zinoma, kad atsitiktinio
proceso baigtiniamaciai pasiskirstymai apibrézia tikimybinj mata @ erdvéje (Y, ZB(Y)). Ta-
da tikimybinéje erdvéje (Y, Z(Y), Q) galime apibrézti postumj gy, kuris kiekvieng funkcija

y(t) € Y atvaizduoja i y(t + ). Zinoma, jog visi postiimiai g,, v € R, sudaro grupe.

Atsitiktinis procesas x(w, t) yra vadinamas grieztai stacionariuoju procesu, jei jo visi baig-

tiniamaciai pasiskirstymai yra invariantiski postumio atzvilgiu.

Yra zinoma, kad jei atsitiktinis procesas x(w, t) yra grieztai stacionarus, tada jo postumis g,
islaiko mata, t.y. kiekvienai aibei A € Z(Y') ir visiems u € R galioja lygybe Q(A) = Q(A,)
su A, = gu(A).

Aibé A € A(Y') yra vadinama proceso X (w,t) invariantine aibe, jei su kiekvienu u aibés
A ir A, gali daugiausiai skirtis viena nuo kitos aibe, kurios ¢ matas yra lygus 0. Visos

invariantiskos aibés sudaro ¢ kung.
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Grieztai stacionarus procesas X (w,t) yra vadinamas ergodiniu, jei jo invariantiniy aibiy o

kunas yra sudarytas i$ aibiy, kuriy matas @) yra 0 arba 1.

Ergodiniams procesams yra teisinga klasikiné Birkhofo-Chin¢ino teorema.

2.8 lema. Tarkime, kad procesas X(w,t) yra ergodinis, E|X (w,t)] < oo (EX) yra X
vidurkis) ir jo trajektorijos beveik tikrai yra integruojamos Rymano prasme kiekviename

baigtiniame intervale. Tuomet beveik tikrai

T—o0

1 T
lim T/ X (w, t)dt = EX (w,0).
0

Teoremos jrodyma ir kitus paminétus tvirtinimus galima rasti [3] monografijoje.

teoremos jrodymas. Remiantis [2.6)lema, pakanka jrodyti, kad matas P toje lemoje
sutampa su Fr. Tarkime, kad 7 yra atsitiktinis dydis, apibréztas tikimybinéje erdveje
(22, (), my) formule

1, kai ((s,a,\,w) € A,

nw) =
0, kai (s, o, \,w) ¢ A,

¢ia A bet kuri fiksuota mato P tolydumo aibé. I$[2.6]ir [1.1] lemy turime, kad

lim ;meas{T € [0,T] : C(s + i@, \yw) € A} = P(A). (2.15)

T—o00
I8 grupés {¢, : 7 € R} ergodiskumo lema) iSplaukia atsitiktinio proceso n(y,(w))
ergodiskumas, todél pritaike Birkhofo-Chincino teorema lema) gauname, kad
1 (T

dim o | nler(w))dr = En, (2.16)

c¢ia, kaip jprasta, En ra atsitiktinio dydzio n vidurkis. IS atsitiktinio dydzio n apibrézimo

isplaukia, kad

En:/gnde:mH(wEQ:Q(S,@,)\,Q) € A) =P (A). (2.17)
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Be to, is atsitiktinio dydzio 7 ir transformacijos . apibrézimo turime, kad
1 4T 1 .
T/ n(pr(w))dr = Tmeas{T €0,7]: {(s+it,a, \,w) € A}
0 S

Todél i (2.16) ir (2.17) lygybiy gauname, kad

1
lim fmeas{T € 0,T]: {(s+it,a,\w) € A} = PQ(A)'

T—o00

Si lygybé kartu su rodo, kad P(A) = P¢(A). Kadangi A buvo bet kuri fiksuota mato
P tolydumo aibé, tai lygybé P(A) = P(A) galioja visoms mato P tolydumo aibéms A.
Yra zZinoma [2], kad mato tolydumo aibé s sudaro apibréziancia klase. Todel P(A) = F(A)
su kickviena aibe A € #(H?*(D)), tai yra P = P;. Teorema jrodyta.
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3 Mato Pg atrama

Universalumo teoremos jrodymui dar yra reikalingas mato F; atramos isreikstinis pavi-
dalas. Primename, kad mato P; atrama yra tokia minimali aibe Sp, C H?*(D), kad
P (Sp) = 1. Aibe Sp, yra sudaryta i§ visy tokiy elementy z € H 2(D), kuriy kiekvie-
nai atvirai aplinkai G galioja nelygybe F(G) > 0.

Apibréziame aibe
S={ge H(D):g(s) #0 arba g(s) = 0}.

Siame skyrelyje jrodysime tokj tvirtinima.

3.1 teorema. Tarkime, kad L(Z,«) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tuomet mato

P atrama yra aibé S =5 x H(D).

Irodymas. Yra zinoma [5], kad analiziniy funkciju erdvée H(D) yra separabili. Todél
turime [2]

B(H*(D)) = #(H(D) x H(D)) = #(H(D)) x #(H(D)).
Todel pakanka mata F; nagrinéti aibése, turinCiose pavidala B = A x Ay, Ay, As €

PB(H(D)). Kadangi Haro matas my yra Haro maty 7y ir my sandauga, tai is mato P

apibrézimo turime, kad

P(B) =my(Ax Ay) =mpg(A)mu(Ar). (3.1)

Yra zinoma [5], kad atsitiktinio elemento ((s,®) atrama (Sio elemento pasiskirstymo atra-
ma) yra aibé S. Be to, pakartoje 11 teoremos i$ [6] jrodyma su r = 1 gauname, kad atsi-
tiktinio elemento L(\, o, s,w) atrama yra visa erdvé H (D). Atsitiktiniy elementy ((s,®)

ir L(\, o, s,w) pasiskirstymai yra atitinkamai tikimybiniai matai
Pe(A) =1y (@ € Q: ((s,0) € A), Ae B(H(D)),
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Pr(A) =my(we Q: L\ a,s,w) € Ay), A € B(H(D)).

Todeél i (3.1)) lygybeés turime, kad

F((B) = Pe(A)PL(Ar).

A

Kadangi P;(S) = 1 ir PL(H(D)) = 1, tai aisku, kad is ¢ia P (S) = 1. Be to, jei A €
HBH(D)) ir A # S, arba A; € B(H(D)) ir Ay # H(D), tai tada i$ aibiy S ir H(D)
minimalumo atitinkamai matams P ir P; turétume, kad F;(A4) < 1 arba Pr(A;) < 1.
Tuomet gautume, kad ir FP(B) < 1. Taigi, S yra minimali aibé, su kuria PQ(S) = 1.

Teorema jrodyta.
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4 Universalumo teoremos jirodymas

Siame skyrelyje jrodysime pagrindinj magistro darbo rezultata apie funkcijy ¢(s) ir L(\, a, s)

jungtinj universaluma. Formuluojame jau jvade pamineétg teorema.

4.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(Z,«a) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tegul
K\, Ky € &, o fi(s) € Ho(Ky) ir fa(s) € H(Ks). Tuomet su kiekvienu ¢ > 0 yra
teisinga nelgybé

| :
I%g}f Tmeas{r €[0,7]: Sseuig1 IC(s +i1) — fl(s)‘ < e,

sup |L(\, a, s +i71) — fa(s)| < e} > 0.

s€ Ko

Teoremos jrodymas remiasi[2.1] [3.1) teoremomis ir Mergeliano teorema apie analiziniy funk-

cijy aproksimavimg polinomais. Patogumo délei, ja formuluojame atskira lema.

4.2 lema. Tarkime, kad K C C yra kompaktine aibé, turinti junguji papilding, o funkcija
f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné aibés K viduje. Tuomet kiekvieng € > 0 atitinka toks
polinomas p(s), kad

sup | f(s) —p(s)| <e.
seK

Lemos jrodyma galima rasti [12] monografijoje.

teoremos jrodymas. [rodymo kelias yra standartinis. Kadangi f;(s) # 0 aibéje K7,

tai nesunku matyti, kad egzistuoja toks polinomas p;(s), kad

sup |fi(s) — e < = (4.1)
seEK 2
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Analogiskai, egzistuoja toks polinomas ps(s), kad

sup | fa(s) = pas)| < 5. (42)

seKo

Apibréziame aibe

€
G ={(g1,92) € HQ(D) : sup |g1(s) — ep1(5)| < =,
seK 2

g
sup 92(s) — pas)] < 5}
seEKo

Tuomet G yra atviroji aibé. Be to, pagal [3.1| teorema (e”1(*), py(s)) yra mato P atramos
elementas. Taigi, G yra atramos elemento atviroji aplinka. Todél i atramos savybiy

turime, kad P (G) > 0. I8 ¢ia ir [2.1] teoremos gauname, kad

1
lim inf fmeas{T €[0,7]:¢(s+ir,a,\) € G} = P(G) > 0.

T—o00

Prisiming aibés G' apibrézima, i$ ¢ia turime nelygybe

1
liTIriiOI.}f fmeas{T €[0,7]: Sseulg IC(s 4 i1) — eP¥] < g,

(4.3)

sup |L(\, a, s +i1) — pa(s)] < E} > 0.
seKo 2

Lieka eP(*) pakeisti funkcija fi(s), o polinoma py(s) - funkcija fo(s). Tegul 7 tenkina
nelygybes

sup [C(s +i7) — )] < C o sup |L(\, o, s +i7) — pa(s)| < =
seEK 2 sEKo 2

Tuomet is (4.1) ir (4.2) gauname, kad tokiems 7

sup [((s +i7) — fi(s)] < sup [((s +47) — f1(s)|+

seKy seKy

sup |f1(s) — "] < I
seKy 2 2

ir
sup |L(A, a, s +1i7) — fa(s)| < sup [L(A, a, s +iT) — pa(s)[+
sEKo sEKo

e €
sup | fa(s) — pa(s)] < 3 + 3= €.
s€EKo
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Taigi, turime, kad
€
{T€0,T]: sup |((s +iT) — P < E, sup |L(\, a, s +i1) — pa(s)| < =
seKy 2 s€Ko 2

Cc{rel0,T]: sup IC(s+i1) — fi(s)| <&,

sup |L(A, a, s +i1) — fa(s)| < e}.
s€EKo

Todél is Lebego mato monotoniskumo ir (4.3)) iSplaukia nelygybé
liminf meas(r € [0,7] - sup [C(s +ir) — fi(s)] <
im inf —-meas{7 , Sseulg S+ it 1(s g,

sup |L(\, a, s +i7) — fa(s)| < e}
s€EKo

1
> liTHi>i<>12f Tmeas{T € [0,7]: Sseulg |C(s +i1) — M| < %,

sup |L(\, a, s +i1) — pa(s)| < E} > 0.
s€EKo 2

Teorema jrodyta.
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A joint universality theorem for the Riemann

zeta-function and Lerch zeta-function

Violeta Franckevi¢é

(Summary)

Let s = o + it be a complex variable. The Riemann zeta-function ((s) and Lerch zeta-

function L(\, «, s) with parameters A € R and 0 < o < 1 are defined, for ¢ > 1, by the

series
00 1 00 27rz>\m
= Z — and L(\ a,s) Z
m=1 m m=0 m + Oé

and by analytic continuation elsewhere.

In the master work, we consider the simultaneous approximation of a pair of analytic
functions by a pair of shifts ({(s+47), L(\, o, s+i7)), 7 € R. Let D ={s € C: 3 <o < 1}.
Denote by % the class of compact subset of the strip D with connected complements.
Moreover, let H(K), K € 2, be the class of continuous functions on K which are analytic
in the interior of K, and Hy(K), K € 2, be the subclass of H(K) of non-vanishing on K
functions. Denote by measA the Lebesgue measure of a measurable set A C R. Then the

main result of the master work is the following theorem.

Theorem. Suppose that the set
{(logp : p € &), (log(m+ ) : m € Ng)}

is linearly independent over the field of rational numbers. Let K1, Ky € J, and fi(s) €
Hy(K), fa(s) € H(K3). Then, for every e > 0,

1
lim inf Tmeas}T € [0,7]: sup |((s+iT) — fi(s)] <,

T—o0 seKq

sup |L(A, o, s +i1) — fa(s)| < e} > 0.

seKo
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