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Ivadas
Analizinéje skaiiy teorijoje kompleksinis kintamasis paprastai yra zymimas s = ¢ + it,
Cia o ir t yra realieji skaiCiai, o | yra memamasis vienetas v—1 .
Analizinéje skai¢iy teorijoje bene svarbiausig vaidmen;j atlicka Rymano dzeta fukcija.

{(s), kuri srityje 6>1 yra apibreziama eilute
o 1
{(s) = Z p—
m=1

Si eiluté tolygiai konverguoja uzdaroje srityje 0 = 1 + & su kiekvienu £ > 0, todél i§ Vejerstraso
teoremos iSplaukia, kad funkcija {(s) yra analiziné pusploStumoje ¢ > 1. Be to, yra gerai
zinoma, kad fukcija {(s) yra analiziskai pratgsiama j visg kompleksine plostuma, iSskyrus taska
s=1, kuriame $i funkcija turi paprastajj poliy su reziduumu 1.

Funkcijos ¢(s) nataralus apibendrinimas yra Hurvico dzeta fukcija.Tegul a, 0< a < 1,
yra fiksuotas paramertras.Hurvico dzeta fukcija { (s, a) srityje ¢ > 1 yra apibreziama eilute

o1
(s a) = ;—(m e

Panasiai , kaip ir funkcijos ¢(s) atvéju, §i eiluté taip pat konverguoja tolygiai uzdaroje srityje
o > 1+ ¢ su kiekvienu £ > 0, todél funkcija {(s, a) yra analiziné pusplotumoje o > 1. Sig
fukcija, kaip ir funkcijg {(s), galima analiziSkai pratesti j visg kompleksing ploStuma, i$skyrus
paprastajj poliy taske s=1 su reziduumu 1 [1].

I$ funkcijy {(s) ir {(s, a) apibrézimy matome, kad yra teisinga lygybé
(s, 1) = {(s).
Todeél i§ tikrujy funkeija {(s, a) yra fukcijos ¢ (s)apibendrinimas.

Matome, kad Hurvico dzeta funkcija yra apibréziama eilute .Bakalauro darbo tikslas yra
pateikti fukcijos ¢ (s, a) integralines iSraiskas. PavyzdZziui, jrodysime, kad pusplok§tumoje
0 = 1+ &, yra teisinga formulé

xs—le—ax

1 (o]
{(s,a) = F(s)j; o= dx,

¢ia I'(s) yra Oilerio gama funkcija. Remsimés [3] monografijoje formuluojamais uzdaviniais.




2.0ilerio gama fukcija

Kadangi funkcija I'(s) jeina j Hurvico dzeta funkcijos integraling iSraiska, tai Siame
skyrelyje pateiksime jos apibrézimg ir kai kurias savybes.

Funkcija I'(s) pusplokstuméje o > 0 yra apibréziama integralu
I'(s) = f e x5t dx.
0

Sis integralas yra netiesioginis, jo ypatingieji taskai yra 0 ir oo. Kadangi funkcija e =* labai
greitai nyksta j 0, kai x— oo, tai integralas

(o]
f e *x5 1dx
1

konverguoja tolygiai kiekvienoje baigtinéje kompleksinés plokstumos dalyje, todél apibrezia
funkcija, kuri yra analiziné visoje kompleksinéje plokStumoje. Taciau integralas

1
j e * x5 1dx
0

konverguoja tolygiai tiktai pusplokstuméje o > € su kiekvienu € > 0, todél apibrézia funkcija,
analizine tiktai pusplostuméje o > 0.

Sujunge iSnagrinéty 2 integraly svybes, gauname, kad funkcija I'(s) yra analiziné
pusplokstuméje o > 0.

Taigi turime, kad funkcija I'(s) yra apibréziama integralu tiktai pusplokstuméje o > 0.
Panaudojus konturinj integravima, yra jrodoma [1], kad funkcija I'(s) yra analizi§kai pratesiama
j visg kompleksine plostuma, iSskyrus paprastuosius polius taSkuose s=-m, me No= N u{0}. Be
to,

Res,—_.,T'(s) = O™

m!
Mums bus reikalinga papildymo formulé funkcijai I'(s)

2.1 lema. Tarkime, kad s néra sveikasis skaicius. Tuomet

T

[(s)'T(1—5s)=

sinms’

Lemos jrodymas yra duotas [2] knygoje.



3. Funkcijos {(s, @) iSraiSka netiesioginiu integralu
Siame skirelyje jrodysime tokj tvirtinima:
3.1 teorema.Tarkime, kad ¢ > 1 + &, § > 0. Tuomet

xs—le—ax

1 (o]
{(s,a) =F(S)Of o= dx.

Irodymas.Integrale
I = f xs—le—(m+a)x dx
0
darome pakeitimg (m + a)x = y . I§ ¢ia turime, kad x = ﬁ Todél dx= %. Aisku, kad y
réziai yra tokie pat kaip ir X, tai yra, y kinta nuo 0 iki +oo. Jras¢ $iuos pakeitimus j integralg I ,
randame, kad

[ee)

J- yS~te Vdy.
0

/- 1
_(m+a)5

Prisiming funkcijg I'(s) apibrézimo srityje ¢ > 0, matome, kad

_ I
T (m+a)S’
Gautag lygybe
F(S) — [ s—1 ,—(m+a)x
i+ @) = f x5 te dx

sumuojame pagal m nuo 0 iki n. Gauname, kad

n o]
1
= S — s—1,—-(m+a)x
[(s) Z (m+ a)s Z f e dx.
m 0

Kadangi pusplokstuméje o > 1



o1
{(s,a) = mzom )

tai peréje prie ribos, kai n— oo, randame, kad

F(S)Z(S, (X) = rlll_)rg xS—le—(m+o()xdx

m=0 g
(3.1)

Kadangi pries integralg yra baigtin¢ suma, tai jg galima jkelti po integralo Zenklu. Taigi, turime,
kad

n % © n
Z f xs—le—(m+a)x dx = j xS—1 (Z e—(m+a)x> dx.
m=0 g 0 m=0
(3.2
Pritaik¢ geometrinés progresijos nariy sumos formule
Spn = by +b1q + -+ biq" =%_:) ,
Cia b, yra pirmasis geometrinés progresijos narys, o g yra jos vardiklis, randame, kad
n
—ax _ ,—(n+1+a)
Z e_(m+a)x _ e ax e n a)x
1—e>* '
m=0
nes musy atveju b; = e~* ;0 0= e~*. I8 ¢ia, bei (3.1) ir (3.2) lygybiy gauname, kad
< e~ ax _ e—(n+1+(x)x
— i s—1 —
['(s)l(s,a) = I11_)1‘{)10 f X T =
0
< x¥~1lg—ax < Xs—1e—(n+1+oc)x
= lim f —dx — f — dx
n-oco 1—eX 1—e7X
0 0
(33)
Gerai zinome, kad eksponentinei funkcijai teisingas skeidinys
2 e
e*=1+x+—+ ..+—+ ... .
2! n!
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Tode¢l, kai x>0, yra teisinga nelygybé

e*>1+x.
(3.4)
Remdamiesi $ia nelygybe, jvertinsime antrajj integralg (3.3) formuleje. Turime , kad
< xs—le—(n+1+a)x < xs—le—(n+1+a)x < xa—le—(n+1+a)x
< =
j 1oz dx _f T dx j R dx,
0 0 0
(3.5
nes
|xs—1| — xRe(s—l) = 5o 1
I (3.4) nelygybés isplaukia, kad e~* < — todél
1 — 1 x
¢ = x+1 x+1
Vadinasi,
< xa—le—(1+a+n)x < <
f T dx < f xU—Z (x _ 1)6—(1+a+n)xdx < J. xcr—Zexe—(1+a+n)x dx =
0 0 0
— f xd—ze—(a+n)xdx.
0
(3.6)
Vél atlickame pakeitimg (n + a)x = y ir gauname, kad
f x* 2e-(@tM)x gy — 1 f y?2eVdy =T(0 - 1) S —
(n+a)1 n+a)’1
0 0
(3.7)



Kadangi ¢ > 1+ 4, tai

=D ey =0

I8 ¢ia ir (3.5), (3.6), (3.7) randame, kad

b xs—le—(n+1+a)x
lim dx =0
n-oo 1—e™*

0

(3.8)

(3.3) lygyb¢je pirmas integralas nepriklauso nuo n, todél i$ (3.8) galutinai gauname, kad

s—1e—ax

I'(s){(s,a) =jx—dx.

1—e7*
0

Vadinasi, srityje 0 > 1+ 6§, § > 0, yra teisinga formulé

xs—le—ax

1 (o]
{(s,a) = F(S)J- o= dx.

Teorema jrodyta.



4. Funkcijos {(s, ) iSraiSka kontariniu integralu

Siame skyrelyje pateiksime Hurvico dzeta funkcijos i$raiska, naudojanéia Henkelio tipo
kontiira.

Tarkime , kad C yra kontiras, kuris prasideda realiosios aSies taske a, apeina vieng karta
koordinaciy pradzig teigiama kryptimi ( pries laikrodzio rodyklg) ir vél grizta j taska a. Toks
kontiras vadinasi Hankelio tipo kontaru. DaZniausiai yra naudojamas kontiiras, kai a — oo . Sj
konturg zymésime raide L

4.1 teorema. Su visais s € C yra teisinga formulé

dz.

o 100 Core

Laikome, kad konturui L nepriklauso taskai +2mim, m € N.
Irodymas. Funkcija (—z)*~! yra daugiareik§me,

(_Z)s—l =e (s—-1) log(—z)_

éiq funkcijg galime padaryti vienareik§me, jeigu laikysime, kad log(—z) yra realus, kai z jgyja
neigiamas reik§mes t.y., kai —mw < arg(—z) < m, arba |arg(—z)| < m.

( Z)S 1p-az

f 1—e"
Laikoma, kad |arg(—z)| < mwirkad ¢ = 1 + ¢, € > 0. Tuomet §j integralg uzragysime kitokiu
pavidalu deformuodami integravimo kontiirg. Bendru atveju interguojama funkcija néra analiziné
konttro L viduje . Todél laikysime, kad kontaras L apeina koordinaciy pradzig apskritimu su
spinduliu . Ant $io apskritimo turime, kad z = §e', be to, kontiiro pradZioje turime, kad
arg(—z) = —m, todél (—2)51 = e ™Dz o kontiro gale arg(—z) = m, todél (—z)5™! =
e™(s=1)z(s=1 Tyomet galime parasyti, kad

(_Z)S—le—az
f {_ez dz =

Nagrinéjame integrala

L

( Z)s lp—az (5619)5 1 a(c?e 9) ie- < eni(s—l)zs—leaz
1 — oz ———dz+ ~ 60 i6do + 1oz dz.

1)

(4.1)



Kadangi

e Tils—1) _ emi(s—1) = cosr(s — 1) —i sinw(s — 1) —cosn(s — 1) —isinn(s — 1) =
= —2isinn(s — 1) = —=2isin(ws — ) = 2isin(mr — ns) = 2isinns

todél i$ (4.1) randame, kad

( Z)S lg-az o mzs—le—az . neie(s—l)ea&aw 0
z = —2isinms ﬁdz+16s ———¢'%d0o
5

1—6 1_86319
-7

Pastaroji lygybé yra teisinga su visais 6§ > 0, todél galime imti § = +0. Tai duoda sarysj

elf(s— l)eaé‘ele
j 1— 6 . _s.i6

-7

ir 65 - 0, nes o > 1.Vadinasi, galutinai gauname, kad

(o]
( Z)S 1 —az o Zs—lez
= —2isinms dz.

1—e 1—e?2

0
IS &ia ir 3.1 teoremos randame, kad
_Z)s—le—az

(
—2mi F(S)J- 1—eZ dz.

{(s,a) =

Teorema jrodyta.
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Integral representations of the Hurwitz zeta-function

(Summary)

Let s = o + it be a complex variable, and o, 0 <x< 1, be a fixed parameter. The Hurwitz
zeta-function {(s, @) is defined, for ¢ > 1, by the Dirichlet series

o1
¢(s,a) = Z m+a’
m=0

Moreover, {(s, a) is analytically continued to the whole complex plane, except for a simple pole
at the at the point s = 1 with residue 1.

In the bachelor work, we consider two integral representations for the function {(s, a). The
first of them involves the improper integral. Suppose that § > 0 and I'(s) denotes the Euler
gamma-function. Then we obtain that, for o > 1 + §, the formula

xS—le—O(X

1 [ee]
f(S;a)=F(S)Oj e dx

is valid.

The second representation of the function {(s, @) uses a contour integral. Suppose that the
contour L starts at 4o, rounds one time the point z = 0 in positive direction, and returns to +oo.
Then we prove that, for all s € C,

(s,a) = — ‘5(12_ s) f (-2 e ™
L

1—e?

We require that the points z = +2mim, m € N do not belong to the contour L.
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