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Ivadas

Konstanta m = 3,14159265358979323846264... yra viena iS paciy svarbiausiy kons-
tanty matematikoje. Jrodyta, kad Sis skaic¢ius yra transcendentusis. Jis gali buti
apibréziamas kaip bet kokio apskritimo ilgio ir jo skersmens santykis. Skaicius 7
daznai atsiranda geometrijoje, harmoninéje analizéje, skaiciy teorijoje ir kitose ma-
tematikos srityse.

Nuo seny laiky Zzmonés bandé surasti kuo tikslesne Sio skaiciaus israiska, pra-
dedant nuo to, kad m ~ 3 ir tesiant dabar, kai, atrasdami efektyvius algoritmus,
superkompiuteriy pagalba Zinome daugiau nei 10'3 Sio skaic¢iaus skaitmeny po kab-
lelio.

Sio darbo tikslas yra parodyti, kaip galima $ig konstantg isreiksti begalinémis
konverguojanciomis eilutémis, begalinémis konverguojanciomis skaiciy sandaugomis,

apibréztiniais tiesioginiais ir netiesioginiais integralais, kaip funkcijos riba.



1 skyrius

Teoremos

1 teorema. Tarkime, jog seka {by, k € N} yra monotoniné ir nykstama. Tuomet

etlute
o

(—1)" by
k=1
konverguoja.

2 teorema. Sakykime, kad funkcija
fe {f:R—HR:f(x—i—ZW) = f(x),Vr €R, f € L' [—71',71’]}

ir, sakykime, kad funkcija f : (xg — 6,20+ ) N{zo} = R, 29 € R yra tokia, kad 3

baigtinés vienpusés ribos taskuose o+ 0 ir 30, : 0 < &y < 9, kad galioja nelygybés:

/51 | f(zo — 1) — f(xo — 0)]
0 t

dt < +o0,

dt < +o0.

/51 |f(zo +1) — f(xo +0)]
0 t

Tuomet taske xo funkcijos trigonometriné eiluté

Qo

5 + Z ay, cos kx + by sin kx,

k=1
kur

1 ™
ak:—/ f(z)coskxdx, k € NU{0},
™ J—m
1 ™

b = —/ f(z)sinkxdz, k € N,
™ J—7
konverguoja tame taske § skaiciy
f(zo —0) + f(zo +0)
5 .
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3 teorema. Tarkime, jog sekos {ay, k € N}, {by, k € N}, {cx, k € N} tenkina sq-

lygas:
lim ap, =z, lim ¢, =z, ap < b, < ¢, Vk € N.
k—o0 k—o0
Tuomet
k—o0



2 skyrius

Kai kurios konstantos 7 israiskos

per baigtinj veiksmy skaiciy

2.1 Konstantos 7 israisky pavyzdziai per apskri-
timo ilg] ir n—macio rutulio turj

IS geometrijos zinome, kad apskritimo, kurio spindulio ilgis yra lygus r, perimetras
C yra isreiskiamas formule

C = 27r.

I$ ¢ia nesunkiai galime pasakyti, kad konstanta 7 yra lygi apskritimo ilgio C' ir jo
skersmens d = 2r santykiui t.y.
C

™= —.

d

Apibendrinkime §j atveji. Yra zinoma [2], kad N—macio rutulio
By ={(@n, 02, ,2a) €R" [ ad +ad+. a2 <),

kurio spindulio ilgis yra lygus r, turio V,, formulé turi iSraiska

Is ¢ia gauname, kad

1 n 1/n
— — (vere < 1)) .
" r2 < " 2 *



2.2 Konstantos 7 iSraiSka per kompleksinio kinta-
mojo z logaritmo funkcijag log 2

Nagrinékime kompleksinj skaiciy z = a + ib, ¢ia a yra skaiCiaus z realioji dalis
Rz, o b yra skaiCiaus z menamoji dalis Iz. IS kompleksinio kintamojo z logaritmo
apibrézimo

log z = log |z| + i(argz + 27n), n € Z
seka, kad logaritmo funkcijos log z realioji dalis isreiskiama vienareiksmiskai, o me-
namoji dalis - nevienareikSmiskai. Taigi,

argz logz —log|z| .

= . Z :
T o o i, n € Z\ {0}
Keletas pavyzdziy: Kai z = 1, tai argz = 0 ir
0 logl—logll] . logl .
= —-—— - . = — . Z
T o o i =T 5, b ME \ {0},
kai z = —1, tai argz = 7 ir
7 log(—1) —log| —1] . log(—1) .
= - — . = — : Z
T . . i =T o 1 i, n€Z\{0},

Kai z=1+41, tai argz = 7/4 ir

log(1+ i) — log |1 + 4] g :>7T:_210g(1+i)—10g2.2, ne7Z\ {0}.

ﬂ':_l_
2n 2n 4dn +1

2.3 Machin’o tipo formulé konstantai 7 iSreiksti

Nagrinésime formule, kuri turi pavidala
1
Marccotx + Narccoty = e M,N € ZU{0}, z,y € Z.

Pakeiskime funkcijos arccotz israiska:

1 z4+1
arccotr = — log -
T T z—1

Tada

Marccotx + Narccoty = flog <x+z> + —log (y_H,) =
)

T —1

Jeigu potencijuosime abi lygybés

L, <x+i>M+110 y+i\\ n
— lo R —
2 B\z i 2i B\ y—i 4

7




puses, tai gausime lygybe

<x+i>M <y+i>N _
- . - = e2 —=1.
x—1 y—1i
Machin’o tipo formulé
1
Marccotx + Narccoty = i M,N € ZU{0}, z,y € Z
egzistuoja tada ir tik tada, kai egzistuoja bent vienas lygties
(a: + z')M y+i\"
. =
T —1 y—1
sprendinys (x,y, M, N) € Z*. Yra tik keturios tokio tipo formulés [7]:
Kai (z,y, M, N) = (5,239,4, —1), tai

544\* /239 +i\"!
< +Z> ( +Z> =1 = 43urc<30‘55—aurccot239:%7

5—1 239 —

Kai (Iyya M7 N) = (2737 ]_’ ]_)7 tal

240\" /3+4\'
< +Z> < +Z) =17 = arccot2+arccot3=ﬁ,
2—1 3—1 4

Kai (xyya M7 N) = (27 772’ —1)’ tai

24 4\2 /T4+4\1
<21—Z) (7i_z> =i = 2arccot2—arccot7:£

Kai (z,y, M,N) = (3,7,2,1), tai

34+4\%2 /7T+i\!
( —H) ( +Z) =i = 2arccot3—|—arccot7:%,

3—i 7—i



3 skyrius

Kai kurios konstantos 7 iSraiskos
begalinémis koverguojanciomis

skaiciy eilutémis

3.1 Konstantos 7 iSraiskos funkcijy skleidiniais Mac-
laurin’o eilute
Yra zinoma [3], kad funkcijos
flx)=(1+2)", z€(-1,1), ae A:=R\ (NU{0})
Maclaurin’o eilute

1+ia(a—1)(a—2}i‘...(a—k‘+1)xk
k=1 :

konverguoja absoliuciai intervale x € (—1,1), kai a € A, bei Sio intervalo galuose
{—=1,1}, kaia € ANn{a € R:a > 0}. Funkcijos f(z) eiluté konverguoja reliatyviai
taske z = 1, kai a € AN (—1,0). Kitais atvejais funkcijos f(x) eiluté diverguoja. I3

c¢ia ir seka, kad

arcsinx:/ow dy :/Om (1+I§:121(21_1) (%1_2)"'(%1_k+1) (_yg)k)dy

V=42 A
o~ 1352k = 1) o S O L
- - R (0L = 1) —-1,1).
TR ek ) TN A



Jeigu Sioje israiskoje jrasysime reikSme x = 1/2, tai gausime konstantos 7 israiska

= k-1t <1 3 5 )
7T—3+622k+1k‘(2k+) 346 s tgg T )

Kadangi
2k — DI (2K (2K)!
k1Rl (2k)11 22k (k1)

tai funkcijos arcsin x laipsniné eiluté turi pavidalg

[e'e) Qk) .I'2k+1
arcsinr = ¢ + Z 2% (k:‘) 2/{: gy

Ve e (—1,1).

Dabar parodysime, kaip galima isreiksti funkcijg arctan z laipsnine eilute inter-

vale z € (—1,1). I8 funkcijos 1755 skleidinio Maclaurino’o eilute gauname, kad

omdy e X —1(=1—=1)-...- (=1 —=n+1) , \k
arctanxr = 72—/0 <1—|—kzl i (y) dy

o 1+vy

- 1+ ()" ) dy =2+ 2 vr e (—=1,1).
[ (vt ay o 3 (-1,1)
IS teoremos 1 seka, kad §i eiluté konverguoja reliatyviai aibéje z € {—1,1}. 1

pastargja eilute jrase reikSme x = 1, gausime eilute

© (—1)F 11
Z = R =
kz:%]zkﬂ 3 s 7T

Si eiluté kartais vadinama Leibniz’'o eilute. Pritkaike funkcijos arctanz skleidinj

Maclaurin’o eilute Machin’o tipo formuléms, gausime, kad, pavyzdziui,

r 1 R G A o (=D

T — darctan ¢ —arctan —— =43 —— L ____

1 arctan ¢ — arctan oo z:: (2k + 1)52k+1 kz:%) (2k + 1)2392k+1
™ 1 1S (DY (D"
1 :arctan§+arctan§ =§W+ZW

3.2 Konstantos 7 israisky pavyzdziai funkcijy sklei-
diniais trigonometrinémis Fourier eilutémis

Funkcija f(z) = x, x € [—m, 7] iSskleisime trigonometrine Fourier eilute. Eilutés

trigonometriniai koeficientai yra

1 ™ 1 T
ak:—/ f(:v)cosk:xdx:—/ zcoskxdr =0, k€ NU{0},

™
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nes pontegraliné funkcija x cos kx yra nelyginé, o integravimo réziai yra vienas kitam
priesingi skaiciai.

(-1 keN.

1 = 2 ™ 2
by, = —/ rsin kxdy = —— <xcosl<:x|6r —/ coskxdx) = z
0

mwJ—7 ™n

Remiantis teorema 2, trigonometriné eiluté

> 9(_1 k+1
Z % sin kx
k=1 k

konverguoja ir yra teisinga lygybe

o 9 (_1)kt! x, lz| <m,
> (=1) sin kx = 2
k=1 k 0, |z|=m.

Jeigu j eilute jrasysime reikSme x = 7/2, tai

(_1)k+1 _

Funkcija f(x) = 22, x € [—7, 7] iSskleisime trigonometrine Fourier eilute. Eilutés

trigonometriniai koeficientai yra tokie:

1 /= 1 /= 2 (7
ax = —/ f(z)cos kxdx = —/ 2% cos kxdr = —/ r*dsin kx
™ J—7 -7 wk Jo

m
2 2 fm 4(-1)f
:<xQSinkx]6r+/ xdcoska:): (=1) , keN,
k n Jo

T k2

1 ™
by = —/ f(x)sinkzdr =0,k € N.

T J—7

Tada funkcijos 22 trigonometriné Fourier eiluté

ag = (1"
7_,_42 5 — coskx,
2 =k

remiantis teorema 2, koverguoja, o jos suma yra lygi 22 t.y.

G 453 (1" cosk 2z € [m, 7
— r=x° x€mm
3 = ]{:2 ) )

n2 49 16 7
o jeigu jrasysime dydj x = 0, tai turésime, kad

ﬂj_i(_1>n+1_1 l_i_} 1
12 n2 4 9 16 7

n=1

11



Sudéje sias dvi eilutes, gausime kitg eilute t.y.

=1 1 1 1
R [V R
8 Z(2n—1)2 ottt

n=1

o jas atéme vieng iS kitos, gausime, kad

24 “~— (2n)2 4 16 36 64

Jeigu ieskotumeéme funkciju f(z) = 2™, m € N, z € [—7, ] Fourier eiluciy, tai

gautume konstantos 7' israiskas.

12



4 skyrius

Kai kurios konstantos 7 israiskos
integralo, ribos, begalinés

sandaugos pavidalu

Parodysime, kaip konstanta m galima isreiksti begaline sandauga

0o 4’/’L2
7r:21:[1rl2_1.

Nagrinékime apibréztinj integrala

w/2
I, := / sin” zdz, n € NU{0}.
0

w/2 /2
I, = —/ sin" ' xdcosx = (n — 1)/ (1 — sin® x) sin" 2 xdx
0 0
=n—-1){[I2—1,), YEN\{1}.

IS ¢ia gauname, kad
n—1

I, = n In_g,VEN\{l}.

Pastebime, kad jeigu
sin"x <sin" ', Vo € [0,7/2], Vn € N,
tai
w/2 w/2
I, = / sin” xdz < / sin" ' aodr = I,,_1, Vo € [0,7/2], ¥n € N.
0 0
IS ¢ia seka, kad

I,
]n—l

<1, VnelN

13



Be to,

—1 —1
[n = z In72 = n Infla Ve N.
n n

Vadinasi,
n—1 < 1,
n = In—l

<1, VnéeN.

Remiantis teorema 3, is pastarosios nelygybeés seka, kad

. I,
1m
n—00 [nfl

=1

Dydzio I, iSraiska priklauso nuo to, ar skaic¢ius n yra lyginis, ar nelyginis t.y.

%k -1 2—3 1 7
br=— oy g g FeEN
o% 2% —2 9

Ly = : R |
M T o1 2k —1 g L keEN

Tada

. Lo i 2-4-6-...-2k 2:4-6-...-2k 2
lim = lim . R
k—oo  Igy, k=00 3-5-7-...-(2k+1) 1-3-5 s

Is cia seka, kad
00 4k’2
oTT —— =
kl;[l w1 "

Si sandauga kartais vadinama Wallis’o sandauga.

00 2
sinx:x-H<1— v )

2.2
E—1 n=m

Yra jrodyta [5], kad

Sioje israiskoje atlike pateikima x = 7t, turésime, kad
00 t2
sinmt =7t - [ (1—>‘
k=1

Kai t = 1/2, tada

Gama funkcija
+o0
['(2) ::/ u* e "du
0
yra netiesioginis integralas, priklausantis nuo parametro z : 8z > 0. Gama funkcija

tenkina tokig lygybe:

()~ [ G

Parodysime, kaip ja gauti. Matematingje analizéje [4] yra jrodoma pildinio formulé

(@)1 —x) = , Vo € (0,1),

sin wx

14



kurioje, jrase reiksme x = 1/2, gausime, kad

(B r(1-2) == o)

Matematinéje analizéje yra jrodoma [4], kad Gamma funkcija I'(z), z € {r e R: x

galima iSreiskti begaline konveruojancia sandauga

1 ol ac
e 1 -2
Tz~ "° nr:[l( * n> "

kur v yra Eulerio-Mascheroni konstanta. Si sandauga kartais vadinama Weierst-

rass’o sandauga. Joje jrase reikSme x = 1/2, turésime, kad

1 1,5 1 1
= Ze2 1 o,
NZs 2° 711;[1 ( * 2n> ¢
Logaritmave Weierstrass’o sandaugos abi lygybés puses, gausime israiska:
log —— — log # + +§j(1 (1+x> x)
0 =logx x o) - —=—.
i I'(z) srT k=1 i n n

Diferencijuokime gautaja israiska kintamojo x atzvilgiu, tada gausime lygybe

[(z) _

“T(x) +7+Z( 1)’

n+zx n

kurioje jrase reiksmes x = 1 ir x = 1/2, gausime, kad

v=-T"(1) = — /OOO e “logudu

ir

B 1y F/(%) 1 e "logu
\/__F<2>__2+7+22;il(7;2—}1)_1—'yo Vi

Diferencijuokime Weierstrass’o sandauga dar karta kintamojo x atzvilgiu:

F//F _ (F/>2 1 e’} 1
— () ==+> —.
F2 ( ) xz kz::l (x +n)2

Tada, pastarojoje israiskoje jrase reikSme x = 1 turésme, kad
2

% = +T7(1) = —* +/ e “log® udz.
0

Jeigu Gama funkcijos I'(x) nepriklausomas argumentas z € N, tai $i funkcija
skai¢iui x priskiria skaic¢iaus x — 1 faktorialg (z — 1)!. Matematinéje analizéje [3] yra

irodoma Stirling’o formulé

Iz+1)=al~ 27rw(x> , T — 00,
e

15
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is kurios galime isreiskti konstantos 7 israiska t.y.

’ 62901.!2
= 1m —k—.
z—00 Yp2z+1

Konstantos 7 israiskoms rasti, pasinaudokime Riemann’o apibréztinio integralo

apibrézimu [3]. Nagrinékime intervale = € [0, 1] apibréztinius integralus

1
A::/ \/1—x2dx:%,
0

™

1 1 s 1 1
Bim [ =2, 0= [ ——du =T
0 V1—2a2 ‘ 2 0 V1—2a2 v 4
Intervalag x € [0, 1] padalinkime j n lygiu daliy ir sunumeruokime intervalo taskus

1-0

Ty =

Tada

oVt —k2 2
| L = n T
C=lm 2 @ na)=lm) oo =g

Matematingje literaturoje [1] yra sutinkamas integralas

1]oo(1 - 7P
J::/ de,pe]&p>0.
0 x

Pasinaudodami funkcijos log(1 4+ ) Maclaurin’o eilute

0o k—l
log (1+2x) =

x € (—1,1]
k=1

apskaiCiuosime integralg J:

1 1 OO . k—1 1 oo (_1)k—1 %) (_1)k—1 1
pkd _ / pkfld — / pkfld
/ T T 0 kgl 71{: T T Z 0 X X

k=1 k

e

pk ‘ 12p

Analogiskai, pasinaudojant funkcijos log (1 — x) Maclaurin’o eilute

> 1
log(1—xz)=—>)_ —aF 2 e (0,1),
=
galime apskaiciuoti, kad
Log (1 — a1 2
]::/ de:—ﬁ—, geR, ¢g>0
0 T 6q

16



Expressions of constant 7

Summary

In this work we showed expressions of constant 7w. This constant can be expanded into
Maclaurin’s series or Fourier series. This constant can be expressed as infinite product of
real numbers, or definite integral. Also, the constant w can be expressed as finite sum of

arctangents. As we can see there are many ways how to express this constant and it can

arise in many branches in mathematics.

17
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