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1. TVADAS

Tarkime, kad f (x) yra kuri nors reali funkcija, apibrézta intervale [a,b]. Tuomet suma

zezﬂif (m)

as<ms<b
yra vadinama trigonometrine arba eksponentine suma. Cia i = J-1 yra menamasis vienetas.
IS Zinomos formulés,
e =cosa+isina,
teisingos su visais realiais a, turime, kad
e = cos(2A4 (M)) + i sin(2A4 (m)),
ir §i lygybé pateisina trigonometrinés sumos pavadinimg.

Trigonometrinés sumos yra placiai naudojamos analizinéje skai¢iy teorijoje, vertinant
jvairias sumas, susijusias su Rymano dzeta funkcija arba kitomis funkcijomis,
apibréziamomis Dirichlé eilutémis

(s),s=o+it.
Pademonstruosime tai Rymano dzeta funkcijos atveju. Primename, kad funkcija £(s)
pusplokstuméje o >1 yra apibréziama Dirichlé eilute
=1
g(s)= ;F
ir yra analiziSkai pratgsiama | visg kompleksing plokStuma, iSskyrus paprastaji poliy, taske
S =1 su reziduumu 1. SprendZiant jvairius uzdavinius yra reikalingi funkcijos dzeta jverciai

jvairiose srityse. Siam tikslui yra naudojamos vadinamosios artutinés funkcinés lygtys,

kuriose funkcija £'(s) iSreiSkiama baigtinémis sumomis su liekamyjy nariy jverciais. Pati

paprasciausia i$ tokiy artutiniy lygc¢iy galioja srityje 0 < o, < 2, |t| < 7zX ir turi pavidalg [3]

HOEDIEE. :

> ot o(x) (1.1)

¢ia g,(x) =0(9g,(x)),9,(x) >0, x e X, reiskia ,kad egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad su
VX € X yra teisinga nelygybé

|9, ()| < cg, (%)
Formulé (1.1) rodo, jog norint jvertinti funkcija £(s) reikia mokéti jvertinti suma

1
IES

m<x

Sios sumos jvertinimg nesunku iSreiksti trigonometrinés sumos jvertinimu. Turime kad



IS ¢ia gauname jvertj

Ze—itlogm

m<y

J (1.2)

¢ia mes pasinaudojome zinoma nelygybe [3], kad jei a, > a,...>a, >0,0 b;,b,,...,b, yra bet

1
DS =0[rpgx

m<x M

kokie kompleksiniai skaiciai, su visais m € M tenkinantys nelygybe
b, +...+b,| <c,
tai tada
lab, +...+a,b,|<ca,.
Taigi, i§ (1.1) ir (1.2) matome, kad funkcijos ¢'(S)jvertinimas yra suvedamas j

trigonometrin€s sumos

ZeZﬂif(m)

m<y
—tlogx . ..
su f(x)= Ty jvertinima.
V4

Yra jvairiy buidy trigonometriniy sumy jvertinimui. Vienas i§ tokiy biidy pakeicia
trigonometrinés sumos jvertinimg jvertinimu trigonometrinés sumos, kurioje f(x) yra kurio
nors laipsnio polinomas. Bakalauro darbo tikslas yra pademonstruoti §] metoda, gauti

trigonometrinés sumos, kai f (x) yra 2-0jo laipsnio polinomas, jvertj ir tai pritaikyti sumos

Ze—it logm

a<ms<b
jvertinimu.

Galima nagrinéti dar sudétingesnes kartotines trigonometrines sumas

Z".zeszl(m1)+...+2mf,(mr) _
m me

¢ia m,...,m, perbéga baigtinj reik§miy skaiciy, o f,(X),..., f, (X) yra atitinkamose srityse
apibréztos realios funkcijos. Tokiy trigonometriniy sumy teorija buvo sukurta [1]

monografijoje.



2. TRIGONOMETRINE SUMA SU POLINOMU

Siame skyrelyje nagrinésime trigonometring suma

S = ZeZm'f(m) ,

a<ms<b

kurioje f(m) yra, tarkime, k laipsnio polinomas, t.y.:

f(x)=a,x"+a_,x"+..+a,,a, =0.
Parodysime, kad sumos S jvertinimg galima pakeisti gana paprastos sumos vertinimu, kai
polinomas f(x) yra 1-ojo laipsnio. Tikrai, Zzymédami z Kompleksinj jungtinj skaiciaus z, i3

lygybés |Z|2 =71, galime paraSyti, kad

|S|2 _ S§ _ ZeZ;zif(m)ZeZHifu) _ Zezzﬁf(m)ze—zzﬂf(l) _ Zzezm(f(m)—f(k» , (2_1)
™ I m k m |

Cia, trumpumo délei, vietoje a < m < brasome tiesiog m. Tas pats ir antroje sumoje pagal k .

Tegul dabar | =m—r. Tuomet i$ (2.1) lygybés turime, kad

|S|2 _ ZZeZﬂi(f(m+r)—f(m)) < Z
r m r

. 2.2)

Ze27zi(f (m+r)—f (m))
m

Nesunku matyti, kad
f(m+r)—f(m)
jau yra polinomas, kurio laipsnis yra vienetu mazesnis uz polinomo f (m) laipsnj, nes
auksc¢iausias m laipsnis susiprastina.
Taigi, jau turime k —1 laipsnio polinoma. Sia procediirg pakartoje k —1 karty, matysime,
kad pakanka mokéti jvertinti gana paprasta suma
Z, = ZeZni(alm+az) _

a<m<b

Taigi, suma S jvertinsime, jei turésime sumos Z, jvertj.

2.1 TEOREMA. Teisingas jvertis

1
2| ———.
| l|<|sin7za1|

Jrodymas. Zinome kad geometrinés progresijos b;,b,q,...,b,q"" sumai
S,=b, +bqg+..+bg""
(Cia b, yra geometrinés progresijos 1-asis narys, 0 q yra jos vardiklis) yra teisinga formulé

S = bl(l_qn) .

T (2.3)



Suma Z, galime uzraSyti pavidalu

Z, =™ N etman, (2.4)

a<ms<b
Nariai po sumos Zenklu sudaro geometring progresija, kurios b, = e**®"% o vardiklis
q =e®™ . Todél pagal (2.3) formule
27i(a+l)a, 27i(b+l)ay

ZeZnialm — € —€
1— eZﬂial

a<ms<b

Taigi, i§ (2.4), kadangi ‘ez”ic =1 su bet kuriuo ¢ € R, gauname nelygybe

‘e27zi(a+l)a1 27i(b+1l)a

+

2

|Zl| < - ‘1_62,,1'31

‘1 —e 27Zial

Zinome, kad |Z| = |X+ iy| =X’ +y%,Xx,yeR. Todél

‘1 —e 27y

=[L—cos 27, —isin 2@, | =|(1—cos 27, ) —isin 27, | =

= J—cos27m,)? +sin? 27a, = /1—2cos 27, +Cos? 27, +sin? 27, =
=\/2-2c0s2m, =,/2(1-cos2m,) =

Jasin? ma, =2sinma,|. (2.5)

.. : : ., a .. o o o
Cia mes pasinaudojome formule 1—cos r = 2sin? > Taigi, teoremos tvirtinimas i$plaukia i8

(2.4) ir (2.5).

Dabar jvertinsime trigonometring sumg su kvadratiniu polinomu. Tegul

r
_ 27i(am?+bm)
Z, = :
m=1

2.2 TEOREMA. Teisingas jvertis

r-1 . 1
Z|P < 2 — .
1z  <r+ ;mm(r’|sin27zam|J

Irodymas. Remsimés skyrelio pradzioje apraSytu metodu, t.y., 2-o0jo laipsnio polinoma
keisime 1-ojo laipsnio polinomu ir panaudosime 2.1 teorema. IS sumos Z, apibrézimo

turime, kad

_rr ) . L SR
2, =2,Z, =Y Y e o zatel ol _ 52§ zdtantomal o0 (5 )
m=1 1= m=1 1=

Tegul | =m—k . Tada

am® +bm—al® —bl =am?® + bm—-a(m—k)* —b(m—k) =



=am? +bm—am? + 2amk — ak? —bm + bk = 2amk —ak? + bk .

IS ¢ia ir (2.6) randame, kad

roor-l . r-1 . r .
|Zz|2 _ Z ZeZm(Zamk—akzmk) _ Z e2m(—ak2+bk)ze4mamk _ (2.7)
m=1k=—r+1 k=—r+1 m=1

Cia mes pasinaudojome tuo, kad 1<1<r, todél —r+1<k <r-1.

Taigi,
2 S | 24(-ak?+bk) N . riamk S | 2:4(-ak? bk ||\ asiamk S N> aamk
|Z| < z e 7i(—ak + )Ze damk | _ z e 7 (—ak + )‘ze damk | _ z ze am| .
k=—r+1 m=1 k=—r+1 m=1 k=—r+1|m=1

Kadangi [e***™| =1, tai i§ &ia ir (2.1) teoremos su a, = 2ak gauname nelygybg

r-1 r-1

. 1 . 1 = 1
7% < = |- = =r42 S —
| <k_zr:+1mm[r’|sin27zak|} r+k_§k¢0mln[r’|sin27zak|} r+ kz_llmm(r'|sin27zak|J

|2



3. TRIGONOMETRINIU SUMU TAIKYMAS

Siame skyrelyje jvertinsime trigonometring suma

azz itlogm S 1

S = 97 = — .
m=a, +1 m=a, +1 mlt
Tokia suma atsiranda nagrinéjant Rymano dzeta funkcijg [2]

0

a®=z£@a>x

1

kuri yra aproksimuojama baigtine suma

s-1

l+O(x"’),

4@=Z$+X

m<x S—

kai |t| <zx ir 0< o, <o <2.Taigi, mes panagrinésime baigting suma

a, 1

3 H
m=a, +1 m

kai o =0.

3.1 TEOREMA. Tarkime, kad a, < 2a,, 23/t <a, <ct sukuriuo nors t >0, tuomet su

pakankamai dideliais t > 0 yra teisingas jvertis

1
S = 0(y/a, ¥/tflogt + O(a,t ° logt).

Irodymas. Naudosime Zymenis

¢ia [u] yra skaiciaus u sveikoji dalis, t.y., didZiausias sveikasis skai€ius nevirSijantis U. IS

apibrézimo ir teoremos salygy iSplaukia, kad yra teisingas jvertis

a
n=0(2)=0@Eh). (3.1)
a
Sumg S uzZrasome trumpesniy sumy, sudaryty i§ ¢ démeny, suma. Turime, kad
a+a a+2a a, )
S=(D + D At D)= 4y 44>, (32)
m=a; +1 m=a;+a+1 m=a;+na+l 1 2 n+l
Cia
a+ka

Y= Dle™m k=1..,n+l

k m=a, +(k-1)a+1

Apibréziame pagalbines sumas



2 [ m 1m? a tm? tm
S':Eexp{_'(aﬁla 2(a, +la)? ]} mZ { (47r(al+|a)2_27z(al+la)j}

Matome, kad po eksponentés zenklu yra 2-ojo laipsnio polinomas, todél suma S, galime

jvertinti remdamiesi 2.2 teorema. Taigi, yra teisingas jvertis

a-1
S < a+2min a, !

33
" (3.3)

sin———
2(a, +la)?

. .. . . . . a, —a .
Sumy Z jvertinimui naudosimés tokia pastaba. Tarkime, kad k =2,t >1,—2—1 < Et Sir
k

{— It[ m ;r;lz ]H <K, (3.4)

kai a, <a, —a,. Tuomet jrodysime, kad yra teisingas jvertis

ie-““’gm =0(K). (3.5)

m=a, +1

Tikrai, remdamiesi elementariyjy funkcijy skleidiniais laipsnine eilute, gauname, kad

a . H-d -3 —it(loga1+loga+m)) 8- Jog+— )
Z e—ltlogm — z e—ltlog(m+a1) — Z e a —|t|ogal Z e a _
m=a,+1 m=1 m=1

—itlogalaz_al i m_ m? RIERTY: m?
—e ;exp{ It(al 2a2J+It£( 1) 3a13+"']}
% [m m?
Eexp{_'{a_fml ]}Z (t)( j

Cia a, (t) yra koeficientai, gaunami skleidziant eksponenting funkcija
[ m® a,’
exp< —it ) R S
{ (Saf’ 4a,’* J}

=Z.;a ()5 Zm exp{ |t(a—l—ng<

l

IS ¢ia turime, kad

ay
—itlogm
2.

m=a,+1

IS Cia iSplaukia, kad

ay

Ze—it loga,

m=a,+1

gi Na, —a,)" 2K = 2K2|a (t)|( aiaj <




1)’ 2

Cia pasinaudojome geometrinés progresijos sumos formule su pirmuoju nariu 1 ir vardikliu
a;—aq 1 - - -
—— =3 bei padaryta (3.4) prielaida.
1
. .. X . . . o 1 _1
Dabar jvertinsime sumas Zk . Siose sumose sumavimo intervalo ilgis &< Sait 3,0

maziausias intervalas prasideda taske a; + 1, tod¢l galime taikyti tik kg panaudotg jvertj

(3.5), o vietoje k panaudoti jvertj (3.3). Taigi turime, kad

> =0(K,) (3.6)
Su
2
a-1
K, = a+2min o ——
=i tk
2(al + Ia)z

Dabar jau néra sunku jvertinti ir sumg S . I$ (3.2) ir (3.6), pasinaudoj¢ zZinoma nelygybe

1 1

1
(a + b)z < az + bz, teisinga su visais ne neigiamais a ir b, randame, kad

1 n+l| a-1
S=0[(n+1)a? [+0] D[ > min a,_; =
k=1| 1= sintl
2(a‘1 + Ia)z
1
2
1 la—l n+1 1
=0(na?)+0| n2 min| «, - (3.7)
— = sintl
2(a, +kar)?|




Kad galétume jvertinti suma su sinusais, jvertinsime gretimy reiskiniy po sinuso Zenklu
skirtumg. Nesunku matyti, kad
tl B tl _tl((a + (k+ 1) ©)? — (a; + k )?)
2(a; + k )2 2(a; + (k+1) x)? 2(a; + k «)%(a; + (k+ 1) x)?
_ tlo(2a; + (2k+1) x)
2(ay + k )%(a, + (k+ 1) x)2°

Matome, kad Sios lygybés desinioji pusé yra ne mazesné uz dyd;j

c « tl

3
ay

su kuria nors konstanta ¢ > 0.
Prisiming dydzio « apibrézima, matome, kad §i pusé yra ne mazesné uz dydj

c,|
-, ¢>0.
a

Tai reiskia, kad toms k reikSméms, kurioms trupmena

tl
2(aq + k x)?

. . . . 1 ) e .
priklauso intervalui pavidalo (rn, (r + —) n) ,7 € N, sinuso reikSmés |sin —————|,
2 2(aq+kx)?

.y . . . L Col o oL oy .. . v
1§skyrus vieng, bus didesnés uz % I$skiriame tg reik§me Kk , kuriai trupmena po sinuso Zenklu

o . _— . ey . . L 2cl
yra artimiausia rm. Visos minétos sinuso reik§més, i§skyrus dvi bus didesnés uz % , Ir taip
toliau. Cia mes pasinaudojome tuo, kad atstumas tarp gretimy trupmeny po sinuso Zenklu yra

. v . . C1l . . . v - . oy .
ir mazesnis uzZ a—lz Remdamiesi teoremos sglygomis, turime i§ viso n + 1 tokig k reikSme ir

1
n = 0(t3). Todél visos tokios reiksmés duoda jvertj

2 2 2 2 2
a+0 &L+ & 4+ 2 =0:+Oa—zl —a+0| % logn |=
| 2l (n+1)l |~ m |

2 2
=a+0(aTlogt]=Oa 'Iogt, (3.8)

Kadangi turime, kad 1 <[ < a — 1.
Mes nagrin¢jame intervalus, kuriy ilgis yra g, 0 i$ viso turime n + 1 k reikSmiy ir atstumas
tarp gretimy trupmeny yra O (#) IS ¢ia i$plaukia, kad tokiy intervaly skaicius yra

jvertinamas dydziu



O(n—lz + 1).
(04

Si pastaba yra (3.8) jvertis mums duoda jvertj

2
=0(nlogt)+ O(al— Iogt].

IS 8iy jverciy ir (3.7) iSplaukia, kad misy pagrindinei sumai S galioja jvertis

1 lga aZ 2
S :O(naz}to[nZZ[nIogt+TIogtD =

1=1

N

1

= O(nai}t O[na; (log t);j +0 na%(log t);[zlljz =

I<a

=0 (na;J + O[na;— (log t);J + O(nia IogtJ =
:O(na;(Iogt);}ro(n;alogt) (3.9)

1 1
Pagal salyga turime, kad n = O (ti) ira=0 (alt_E). Todél i§ (3.9) gauname, kad

1

1 1 1
s=0 <afte(log t)i) +0 (alt_glog t).

Taigi, gavome teoremos tvirtinima.
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Estimates for trigonometric sums

Sandra Kalinauskaité

(Summary)

Let f(x),x € [a, b], be a certain real-valued function. Then a sum
ZeZﬂif(m)’i :\/__1,
a<ms<b
is called a trigonometric sum.
Trigonometric sums appear in many problems of mathematics, however, analytic number
theory is one of the widest areas of applications of such sums.

In the bachelor work, we estimate the trigonometric sum

az az
1 .
S = E _ — § g~ itlogm
mlt
m=a;+1 m=a;+1

related to the Riemann zeta-function £(s), s = o +it, defined, for o >1 by the series

£(s) = zmi

and by analytic continuation elsewhere. Using the restrictions a, < 2a; and 2Vt < a; <t

with sufficiently large t > 0, we obtain that

S = O(Ja_li/fw/lg t) + Oalt_% logt.



