VILNIAUS UNIVERSITETAS
MATEMATIKOS IR INFORMATIKOS FAKULTETAS
TIKIMYBIU TEORIJOS IR SKAICIU TEORIJOS KATEDRA

Linas Klimavicdius

Algebriniy skaiciy multiplikatyvusis
priklausomumas

Multiplicative dependence of algebraic numbers

Bakalauro baigiamasis darbas

Leidziu ginti ...... ... ... oo i

Darbo vadovas doc. dr. Paulius Drungilas

Vilnius 2017



Turinys

1 Sasajos su kitomis problemomis
1.1 Prouhet-Tarry-Escott problema . . . . . . .. ... ... ... ....

1.2 Sasajos su normos multiplikatyvumu virs racionaliyjy skaic¢iy . . . . .

2 Antro laipsnio algebriniai skaiciai
2.1 Kvadratiniy agebriniy skaiciy priklausomumas bendru atveju . . . . .

2.2 Skaic¢iavimai, padedantys ieskoti algebriniy skaiciy ilgius . . . . . . .

3 Aukstesnio laipsnio algebriniai skaiciai
3.1 Teorema apie treciojo laipsnio sveikyjy algebriniy skaiciy ilgj . . . . .
SUMMATY . . . . ot e
Literatura . . . . . . . . . .

Priedai . . . . . . . .



Ivadas

Siame darbe nagrinéjama algebriniy skai¢iy multiplikatyvumo problema. Algebrinis
skai¢ius a vadinams priklausomu virs aibés M C Q, jeigu skaiciai o + x;,x; €
M yra multiplikatyviai priklausomi, t. y. egzistuoja tokie skaiciai x1, o, ..., Ty,

Y1, -, Yn € M, kad
(a+x)(a+xz)...(a+zn) = (a+y)(a+y2) ... (@4 yn). (1)

Jeigu algebrinis skaic¢ius a priklausomas virs aibes M, jam galima apibrézti ilgj
I(c, M) kaip maziausia jmanoma (1) tenkinantj skaiciy m +n. Siame darbe nagri-
néjamos mazy laipsniy paslinktyju algebriniy skaic¢iy multiplikatyvumo savybés.

Paslinktyjy sveikyjuy ir racionaliyjy skaiciy multiplikativusis priklausomumas yra
paprasta ir iSspresta problema. Jos paprastumas kyla is to, kad racionaliuosius skai-
¢ius galima sandauga issireiksti virs pirminiy bazeés ir yra zinoma, jog pirminiy skai-
¢iy yra santykinai nedaug tarp sveikujy skaiciy, asimptotiskai ju yra ~ N/log(N).
Is to seka, kad visiems r € Q kazkokiam N skaiCiai r + 1,7 4+ 2,...,r + N turés
maziau nei N skirtingy pirminiy dalikliy ir bus multiplikatyviai priklausomi.

Sis argumentas neveikia aukstesnio nei 1 laipsnio algebriniams skai¢iams. Nors
skaic¢iy kuno Q(«) sveikyju skaic¢iy ziedo idealams galioja vienareikSmisko isskaidy-
mo teorema, taciau bendru atveju néra pakankamy rezultaty apie pirminiy idealy
tankj Siuose zieduose.

Cassels [2] parodé, kad visiems algebrinimas iracionaliesiems skai¢iams « pakan-
kamai dideliems N bent puseé skaic¢iy o + 1, + 2,...,a + N bus multiplikatyviai
nepriklausomi. Sis teiginys rodo, kad daug skai¢iy nepriklausomy, ta¢iau nepasako,
kada tarp juy bus priklausomy. Iki Siol néra zinoma, ar egzistuoja toks «, kuriam
visi skaiciai o + n,n € Z yra multiplikatyviai nepriklausomi.

Algebrinio skai¢iaus multiplikatyvusis priklausomumas yra svarbus tiriant Ler-
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cho dzeta funkcijos nuliy pasiskirstyma ir universalumo savybe (zr. [4, 5]).

Drungilas ir Dubickas [3] irodé, kad bet kuris kvadratinis algebrinis skai¢ius
« yra miltiplikatyviai priklausomas virs Z; = {z € Z | * > t} su bet kuriuo
t € R ir teisinga nelygybé l(«,Z;) < 8. Be to, jie jrodé, kad kiekvienas kubinis
algebrinis skaicius « yra multiplikatyviai priklausomas virs Q ir teisinga nelygybé
[(a,Q) <=8.

Siame darbe jrodyta tokia teorema:
1 teorema. Turkime, kad a,c ir m — tokie sveikieji skaiciai, kad ¢ # 0 ir
12am — 3m?* — 1| > |c|(|a] + |¢| + 1).

Tada daugianaris * + ax® + (2am — 3m? — 1)z + ¢ yra neredukuojamas, o jo Saknis

a yra multiplikatyviai priklausoma virs Z ir teisinga nelygybé (o, Z) < 4.

Be to, jrodyta, kad is$ algebrinio skaiciaus multiplikatyviojo priklausomumo is-

plaukia jo minimaliojo polinomo reikSmiy aibés multiplikatyvusis priklausomumas.



1 skyrius

Sasajos su kitomis problemomis

1.1 Prouhet—Tarry—Escott problema

Tegu x = (71,79 ...,14) € Z%. Pazymékime o1(x), 09(xX), ..., 04(x) elementariasias
simetrines funkcijas: o1(x) = 1 + 22 + -+ + x4, 02(X) = 19 + Tox3 + -+ +

T4 1T, - .., 04(X) = X129 ... x4. Suformuluosiu ir jrodysiu tokia teorema:

2 teorema. Tegu v — algebrinis skaicius, kuris néra sveikasis algebrinis skaicius ir
kurio minimalusis daugianaris yra P(z) = a2 a2 4 - ay. Jei skaiciui o
teisinga (1) lygybé, tai l(o,Z) = 2d, o lygybé galioja tada ir tik tada, kai egzistuoja
tokie du skirtingi vektoriai x,y € Z2, kad (o1(x) — o1(y) : o2(x) — o2(y) @ -+ :

on(z) —on(y) = (a1 ag s -+ 1 ag)

Irodymas. 18 pradziy jrodysiu, kad galiojant Sios teoremos salygoms (1) lygybéje
m = n. Tarkime priesingai, m # n. Neprarasdami bendrumo galime tarti, kad
m > n, tai reiksty, kad « yra daugianario Q(t) = (t+x1)(t +22) ... (t+xp) — (t+
y1)(t+y2) ... (t+y,) saknis. IS to seka, kad Q(t) dalinasi is P(t), t.y. IR(t) € Z[t],
toks, kad Q(t) = R(t)-P(t). Sulygine laipsnius prie vyriausiyjy koeficienty gauname,
kad 1 dalinasi i$ a, tac¢iau tai reiksty, kad « algebrinis sveikasis, priestara. Taigi
m = n. Tada daugianario (Q(¢) narys t" issiprastina. Taigi d — 1 = deg(P(t)) <
deg(Q(t)) < n— 1. Tada l(o,Z) = 2n > 2d. Jeigu galioja lygybe, tai Q(a) =
(@+a0) (@t a2) (@t a0) = (@+p) (@t (ot m) = (r(z) -
01())a + (095(x) — 32(4))a2 + -+ + (0u(x) — 5uly)) = 0. Q1) laipsnis sutampa
su minimalaus « daugianario laipsniu, tai Q(t) = C - P(t) kazkokiai konstantai C.

Taigi $iy daugianariy koeficientai proporcingi, t.y., (01(x) — 01(y) : 02(x) — 02(y) :
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crop(x) —on(y)) = (a1t ag : -+ 1 ag), ka ir reikéjo jrodyti.
Prouhet-Tarry—Escott problema klausia, ar duotiems n, k € N, n > k egzistuoja
du skirtingi sveikyju skai¢iy rinkiniai a = (ay,as,...,a,),b = (b1, bs, ..., b,) tokie,

kad

n

n
> a3
j:

j=1
j=1,2,...,k Pasinaudojant Vieto teorema, nesunku jsitikinti, kad, jeigu n = k, tai

rinkiniai sutampa, todél n > k. Sudétingiausias klausimas lieka, kuriems n Sis tei-
ginys galioja kai k = n — 1. Atsakymas j §j klausimg yra teigiamas, kai 3 < n < 10
ir kai n = 12, tac¢iau néra zinomas jokiam kitam n. Kadangi elementariosios si-
metrinés fukcijos vienareiksmiskai nusakomos simetriniais Niutono daugianariais,
(oj(a) = o(b), j = 1,2,...,n — 1 Taigi taip suformuluotas klausimas yra ekviva-

lentus teiginiui

(o1(a) — o1(b)) : (02(a) —oa(b)) : ---: (on(a) —on(b)) =(0:0:---: 1),

1.2 Sagsajos su normos multiplikatyvumu virs ra-
cionaliyjy skaiciy

Nagrinékime skaic¢iy kuna Q(«). Tegul 8 € Q, o Nm() - skaic¢iaus  norma pléti-

nyje Q C Q(«) (7r. [6]). Zinoma, kad norma Nm : Q(a) — Q yra multiplikatyvi,

t. v,
Nm(By) = Nm(B)Nm(y), B,7 € Q(a).

Tegu P € Q[z] - algebrinio skaiciaus « minimalusis daugianaris, kurio koeficientas
prie vyriausiojo nario lygus 1. Tegul o = ay, s, ..., a, — visi « skirtingi algebri-
niai jungtiniai skaic¢iai. Tada P(x) = (x — a1)(x — ag) ... (x — ag). Bet kuriam
racionaliajam skaiciui r teisinga lygybe

Nm(a+7r)=(aa+r)(aa+7r)...(@a+7)=

= (=D (=r — ) (=r —ag) ... (=1 — ag) = (=1)*P(=7).

Taigi suskaiciave abieju (1) lygybés pusiy norma, gauname

(=)™ P(~a1)P(~a2) ... P(=2y) = (=1)"'P(=y1) P(=y2) ... P(~yn)-

Pakeéle kvadratu, gauname

P(—21)?P(—x2)*... P(—2)* = P(—y1)*P(—12)*. .. P(—yn)*.



Vadinasi, jei algebrinis skaiCius « yra multiplikatyviai priklausomas virs M, tai

racionaliyjy skaiciy aibé {P(—m) | m € M} yra multiplikatyviai priklausoma.



2 skyrius

Antro laipsnio algebriniai skaiciai

2.1 Kvadratiniy agebriniy skaic¢iy priklausomumas
bendru atveju

Realiajam skaiciui ¢t pazymékime Z; sveikuosius skai¢ius, didesnius uz arba lygius ¢.
Drungilas ir Dubickas [3] jrodé, kad visiems antrojo laipsni algebriniams skaiciams «

egzistuoja toks pirminis p, kad bet kokiam realiajam ¢ egzistuja be galo daug lygties

pla+z)(a+22) = (a+y1)(a + y2)

sprendiniy sveikaisiais skaiciais x1, x9,y1,y2 > t. IS to seka, kad paéme du tokius
sprendinius (x1, o, Y1, Y2) ir (¥s, Y4, T3, T4) ir sudaugine atitinkamas multiplikatyvaus

priklausomumo lygybes, gauname
(a+z)(a+ z2)(a+ x3)(a+ 24) = (@ +y1) (@ + y2) (0 + y3) (a0 + ya).

Vadinasi, visi antrojo laipsnio algebriniai skaiciai o yra multiplikatyviai priklausomi
virs Z;. Be to,

(o, Zy) < 8. (2.1)

Straipsnyje taip pat iSkeliama hipotezé, kad §i nelygybé yra griezta, tai yra, eg-
zistuoja toks antro laipsnio algebrinis skai¢ius « ir realusis ¢, kad I(«,Z;) = 8 ir
kaip galimg pavyzdj pateikia daugianarj 2a? + 3 ir teigia, kad atlikus skai¢iavimus,

programa rado, kad jokiems x1, x9, 23,1, Y2, y3 € {1,2,...,1000} negalioja lygybé

(a+x1) (@+mx) (a+z3)=(a+y1) (@+1y2) (a+y3).



IS tiesy, Sis teiginis néra tesingas. Pavyzdziui, tegul

X = (21, x9,23) = (3,4,46) ir y:= (y1,%2,¥3) = (2,11,24).

Tada
o1(x) = 53,
o9(x) =3-4+4+4-46+ 46 -3 = 334,
o3(x) =3-4-46 = 552,
o1(y) =37,
oo(y) =211+ 11-24 424 -2 = 334,
o3(y) =2-11-24 = 528.

(a+x) (a+x)  (a+x3) — (a+1y1) (@ + 1) (a+1y3) =
= (01(x) — 01(y))a® + (02(2) — o2(y))a + (03(2) — 03(y)) =
= (53 — 37)a” + (334 — 334)a + (552 — 528) = 160” + 24 = 8(2a* + 3) = 0.
Taigi, {(o,Z,) = 6. Kita vertus, kaip bus matyti i$ pateikiamy skaiciavimy, eg-
zistuoja tokie daugianariai su mazais koeficientais, kad jei « yra tokio daugianario

saknis ir jai teisinga (1) lygybé su n = m = 3, tai max(xy, z2, x3, Y1, Yo, y3) = 200.

2.2 Skaiciavimai, padedantys ieskoti algebriniy skai-
¢iy ilgius

Sukuréme python programa (kodas pateikiamas sio darbo priede), skirta kvadratiniy
algebriniy skai¢iy, kuriy minimalusis polinomas turi pavidala az? + ¢, ir kuriems
teisinga lygybe l(a, Zo) = 8, paieskai. Tuo tikslu nagrinéjami trejetai x = (1, T2, 3)

iry = (v1,¥2,y3), tenkinantys salyga
(01(x) = 01(y)) : (02(x) — 02(y)) : (03(x) — 03(y)) = (a: 0: ).

Atliekant skaiciavimus laikyta, kad 1 < x1, 22, 3, Y1, Y2, y3 < n, kur n — programo-
je kontroliuojamas parametras. Paprasciausias algoritmas perrinkti visus trejetus
yra labai neefektyvus, nes jam jgyvendinti prireikty O(n%) operacijy, todeél ji reikia

patobulinti. Tam praveréia salyga o9(x) = 02(y). Ja galima perrasyti taip:

(y1 +vy2) - (y1 + y3) = 2122 + 2223 + 2321 + yf
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Tada uztenka perrinkti tik visus skaicius 1, xo, 3,y ir, nagrinéjant skaiciaus
2
T1T2 + ToZ3 + T3X1 + Y

daliklius, rasti jimanomas (o1(x) — 01(y)) : (02(x) — 02(y)) reiksmes.

Atlikti skaiciavimai parodé, kad jei a yra algebrinis skaicius, kurio minimalusis
polinomas yra 4x? + 1 arba 1022 + 1, ir jam teisinga (1) lygybé su m = n = 3,
tai bent vienas is skaiciy x1, x2, 3, Y1, Y2, y3 yra didesnis uz 200. Taigi tikétina, kad

siems algebriniams skai¢iams (2.1) nelygybé yra griezta.
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3 skyrius

Aukstesnio laipsnio algebriniai

skaiciai

3.1 Teorema apie treciojo laipsnio sveikyju algeb-
riniy skaiciy ilgj

Straipsnyje [3] taip pat nagrinéjamas aukstesnio laipsnio algebriniy skai¢ius multi-
plikatyvusis priklausomumas. Jrodyta, kad kiekvienas kubinis algebrinis skaic¢ius «
yra multiplikatyviai priklausomas virs Q ir teisinga nelygybé l(a, Q) <= 8. Sia-
me darbe pavyko jrodyti, kad tam tikri kubiniai sveikieji algebriniai skaiciai yra

multiplikatyviai priklausomi virs Z.
3 teorema. Tarkime, kad a,c ir m — tokie sveikieji skaiciai, kad ¢ # 0 ir
12am — 3m* — 1| > |c|(Ja| + |¢| + 1).
Tada daugianaris x® + ax® + (2am — 3m? — 1)z + ¢ yra neredukuojamas, o jo Saknis
a yra multiplikatyviai priklausoma virs Z ir teisinga nelygybé l(«, Z) < 4.
Irodymas. Nesunku jsitikinti, kad teisinga tokia lygybé:
o’ 4+ aa’® + (2am — 3m?* — a +c =
= (a+m)*+ (a —3m)(a+m)? — (a+m) +c—am? +2m?* + m.

Pazyméje r = c—am?+2m? ir pasinaudoje tuom, kad &is reiskinys lygus 0, gauname,
kad
(a+m)(a+a—2m)=(a+m)—r=a+(m-—r).
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Vadinasi, I(a, Z) < 4. Lieka jrodyti, kad daugianaris
P =2* 4 az? + (2am — 3m* — )z + ¢

yra neredukuojamas virs sveikyjy skaiciy. IS tiesy, jeigu jis buty redukuojamas, tai,
kadangi jo laipsnis 3, bent viena jo komponenciy buty tiesiné ir daugianaris turéty

sveikaja Saknj, kuria pazymékime xy. Tai reiksty, kad zg|c ir |zo| < |¢|. Tada

|2am — 3m? — 1| = |—23 — azo — ¢/x0| <
<Jo|*+awo|+]e/wo|<
<lel*+lacl+lcl= |el(lal + ]e| + 1),

o tai priestarauja teoremos prielaidai. O

4 isvada. Bet kuriems sveikiesiems skaiciams a ir ¢ # 0 egzistuoja be galo daug
tokiy sveikyjy skaiciy b, kad daugianaris 3+ ax? + bx + ¢ yra neredukuojamas, o jo

saknis a yra multiplikatyviai priklausoma virs Z ir teisinga nelygybé l(a, Z) < 4.
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Multiplicative dependence of algebraic numbers

Summary

A length of an algebraic number « over a set M C Q is defined as the minimum number
m + n such that there exists two distinct collections x1,x2,...,Tm, Y1,Y2,---,Yn € M

satisfying
(a+z1) (a+z2)...(a+xm) = (a+y1) (@+y2)...(+ yn),

provided that such collections exist. The analysis of certain second and third degree
algebraic numbers is provided as well as calculations that suggest bound [(«,Zg) < 8 for

quadratic algebraic numbers is sharp.
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Priedai

python 3 programa antro laipsnio algebriniy skaiciy, kuriems

l(a,{1,2,...,n}) =8.

Programa isspausdina trupmenas 3, kurioms galioja, kad daugianario

ax? + ¢ Saknis o tenkina minéta salyga.

from fractions import Fraction as Fr

def

def

get_primes(n):

numbers = set(range(n, 1, -1))

primes = []

while numbers:
p = numbers.pop()
primes.append (p)
numbers.difference_update (set (range (p*2,

return primes

factorize(n, primes):
factors = []

for p in primes:

if p*p > n:

break
i=20
while n % p == 0:

15

n+l, p)))



if i > 0:
factors.append ((p, 1))
if n > 1:
factors.append ((n, 1))

return factors

def sigma2(x):
return x[0]*x[1] + x[1]*x[2] + x[2]*x[0]

def rel_fraction(x, y):
den = x[0]1*x[1]1*x[2]-y[0]l*xy[1]1*y[2]
if den != O0:
return Fr(sum(x) - sum(y), den)
else:

return None

def triplet_generator(n):
for x in range(l, n):
for y in range(l, n):
for z in range(y, n):

yield (x, y, z)

def get_simple_fractions ():
res = set ()
for i in range(-10, 11):
for j in range(-10, 11):
if j 1= 0:
res.add(Fr(i, j))

return res
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def get_divisors_by_num(n):

def

if

y

res = {}
primes = get_primes(n)
for i in range(l, n+1):
res[i] = factorize(i, primes)

return res

main () :
n = 200
print (’Generated fractions:’)
divisors_by_num = get_divisors_by_num(4*n*n + 3)
all fractions = set ()
for x in triplet_generator(n):
for y in range(l, int(round((sigma2(x)/3.0)**.5))+2):

n2 = sigma2(x) + y*x*2

divisors map (lambda r: r[0], divisors_by_num[n2])
divisors = filter(lambda r: r > y and r*r <= n2, divisors)
= min(x_1, x_2, x_3, y_1, y_2, y_3)

for d in divisors:

y2 = d -y

y3 n2//d-y
rel_f = rel_fraction(x, (y, y2, y3))
if rel_ f and rel_f not in all_fractions:
all fractions.add(rel f)
print (’%s %s, %s’ % (rel_f, x, (y,y2,y3)))

print (’not generated fractions:\n’)

simple_fractions = get_simple_fractions() # paprastomis trupmenomis 1

for fr in simple_fractions:
if fr not in all_fractiomns:

print (’%s’ % fr)

__name__ == ’_ main__"’:

main ()
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