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1 Ivadas

Darbe nagrinéjami paprastieji numeruoti grafai. Pagal apibrézima jie neturi
kartotiniy briauny ir kilpy. Numeruotoju grafu vadinsime grafa G = (V, E), kurio
virsuniy aibé yra sunumeruota, V' = {vy,...,v,}. Tegul k yra naturalusis skaicius,
tada sakome, kad grafas G = (V, E) yra k reguliarusis, jeigu kiekviena to grafo
virsuné i§ V' yra incidenti su k£ briauny is E. Grafai, kuriy kiekvienos virsunés
laipsnis yra lygus 2, yra 2-ojo reguliarumo. Tai atskira numeruotyjy kombinatoriniy
struktury klase. Jungus 2-ojo reguliarumo grafai yra bekrypciai ciklai, kuriy ilgiai
j = 3. Darbo tikslas yra rasti n-osios eilés antrojo reguliarumo grafy be ilgy cikly
skaiciaus asimptotines formules, kai n — oo.

2014 m. E. Manstavicius ir R. Petuchovas [5] rado asimptotines formules n-osios
eilés keitiniy digrafams, kuriy cikly ilgiai nevirsija r, kai 1 < r < n ir n — oo.
Jie pritaiké balno tasko metoda, kuris yra panaudotas ir Siame darbe sprendziant
analogiska uzdavinj 2-ojo reguliarumo grafy klaséje. Gautas rezultatas yra isreikstas

per balno tasko lygties
Z ) =2n
=3

sprendinj z = x(u), ¢ia u := 2n/(r — 2), ir funkcijas

1 1< y‘7 1< . g

Qly):=—exp{s> ¢, My =35> jv.
Yy 237 255

Trumpumo délei jverciuose vietoje simbolio O(1) darbe vartosime dydj B, kuris

skirtingose vietose nevisada tas pats, bet visada yra apréztas absoliucia konstanta.

Be to, tegul a Ab = min{a, b}, jei a,b € R. Darbo pagrindinis rezultatas yra zemiau

suformuluota teorema.

1 Teorema. Tegul N(n,r) yra n-osios eilés 2-requliarumo grafy, kuriy cikly ilgiai

J tenkina nelygybes 3 < j < r, skaicius. Jei ¢ yra pakankamai maZa konstanta, o



3<r< cn/log2 n, tai

dia © = x(2n/(r - 2))

Teorema jrodyta kitame skyrelyje. Darbe taip pat yra gautos x = z(u) ir A(z)

asimptotikos:

1. Jeigu u > 2 ir x apibréztas auksciau balno tasko lygtimi, tai

- {log (u((r—2) /\logu))}<1 ) B))

r r

2. Jeigu 2 < u < "2, tuomet

r o= exp log (ulogu) 14_Bloglogu+Blogu
rlogu r? ’

r
3. Be to,
2\
i — 1 + i’ u 2 2.
r(r—2)u log u

Jy jrodymai pateikti [5] lemoje.

Reikia pazymeéti, kad nagrinétam uzdaviniui spresti, kai r yra fiksuotas para-
metras, buvo galima panaudoti jau zinomas bendras formules, iSvestas, pavyzdziui,
B. Harris’o ir L. Schoenfeld’o straipsnyje [2]. Taciau tada lieckamojo nario priklau-

somybé nuo r likty neisaiskinta.



2 Bendros sgvokos ir pagalbineés le-

1IMOS

Antrojo reguliarumo grafai sudaro atskirg numeruotyjy kombinatoriniy struktu-
ry klase, todél galime pasinaudoti bendra teorija. Priminsime keleta savoky. Pa-
prastai, n-osios, n € N, eilés numeruotosios kombinatorinés strukturos apibréziamos
turint n numeruoty atomy (virsuniy, tasky ir kt.) jvedant kokius nors sarysius tarp
ju ir prisilaikant salygos - koks bebuty n € N yra tik baigtinis skaicius n-osios eilés
struktury. Deél patogumo, kai kada j klase jtraukiama viena tusc¢ioji struktura, kurig
zymeésime ¢. Kombinatorines numeruoty struktury klases zymésime A, B, ..., Z, o
n-osios eilés struktury poklasius — raidémis su indeksu: A, B,,...,2Z,. Klasés A
eksponentine generuojancigja funkcija (e.g.f.) vadiname eilute

o
Alz) =" %x”, (2.1)
— n!
¢ia Ag =1, jeie € A, ir Ag =0 - prieSingu atveju, 4, = |A,|.

Turédami dvi numeruotyjy struktury klases U ir V, apibréziame treciaja W, ku-
rig vadiname Zymétgja sandauga. Ja sudaro visos nesutvarkytosios poros w = {u, v},
¢iau € U ir v € V su visais galimais toliau apraSytais naturaliaisiais atomy numera-
vimais. Jei u € U atomai yra sunumeruoti skaiéiais {1,...,m}, o v € V - skaiciais
{1,...,n}, tai w numeracijai yra naudojami skaiciai {1,...,m + n}. Zymétosios

sandaugos w numeracija apibrézia bet kokios dvi monotoniskai didéjancios funkci-

jos
Op:{1,....m}—={1,....m+n}
ir
6:{1,....n} = {1,....,m+n},
kuriy reiksmiy sritys nesikerta, o iy sri¢iy sajunga yra visa aibé {1,...,m + n}.
Perzymint u atomai numeruojami reikSmémis 6, (i), = 1,...,m, o v atomai - reiks-
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mémis 65(i),7 = 1,...,n. Pora w = {u,v} su pakeista numeracija pazymékime

m+”) ir jos skirsis tik atomuy

uow, o ju visuma - {uowv}. Joje pory bus [{uov} = ( ;
numeriais. Visos poros w = uwowv,u € U,v € V, sudaro klasiy U ir V Zymétajq
sandaugq

W:=UoV.

Tegul U = {e} - aibé i vienos tusciosios strukturos, U°' = U, U? = U o
U,.... Tada pagal matematine indukcija U°™ = (U™ V) olU. Dabar bet kuris
elementas is U°™ yra pradiniy struktury m-osios galios poaibis, o visi jo strukturose
esantys atomai yra naturaliai sunumeruoti. Todél tokj elementg irgi galime laikyti

numeruotaja struktura.
1 Apibrézimas. Tiesioginé sqjunga
U =UC U UU*- oy (2.2)

vadinama struktury klasés U generuotgja ansambliy klase, o bet kuri struktura is U°

- ansambliu.

Placiau apie ansamblius galime rasti [3] knygos 8 skyriuje. Mes naudosime keleta

matematiniy teiginiy, paimty is jos.

1 Lema. Jei U yra numeruotyjy struktury klasé, e ¢ U ir U(z) - jos e.q.f., tai jos

generuotosios ansambliy klasés e.q.f. yra
U°(z) = eV (2.3)
Irodymas. Trodymas yra [3, 146 p.].
2 Lema. 2-ojo requliarumo grafy klasés e.g.f. yra
R(2) = exp{—2/2 — 2%/4}(1 — 2)" /2. (2.4)

Irodymas. Lema isplaukia i$ [3] 8 skyriaus ir[I]lemos. IS tiesy, Sie grafai yra cikly

klasés generuoti ansambliai, o cikly klaés e.g.f. yra

=y U

25!

2= ;[ln(l — )t =2 —2%/2]. (2.5)

Jj=3

Toliau pakanka pritaikyti [1|{lema su U(z) = C(z).



3 Lema. Tegul s = (s1,...,8,) € Nj ir £(s) = 1s1 +--- +rs,, ¢ia Ng = NU {0},
tada visy 2-ojo requliarumo grafy, kuriy eilé lygi n, skaicius

Y 1(3) 5 (2.6

L(&)=n j=3 .7'
s1=s9=0

¢ia sumuojama pagal s € Nj, kai s; = so =0 ir £(5) = n.
Irodymas. Pakanka formaliai apskaiciuoti r-aji R(z) koeficienta.

4 Lema. Tegul N(n,r) yra 2-ojo requliarumo grafy, kuriy eilé lygin ir, kurie neturi
cikly ilgesniy nei r, skaicius, tuomet teisinga lygybé
> N(n,r) {1 - zJ}
o =expio Y, oty (2.7)
— nl 2537
c¢ia z € C.
Irodymas. Pastebime, kad 2-ojo reguliarumo grafai, kuriy cikly ilgiai nevirsija r,

irgi sudaro ansambliy klase ir pritaikome [T lema su

v =y 152 28)

Lema [ irodyta.



3 Teorema ir jos jrodymas

Is Kosi formulés ir [4 lemos turime lygybe

N(n, T) 1 12 dz
= oni S22 T T 3.1
n! 2mi /zla oXPp { 25 ) } ol (3.1)

laa>0ir3<r<n.

Taikydami balno tasko metoda, imame o = z := x(2n/(r - 2)) = x(u), kas yra

vienintelis teigiamas sprendinys lygties

r

> x(u) =2n:=u(r —2), (3.2)

j=3
Cia u = 2.
1 Teorema. Tegul
1 1 .2l 1< :
Q(z) == —exp{ =D — ¢, Mz) ==Y ja.
T 2 = 2 =
Jei ¢ yra pakankamai maza konstanta, o 3 < r < cn/log®n, tai teisinga lygybé

Vi) QW By

- . (3.3)

n! V21 A(2)

dia © = x(2n/(r — 2))

I$ pradziy istiriame balno tasko (3.2)) lygties sprendinj ir pointegrine funkcija
integrale (3.1)).

5 Lema. Jeigu v > 2 ir x apibréitas , tai

- {log (u((r = 2) Alogu)) } (1 . B), 5.4

T r

Jeigu 2 < u < €72, tuomet

1 1 Blogl Bl
r = exp {og (u ogu)} (1 4 2087080 Oqu> : (3.5)
r rlogu r
Be to,
2X\(x) B
— =1 > 2. 3.6
r(r—2)u +logu’ " (36)



Irodymas.

IS apibrézimo z > 1, v > 2 ir
2 (r—2) <ulr—2)<a"(r—2).

Todel

jei r > 3. Tada pritaike geometrinio ir aritmetinio vidurkio nelygybe, gauname

1 L
r = (2Pt ")V r—2) jgng = u.

Taip pat turime

ul/?“ g T < u2/(7‘+3) g U% < u7

Is apibrézimo gauname
r__ 2 —1
zr=x"4ulr—2)(1—az").
I3 (3.7) ir 1 —e* > te™ ", kai t > 0, turime, kad

"> (r— 2)u(1 — exp{—(log u)/r})

r—2

> uloguexp{—(logu)/r}

1
> U log uexp{—(logu)/r}

27 1 )
3€u ogu

jei r > logu.

PanaSiai, 1 —e ! < t, jei t > 0, ir todél

a" <4+ (r—2)u(l — exp{—2(logu)/r})

r—2

< 2?4+ 2ulog u

< 22 + 2ulogu.
Remdamiesi (3.7]) formule, gauname
2 2/3 1
< u”’ < max (17>ulogu =: Culogu,
us logu

jei u > 2, su absoliuc¢ia konstanta C' > 0. Toliau

" < (24 C)ulogu.

10
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I$ (3.9) ir (3.10) nelygybiy iSplaukia

rlogx = log(ulogu) + B, (3.11)

cia r > logu.

Jeigu r < log u, turime

x> (r— 2)u<1 — exp{—(log u)/r}) > (1 - e’l)(r —2)u
" < 2?4 (r —2)u < 2(r — 2)u.
Dabar
rlogz = log(u(r —2)) + B.

IS pastarosios lygybeés ir (3.11)) gauname ((3.4)).
Norédami patikslinti (3.4)), kai 2 < u < e”, kartojame dar karta su dideliu r > ro,

nes baigtiniams r asimptotikos yra trivialios. Taip pat galime tarti, kad u yra didelis;

priesingu atveju, (3.4) netiksliname. Gauname

rlogx = log |z°+ (r — 2)u(1 — x’l)
= log {(r — 2)u(1 — m—l)} + log ll + o 2)u<1 ~ 351)1
= U1 ‘I— U2.

Skaic¢iuojame U; ir U, atskirai. IS pradziy pastebime, kad

T O s (O]

~ log :(T B 2)u<log(ulogu) N BlogQ(ulogu)> (1 N B)]

r 72

log(l Bl B
og(log u) N oguﬂ LB
log u r r

= log ulogu(l +

Panasiai, paimdami pakankamai mazas konstantas C; ir Cs bei pakankamai didelj

u, vertiname

x? x?
Uz < log [1 + gg_um] < log [1 " Crulogu - uz/:a]
| u?/? | B B
< 14— = 1 = .
Slog |t Csulogu o |1+ ul/3logu ul/3logu
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Sudéje gauname
rloge = U+ U,

= log [ulogu(l +

log(1 B1 B B
og(ogu)+ oguy B _ B |
log u r r ul3logu

Vadinasi,

Blog(logu)  Blog u}
+
logu r

Blog(log u) N Blogu
log u r '

= uloguexp{

= ulogu(l—l—

ir

log(1 Blog(l Bl Lr
. exp{ og(ogU)}<1+ og( ogu)+ ogn) .
r log u r

Pritaike jvercius
r 1 1 B
(1+p)"" = exp {rlog(l +p)} = exp {er} =147,

kai |p| < 1/2, gauname
v = exp {log(logu) } (1 N Blog(log ) N Blogu>.

r rlogu r2

Taigi turime

rlogx = log [wQ + (r— 2)u(1 - a:_l)

= log [a:? +(r — 2)U<1 —exp {_log(:flogu)}(l " ?’))]

= log (u log(ulogu) + Bu + B(u/r)log® u)
Bloglogu . Blogu

= 1 |
og(ulogu) + oz "

Taip gauname (3.5)) lygybe.
Norédami jrodyti (3.6)), pirmiausia atsizvelgiame j
z(ra™t — o (r+ 1) — 22% + 32?)

Az) = 2w — 1)
(et — a2 (r 4+ 1) — 22" 4 32?)
B 2z —1)°
o™z —1) 2"t 4 22t — 328
T 2@-17 2w 1)
L prtl gl popt o 33
T 2w—1) 2z —1)°
r(r—2)u N adr o™t 4200 — 3
- 2 2(x — 1) 2(x —1)°
rir—2)u  23r(z—1) — 2™ — 2% + 323
— + ,
2 2(z — 1)

12



Toliau

r(r—2)u

0 < 5 — AMxz)
B x3r N " 4 271 — 323
2(x — 1) 2(x —1)°
_ L+l ., A
T2 —-1)° (z—1)
(r—2)u x3 xt
- + 5 T 2
20 —1) 2z -1 (z—-1)
r(r—2)u 1 x? x?
- ’ + 5 T 2
2 r(r—1) 2(zx—-1)" (z-1)
- rir—2u  rid r2z?

2logu 2log”u  log*u
r(r—2)u  2r?z*  Briu
2logu log?u  logu’

nes r(z — 1) > r(e!°8®/" — 1) > logu. Be to, vertindami antraja trupmena desinéje

2/r+3

puséje pasinaudojome (3.7) nelygybe, kurioje z < ir gavome

2r2xt B Br?u
logu  log®u’

jei r > 5. Kai r = 3,4, suma A\(x) vertinama trivialiai.
Lema [f jirodyta.
Apibréziame

Zt] _ 1)

Z

diat € [—m, 7| iry > 1.

6 Lema. Jeigu t € [—m, 7] iry > 1, tuomet

yr—i-l t2 2y 4y2

9
Rg,(t,y) < = + + —.

rly—=D -1+ ry—1) 7
Jeigu 1/r < |t| < 7, v = x(u) iru:=2n/(r —2) > 2, tuomet

1 u1—4/(r+3) 2 9 4u4/(r+3)
+

Rg(t) =Ry, (t,2) L ———5— + —
9:(1) 9r(t;2) 472 log® u +r logu r

13
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Irodymas. Pastebékime, kad
1 S
R 27 < *%Zy](em —1)
1 L 1 ) )
= R yEV-1) - R (y(e™ = 1) + (e = 1))
j=1

1 it(r+1)(,,
y )(a%e (y 1)_1>

riy—1 yeit — 1

it 2
Y ely—1)\ | 4y
+ r(y—l)( ye”—1>+ r

r—+1 _ 1 2 4 2
< Y ( Yy 1) +— (3.14)
r(y —1) \|ye — 1 ry—1) r

Sioje nelygybéje naudojami jveréiai, kurie yra gauti pilnai sumai pagal 1 < j < r

N

E. Manstavic¢iaus ir R. Petuchovo [5] darbe.

Jeigu [t| < 7, tuomet

lye' —1] (1 N 2y(1 — cost))

[N

((y = 1 + (4/m))>

y—1 (y—1)2 - y—1 ’
nes
2t° J7* < 1 —cost < t2/2. (3.15)
Pasinaudoje
1 2
a Y a>0,veR,

S .
va?+v? 202+ 0?2
dia a =y — 1ir v = (2/7)t, gauname
_ 2
y=1r 402
lyett — 1| w2 (y—1)2 4+t
Gauta nelygybe jstatome j (3.14)) ir jrodyma pabaigiame (3.12)) nelygybe.
Tegul y =z, 1/r < |t| <7, u > 2 ir pagal (3.7) nelygybe

Be to,

ir

2
B TCD) log u. (3.16)

1<logu<r(z—1)<r@’ -1)< e

14



Pasinaudooje Siomis nelygybémis i$ (3.12)) gauname
1 U 2
Ro(t) <~y (1

1
mri(x—1)2 r x — 1>
(T + 3)2 1 —4/(r+3) 2 92 4u4/(7’+3)

g —
2mr log” u * r * logu r
1 ulf4/(r+3) 2 9 4u4/(r+3)
< ——— 5+ = .
472 log® u * r logu r
Lema [6] irodyta.
Teoremos jrodymas.
Pasizymime
1&g s
= izjk 2, k>, (3.17)

Cia = z(-2%). Taip pat zinome, kad A\; = u(r — 2) ir Ay = A(z). Tegul a A b :=
min{a, b}, kai a,b € R.
I3 (3.1) pakeite z = xe® (x = z,.(n)), t € R, |t| < 7 turime lygybe

N(:!’ 0 - Q?(:) </t|<to i /to<|t<7r> exp {g: (1)} e~ dt

- %(:)(Kl(n) + Ka(n)), (3.18)

Gia to = r~ /12 5/12,
Toliau pritaikome e = 1+t —t2/2 — it /6 + Bt*, jei t € Rir ¥ = 1+ Blwlel*!,
jei w € C. Patikring, kad M\tg < (r3n)(r~73n=2/3) = (r/n)?/? < 1, pritaike A := \g,

gauname:
exp{g,(t)} = exp {i)\lt — (A/2)t? —i(N3/6)t> + B)\4t4}
= exp {ithy — (\/2)*} (1 = i(As/6)t° + BA3t) + BAgt' exp { — (A/2)*}
= exp {iths — (\/2)£2} (1 = i(As/6)£%) + B(Mat* + A3t%) exp { — (A/2)#}.
Tegul u = 2n/(r —2), \y = n, Ay < rFu , jeigu k > 3, ir pagal [5| lema,

A= A(z) ~ nr, kai n — 0o, nes u — o0.

Dabar matome, kad
B (A A2
K :/ “ODE (L (g /6)%)dE + —= |+ 3
1(n) |t|<toe ( i(A3/6)t”) +\/X )\2+)\3

B (A A2
— —(A/2)t? dt + — Mo
Jo® T (A? i A3>

2 1 2

= —/ e’”z/de—l—iB = 7+73
A VA > tovx uv/\ A w/A

15



Skaic¢iuodami K»(n), pirmiausia atsizvelgiame j
", 2’ (costj — 1) .2y xIt? 52

j=3 J ™= J

2 2 - - 2 2
]:

Ry (t) = (3.19)

jeigu to < [t| < 1/r.

Toliau pasinaudojame [5] ir [6] lemomis ir gauname

B
Ka(n) = B max [exp{ar()}| + =

B 1 u1—4/(r+3) 1 oo
B \/Xexp{ " 4m? log® u * 2 ©8

B 1 =0+ log(r(r — 2 At/ +3) B
exp{—4+logu—l—g(()>—l—3+ +
u

ﬁ 72 log*u 2 2 r VI

Jei r > 5, paskutinio nario eksponentéje rodiklis nevirsija (1 —4/(r + 3)), todél

sumazing pirmojo nario konstanta, paskutinj narj galime praleisti. Tada

Ko(n) = 2 L g+ togr b+
2\M —ﬁexp @ logQU 5 ogu ogr u\/x

Taip pat turime
11 u1—4/(r+3)
8T S 167 Togtu
nes pagal teoremos salyga r < cn/log® n.
Panaudoje Situos jverc¢ius, gauname norima integralo K3(n) eile. Kai r = 3,4,
musy rezultatas iSplaukia i [2].

Teorema jrodyta.
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Asymptotic formulas for a number
of 2-regular graphs without long cycles

Vaida Rokaitée

In this work, we explore labelled 2-regular graphs without long cycles. A regular
graph is a graph where each vertex has the same degree. So, the connected com-
ponents in a 2-regular graph are cycles of length j > 3. The goal of this study is
to find asymptotic formulas for the number N(n,r) of 2-regular graphs of order n
missing cycles longer than r, where 3 < r < n. Using the saddle-point method we

proved the following theorem.

1 Teorema. Denote

2:::;} A(x) ::§ijj.

ww—n

Qz) = 1eXp{

If3 <r < enflog’n, then
N(n,r) Q(x) Br

— 1 + - )

(15

nt 27\ (z n

where © = x(2n/(r - 2)) =: z(u) and is the unique positive solution to the equation

XT: x(u)’ = 2n.

J=3

The quantity B is bounded by an absolute constant.

In addition, it is proved that the involved quantities satisfy the following asymp-

totical relations.

1. If u > 2, then

- {log (u((r—2) Alogu))}<1 . B)

r r
2. If 2 <u<e 2 then

1 1 Blogl Bl
. exp{og(u ogu)}(l+ oglogu ogu>'

r rlogu r2

3. Moreover, for u > 2,
2A(x)
rir—2u logu

17
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