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1 Jvadas

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcija
((s, ) su parametru « € (0, 1] vadinsime funkcija, pusplokstuméje o > 1 apibréziama
Dirichlé eilute -

1
(s, ) = n;) T+ o)
ir analiziskai pratesiama j visa kompleksiniy skaiciy plokstuma, isskyrus taska s = 1,
kuris yra paprastasis polius su reziduumu 1. Kai o« = 1, {(s, ) sutampa su Rymano
dzeta funkcija ((s). Nuo parametro « (jo aritmetinés prigimties) priklauso ir dauguma
sios funkcijos savybiy.

Hurvico dzeta funkcija (kaip ir kitos dzeta funkcijos) su tam tikromis parametro o
reikSmémis yra universali, t.y., kiekvieng analizine funkcijg tam tikroje srityje galima
tolygiai aproksimuoti funkcijos ((s, ) postumiais. Suformuluosime §j teiginj griez¢iau.
Tegul D = {s € C: 1 < ¢ < 1}, K — klasé kompaktiniy srities D poaibiy su jun-
giais papildiniais, o H(K), K € K, — klasé tolydziu srityje D funkcijy, analiziniy K
viduje. Be to, measA zZymésime macios aibés A C R Lebego mata. Tuomet teorema

formuluojama taip (jrodyma galima rasti, pavyzdziui, [7]).

1.1 teorema. Tequl o yra racionalusis arba transcendentusis skaicius, ir o # %, 1. Be

to, K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

lim inf lmeas{T € [0, 7] : sup|((s +iT,a) — f(s)|< 5} > 0.
T—oo T seK

Pastaroji nelygybé rodo, jog postumiu ((s + i, @), kuriais galima aproksimuoti pa-
sirinkta funkcija f(s), yra ne tik be galo daug — §i aibé netgi turi teigiama apatinj tankj.
Atvejai v = § ir a = 1 | teorema nejtraukti, nes ((s, 1) = ((s) ir ((s, 1) = (2° — 1){(s).
Siais atvejais ((s, ) taip pat yra universali, bet aproksimuojamy funkcijy klasé papil-
domai turi tenkinti salyga, jog srityje K jos atstovai nejgyja reismeés 0.

Teorema 1.1 yra vadinama tolydzigja universalumo teorema, nes analiziniy funkcijy
aproksimacijai yra naudojami postumiai ((s + i1, «), kai 7 intervale [0, T] kinta toly-
dziai. Taciau yra jrodyta [3] analogiska teorema ir diskrec¢iu atveju, t.y., kai naudojami
diskretus postumiai (s + imh,a), m € Ng = NU {0}, m < N, ir h > 0 yra fiksuotas

skaicius.

1.2 teorema. Tegul o, K ir f(s) yra tokie pat kaip 1.1 teoremoje. Kai a racionalusis,

h > 0 parenkamas laisvai, o transcendenciojo o atveju h papildomar tenkina sqlygq



exp{zf} € Q. Tada su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

lim inf
N—oo

#{O <m < N :sup|((s +imh,a) — f(s)|< 5} > 0.

+1 seK

Racionaliojo « atvejis yra iStirtas, pavyzdziui, [6], o transcendenciojo a atveju sa-
rysis iSplaukia is diskretaus universalumo jrodymo periodinei Hurvico dzeta funkcijai
[4]. Tracionaliojo algebrinio « atvejis dar néra iki galo iSnagrinétas, bet rezultatus meé-
ginama plésti. Pavyzdziui, teorema 1.1 jau yra jrodyta atveju, kai « tenkina savybe,
jog aibé L(a) = {log(m + «) : m € Ny} yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliujy
skaic¢iy kuno. IS tiesy, si o savybé yra platesné uz transcendentuma, o Kaselsas netgi
irodeé [2], jog iracionaliojo algebrinio o atveju bent 51% aibés L(«) elementy yra tiesis-
kai nepriklausomi virs Q. Taigi, pastarasis teiginys bent is dalies apima ir §j klausima.

Analogiskas diskreciosios teoremos praplétimas atrodo taip.

1.3 teorema. Tegul aibé
L(a, h) = L(a) U {%}

yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o K ir f(s) yra tokie pat kaip 1.1 teoremoge. Tuomet

yra teisingas 1.2 teoremos tvirtinimas.

Pravartu yra plésti universaliy (tiek tolydziai, tiek diskreciai) funkcijy klase, o taip
pat ir gauti kiek jmanoma jvairesniy bei lengviau patikrinamy tokiy funkcijy nusaky-
mo biidy. Zinodami, jog funkcija ((s, ) su tam tikromis o reik§émémis yra universa-
li, ja galime naudoti kaip atskaitos taska kitoms universalioms funkcijoms konstruoti.
Straipsnyje [3] yra pasiekti tokie rezultatai.

H(D) pazymékime analiziniy srityje D funkcijy erdve su tolygaus konvergavimo

kompakte topologija.

1.4 teorema. Tegul aibé L(c, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, K ir f(s) yra
tokie pat kaip 1.1 teoremoje, o tolydus operatorius F : H(D) — H(D) tenkina sqlygaq,
jog kiekvienam daugianariui p = p(s) aibé F~{p} yra netuscia. Tada su kiekvienu

e > 0 yra teisinga nelygybé

1
lim inf 1#{0 <m < N supl F(C(s +imh, ) = f(s)|< g} > 0.

1.5 teorema. Tegul aibé L(a, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, K ir f(s) yra
tokie pat kaip 1.1 teoremoje, o tolydus operatorius F': H(D) — H(D) tenkina sqlygaq,
jog kiekvienai atvirai aibei G C H(D) aibé F~'G yra netuscia. Tuomet yra teisingas

1.4 teoremos tvirtinimas.

Kaip matyti, 1.5 teorema yra 1.4 teoremos apibendrinimas.



Sio magistrinio darbo tikslas yra jrodyti panasius rezultatus Stai tokiais atvejais.
Sakysime, jog operatorius F' : H(D) — H(D) priklauso klasei Lip(3), 8 > 0, jei

tenkinamos Sios salygos:
1. kiekvienam daugianariui p = p(s) aibé F~!(p) yra netuscia;

2. kiekvienai aibei K € K egzistuoja konstanta ¢ > 0 bei aibé K; € K, kad

fg}g!F(gl(s» — F(g2(s))|< ¢ Sup |91(s) — g2(s)°

su visomis g1, g» € H(D).

1.6 teorema. Tegul operatorius F' € Lip(B), aibé K € K, o f(s) € H(K). Tegul,
be to, aibé L(a, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tada su kiekvienu € > 0 yra

teisinga nelygybé

li]{[ninf #{0 <m < N :sup|F(((s +imh,a)) — f(s)|< e} > 0.
—00

seK

Tegul ay, ...,a, € C. Apibrézkime aibe
Hoy,.a (D) = {g € H(D) : (g(5) — a))~ € H(D),j = 1,...r}.

1.7 teorema. Tegul aibé L(a, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o tolydus opera-
torius F' : H(D) — H(D) tenkina sqlyga F(H(D)) D Hg, .. 0 (D). Jeir =1, tegul
aibé K € IC, o f(s) € ), f(s) # ay, kai s € K. Jeir > 2, K C D — bet koks

H(K
kompaktinis poaibis, o f(s) € Ha, .. 4. (D). Tada yra teisingas 1.6 teoremos tvirtinimas.

.....

1.8 teorema. Tegul aibé L(a,h) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, F : H(D) —
H(D) - tolydus operatorius, K C D — kompaktiné aibé, o f(s) € F(H(D)). Tuomet

yra teisingas 1.0 teoremos tvirtinimas.



2 Pagalbinés lemos

Siame skyrelyje prisiminsime keleta teiginiy, kuriy prireiks jrodinéjant darbe nagrine-
jamas teoremas.

Tegul B(X) yra erdvés X Borelio o kunas, o P ir P,,n € N, — erdvéje (X, B(X))
apibrézti tikimybiniai matai. Sakoma, kad matas P, silpnai konverguoja j mata P, kai

n — 00, jei kiekvienai realiai apréztai tolydziai funkcijai f erdvéje X

n—oo

lim [ fdP, = / fdP.
X X

Naudosime $io apibrézimo ekvivalenta atviryjy aibiy terminais. Si lema — tai dalis

2.1 teiginio i$ [1] saltinio.
2.1 lema. Tikimybinis matas P, silpnai konverguoja 3 matq P, kai n — oo, tada ir tik
tada, kai kiekvienai atvirajai aibei G C X galioja nelygybé

liminf P,(G) > P(G).

n—o0

Taip pat naudosime ir indukuotyjy maty savybes. Tegul X;, X5 yra dvi metrinés
erdves, o h: X7 — Xy — (B(X)), B(X3)) mati funkcija, t.y., h™1B(X5) C B(X;). Tada
kiekvienas tikimybinis matas P erdvéje (Xi,B(X;)) indukuoja vienintelj tikimybinj
mata Ph™! erdvéje (X, B(X3)), apibréziama formule Ph™1(A) = P(h™1A), A € B(X>).
Be to, jei funkcija h yra tolydi, tai ji yra ir (B(X1), B(X3)) mati.

2.2 lema. Tegul P ir P,, n € N, yra tikimybiniai matai erdvéje (X1, B(X1)), o atvaizdis
h: X, — Xy yra tolydus. Jei P, silpnai konverguoja i P, kai n — oo, tai ir P,h~*

silpnai konverguoja i Ph™!, kai n — oo.

Sis teiginys tiesiogiai iSplaukia i$ bendresnio teiginio 5.1 [1] saltinyje.
Paskutinis i$ bendryjy teiginiy, kuriuos naudosime siame darbe, yra susijes su kom-

pleksiniy funkcijy aproksimavimu daugianariais.

2.3 lema (Mergelyan’o teorema). Tegul turime K € K ir f(s) € H(K). Tuomet

kiekvienam e > 0 egzistuoja polinomas p = p(s), kad

sup|f(s) — p(s)|< e.
seK

Sio teiginio jrodyma galima rasti [5].



3 Ribinés teoremos

Simboliu 7 = {s € C : |s|= 1} pazymékime kompleksinés plokstumos vienetinj

apskritima, o
m=0

¢ia v, = v, m € Ny. Is Tikhonovo teoremos turime, jog toras €2 su sandaugos topologija
ir pataske daugyba yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél erdvéje (2, B(€2))
galime apibrézti tikimybinj Haro mata my. Tikimybinéje erdvéje (€2, B(Q2), my) api-

brézkime H (D) reiksmj atsitiktinj elementa ((s, a,w) formule
((s,a,w) = f: —w(m) .
m=0 (m + a)s

¢ia w(m) zymi elemento w € Q projekcija j koordinatine erdve 7,,, m € Ny. IS tiesy,
si begaliné eiluté tolygiai konverguoja kompaktiniuose srities D poaibiuose beveik vi-
siems w € € dél atsitiktiniy elementy w(m) ortogonalumo. P, pazymékime ((s, o, w)

pasiskirstyma, t.y.,

P:(A) :mH<w € N:((s,a,w) EA), AeB(H(D)).

Straipsnyje [3] yra jrodyta Stai tokia teorema, kuria remsimés nagrinédami sudétiniy

funkcijy atvejus.

3.1 teorema. Tegul aibé L(a, h) yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q. Tuomet tikimy-

binis matas

Pr(A) = NLH#{O <m<N:((s+imha)e A}, AeB(H(D)),

silpnar konverguoja § matq P, kai N — oo.

Prisiminkime, jog Borelio aibéems A € B(H(D)) matas PF~' yra apibréziamas
lygybe P.F~1(A) = P(F~*(A)).

3.2 teorema. Tegul aibé L(a,h) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F' : H(D) —

H(D) - tolydus operatorius. Tuomet tikimybinis matas

Pur(A) = NLH [0<m<N:F((s +imha) € A}, AcB(H(D)),

silpnai konverguoja j matq P:F~', kai N — oo.

Irodymas. Imkime A € B(H(D)). Tuomet i§ Py ir Py p apibrézimy turime, jog



IN

Py rp(A) = ;#{O <m< N:F((s+imh,a)) € A}

_ T#{O <m < N:((s+imh,a) € F*1A}
(F1(A)) = PyF~(A).

T =

N

Taigi, Py r = PyF~'. Pagal 3.1 teorema, Py silpnai konverguoja j P, kai N — oo,
o atvaizdis F' yra tolydus, todél i§ 2.2 lemos iSplaukia, jog Py E ! silpnai konverguoja

i P.F' kai N — o0, taigi, ir Py p silpnai konverguoja j P.F~!, kai N — oc. O]



4 Atramos

Misy nagrinéjamoms teoremoms jrodyti panaudosime Zinias apie maty P ir P, F' -1
atramas. Tegul turime tikimybine erdve (H(D),B(H (D)), P). Erdvé H(D) yra sepa-
rabili, todél mato P atrama yra minimali uzdara aibé S C H(D), tenkinanti sarysj
P(S) = 1. Si aibé S yra sudaryta i$ visy tokiy elementy g € H(D), kuriy kiekvienai
atvirajai aplinkai G yra teisinga nelygybé P(G) > 0.

4.1 teorema. Tegul aibé L(c, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tuomet mato P,

atrama yra visa aibé H(D).
Sio teiginio jrodyma galima rasti [3].

4.2 teorema. Tegul aibé L(a, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o operatorius
F : H(D) — H(D) tenkina 1.7 teoremos salygas. Tuomet j mato P.F~1 atramq jeina
aibés Hq, ... a0, (D) uzdarinys.

Irodymas. 18 salygos F(H (D)) D H,, . 4. (D) i8plaukia, jog kiekvienam g € H,, . 4. (D)
egzistuoja g1 € H(D), kad F(g1) = g. Imkime bet kokia elemento g atviraja aplinka G.
Deél F tolydumo aibé F~'G bus elemento g; € F~!(g) atviroji aplinka. I 4.1 teoremos

zinome, jog ¢; priklauso mato P atramai, todél
P.FH(G) = P:(F'G) > 0.

Kitaip sakant, elementas ¢ priklauso mato P F~! atramai. Kadangi g € H,, _..(D)
buvo parinktas laisvai, tai aibé H,, .. (D) priklauso P;F~' atramai, o taip pat jai

priklauso ir Sios aibés uzdarinys. O



5 Pagrindiniy teoremy jrodymai

1.6 teoremos jrodymas. Tegul aibé L(a, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs QQ, o operato-
rius F', aibé K bei funkcija f — kaip nurodyta teoremos salygoje. I Mergelyan’o teore-

mos (2.3 lemos) turime, jog egzistuoja daugianaris p = p(s) :

suplf (s) = p(s)|< 5 1)

I8 Lipsico klasés apibrézimo 1. dalies isplaukia, jog egzistuoja g € F~1(p) C H(D).
Tegul m € Ny yra toks, kad

sup (s + imh, a) — g(s)|< ¢

¢la K; € K yra aibé, atitinkanti aibe K, kaip minéta LipSico klasés apibrézimo 2.
punkte. I3 tiesy, galime parinkti tokia m reikSme, nes funkcija ((s,«) yra diskreciai

universali (7r. 1.2 teorema). Be to, taip parinktam m galioja sarysis

B A
sup|F(¢(s +imh, a)) — p(s)|< ¢ sup [((s + imh, a) — g(s)|°< ¢ (c E (—) ) =,
seK seK1q 2 2

I3 1.2 teoremos isplaukia, jog (2) nelygybe tenkinanc¢iy m apatinis tankis yra teigia-

mas, todél ir pastarajai nelygybei teisinga

lim inf
N—oo

seK 2

! 1#{0 <m < N :sup|F({(s +imh,a)) — p(s)|< E} > 0.

Atsizvelge i (1) nelygybe, gauname:

sup| F'(C(s+imh, )= f(s)|< sup| F(¢(s+imh, o)) =p(s)[+sup| f(s) —p(s)|< 5+5 =&
seK seK seK 2 2
Kitaip sakant,
{0 <m < N :sup|F(¢(s +imh,a)) — f(s)|< e}
seK
D {0 <m < N :sup|F({(s +imh,a)) — p(s)|< %} :
seK
t.y., teisingas teoremos tvirtinimas. O

1.7 teoremos grodymas. Pirma, tegul r > 2, K C D yra bet koks kompaktinis poaibis,
0 f(8) € Ha,...a (D). Apibrézkime aibe

.....

Gi={g9€ H(D): Sg}g|g(8) — f(s)[< e}



I atramai, o G pagal savo

IS 4.2 teoremos zinome, jog f priklauso mato P /'~
apibrézima yra f atviroji aplinka, todél P.F~*(Gy) > 0. I 3.2 teoremos ir silpnojo

maty konvergavimo apibrézimo atviryjy aibiy terminais (2.1 lema) gauname, jog

1
im i <m<N: ' —
l}vm_glof N 1#{0 <m<N ESE\F(C(S +imh,a)) — f(s)|< 8}
1
— lim inf #{o <m < N:F(C(s +imh,a)) € Gl}
N—oo 1
= liminf Py r(G1) > P.FHGy) > 0.

Dabar tegul = 1. Siuo atveju imsime K € K ir f(s) € H(K) tokj, kad f(s) # a,
kai s € K. Tuomet i§ Mergelyan’o teoremos (lema 2.3) i8plaukia, jog egzistuoja polino-
mas p = p(s), kad

suplf(s) = p(s)|< 7.
seK

Kadangi f(s) # a1,s € K, tai, su pakankamai mazu ¢, ir p(s) # a;,s € K. Todél
galime pasirinkti tolydzia logaritmo log(p(s) — a;) $aka, kuri bus analiziné funkcija
kompakto K viduje. Todél vél pasinaudoje Mergelyan’o teorema (2.3 lema) bei ekspo-

nentinés funkcijos tolydumu gauname, jog egzistuoja polinomas p; = pi(s), kad

sup|p(s) — a; — e < °
seK 4

Pazymeékime hg, (s) = eP*() 4 a;. Tuomet hy, (s) € H(D) ir hy,(s) # a;. Kitaip
sakant, h,, (s) € H,, (D), ir, pagal 4.2 teorema, ji priklauso P,F~! atramai. Be to,
sup| f(s) — ha (s)] < sup|f(s) — p(s)[+sup|p(s) — ha, (s)]
seK seK seK
€
= suplf(s) — p(s)|+suplp(s) — a1 — "] < — 4 - =
seK seK
Apibrézkime hg, (s) atviraja /2 aplinka

G, = {g € HD) suplg(s) — ha,(5)1< 5} |

Tuomet i§ 4.2 teoremos gauname, jog P F~'(Gy) > 0. Todél, remiantis 2.1 lema,

lim inf
N —oo +1

= liminf Py p(G2) > P.FH(Gy) > 0.
—00

4 {o <m < N s sup| F(C(s + imh, ) — b (s)|< 5}
se K

(4)

Prisimine (3) nelygybe gauname, jog kiekvienam m € Ny, 0 < m < N, tenkinan-

¢iam (4), yra teisinga

10



sup |[F'(¢(s + imh, o)) — f(s)|< sup|F(C(s + imh, @) — ha, (s)]

s eK seK
e €
+sup|hq, (s) — f(s)|< = + = =¢.
seK 2 2
Todeél, kaip ir 1.6 teoremos jrodyme, gauname teoremos tvirtinima. O]

1.8 teoremos grodymas. Tegul yra tenkinamos 1.8 teoremos salygos. Pirmiausia pa-
stebésime, jog mato P, F'~! atrama yra aibés F((H (D)) uzdarinys. I8 tiesy, jeig € F(H (D))
yra laisvai pasirinktas elementas, o G yra bet kuri jo atviroji aplinka, tai i§ 4.1 teoremos
iSplaukia, jog

P F Y G) = P(F'G) >0,

1

t.y., g priklauso mato P.F~! atramai, nes, dél F' tolydumo, F~'G yra atviroji aplinka

elemento g; € F~*{g} C H(D), kuris savo ruoztu priklauso mato P, atramai. Be to,
P.F(F(H(D))) = P(H(D)) = 1.

Taigi, mato P, F~! atrama i§ tiesy yra aibés F/(H (D)) uzdarinys. Toliau samprotaujame

kaip 1.7 teoremos atveju. Imame elemento f(s) € F(H(D)) atviraja aplinka

Gy = {g € H(D) : suplg(s) — fls)]< =}.

seK

Funkcija f priklauso P;F~! atramai, todél P.F~!(G;) > 0. Ir vél i8 silpnojo maty

konvergavimo apibrézimo atviryjy aibiy terminais (2.1 lemos) gauname

im i <m<N: : -
ljlvm_:glofN+1#{0 <m<N ig}g\F(((s—l—zmh,a)) f(s)|< 5}
1
— liminf #{o <m < N:F(C(s+imh,a)) € Gl}
N—o00 1

= hj\rfnmf PN’F<G1) > PCF_I(Gl) > 0.

11



6 Pavyzdziai

Siame skyrelyje pateiksime keletg pavyzdziy, iliustruojanéiy teoremy 1.6 — 1.8 pri-
taikyma.

Pirmiausia imkime operatoriu F' : ¢ — ¢/, g € H(D). Irodysime, jog jis priklauso
klasei Lip(1). Akivaizdu, jog kiekvienam polinomui Sio operatoriaus pirmavaizdis yra
netuscias, taigi, tenkinama 1. salyga. Imkime K € K, o atvira aibe GG bei aibe K; € K
parinkime tokius, kad galioty sarysis K C G C K;. Dabar imkime paprasta uzdarajj
kontura [, gulintj aibéje K7\ G ir apimantj aibe K. Tuomet is Kosi integralinés formules
gauname, jog su visais g1, go € H(D) galioja lygybeé

F(g1(s)) — Flga(s)) = — / %d

T om

Todel, kai s € K

[F'(g1(s)) — F(g2(s))] =

L [at-at),,

271 (s —2)?

1 1
<su z)—ga(2)|— | ———=dz <csu z) — g2(2)],
< suplan (2) — a2 5 [ = ds < splan(2) — ()

t.y., galioja 2. salyga su a = 1, ir F' € Lip(1). Taigi, i$ 1.6 teoremos gauname, jog
funkcija ('(s, ), kai L(a, h) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, yra diskreciai universali.

Dabar imkime F(g) = e9. Akivaizdu, jog Sis operatorius yra tolydus ir erdvés
H(D) funkcijas atvaizduoja i erdve H(D). Tegul f = F(g). Tuomet g = F~!(f) =
log f. Jei tik f(s) #0, s € D, galime parinkti tolydzia logaritmo saka, kad galioty
g € H(D). Kitaip sakant, F(H(D)) D Hy(D). Todél i§ 1.7 teoremos, kai r = 1, gau-
name, jog funkcijos e¢(>® diskreciais postumiais galima tolygiai aproksimuoti funkcijas
f(s) e H(K): f(s) #0, kai s € K, K € K, jei tik L(«, h) yra tiesiskai nepriklausoma
virs Q. Kita vertus, iS operatoriaus F' tolydumo ir 1.8 teoremos issyk galime gauti,
jog €< su atitinkamomis a reik§meémis diskrettis postumiai yra kiek norima artimi
funkcijoms, isreiskiamoms pavidalu €9, g € H(D), visuose kompaktiniuose srities D
poaibiuose (nereikalaujant papildinio jungumo).

Taip pat galima jrodyti ir funkcijos v/1 — e¢(50) (konkretumo délei imsime viena
funkcijos saka) diskrety universaluma tam tikro tipo funkcijoms. IS tiesy, operatorius
F:g— +/1—e9 yra tolydus. Taip pat matome, jog i$ lygybés f = /1 — e9 gauname

g =log(1— f?).

Taigi, galime parinkti g € H(D), jei tik f(s) # £1,s € D. Kitaip sakant, F/(H(D)) D
H_1:1(D), t.y., tenkinamos 1.7 teoremos salygos su r = 2. Todél, kai L(a, h) yra tiesis-
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kai nepriklausoma virs Q, funkcijos v/1 — e¢(5®) diskreciais postumiais galime tolygiai

aproksimuoti funkcijas f € H_; (D) kompaktiniuose srities D poaibiuose.
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Discrete universality of composite functions

A. Vaiginyteé
(Summary)

Let s = o + it be a complex variable and a € (0, 1] be a fixed parameter. The

Hurwitz zeta-function ((s, «) is defined, for o > 1, by the series

oo

1
((s,0) =) m+a)

m=0
and is continued analytically to the whole complex plane, except for a simple pole at
the point s = 1. Denote by D a strip of the complex plane {s € C : % < o < 1},
by K the class of compact subsets of D with connected complements and by H(K),
K € K, the class of continuous on D functions which are analytic in the interior of K.
Let as well H(D) be the space of analytic functions on D equipped with the topology
of uniform convergence on compacta and let L(a, k) = {log(m + a) : m € No} U {%}.

Let now § > 0. We say that an operator F' : H(D) — H(D) belongs to the class
Lip(pB) if the following conditions are satisfied:

1. for each polinomial p = p(s) the set F~!(p) is not empty;

2. for each set K € I there exists a constant ¢ > 0 and a set K; € K such that

fg}glF(gl(S)) — F(g2(s))[< ¢ Sup |g1(s) — ga(s)|”

for all g1, g0 € H(D).

Finally, for aq, ..., a, € C, denote

,,,,,

In the master work, we prove the following results. Suppose that the set L(a, h) is
linearly independent over the field of rational numbers Q. Then the following statements

are true.

1 Theorem. Let F' € Lip(p), K € K and f(s) € H(K). Then for alle >0

lim inf #{0 <m < N :sup|F({(s+ imh,a)) — f(s)|< e} > 0.

N—oo + 1 seK

2 Theorem. Let a continuous operator F : H(D) — H(D) satisfy the condition
F(H(D)) D Hyy . 0.(D). Ifr =1, let K € K, and f(s) € H(K), f(s) # a1, s € K.

14



If r > 2, let K C D be an arbitrary compact subset and f(s) € Hy, . . (D). Then the

assertion of Theorem 1 is true.

3 Theorem. Let F' : H(D) — H(D) be a continuous operator, K C D be a compact
subset and f(s) € F(H(D)). Then the assertion of Theorem 1 is true.
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