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Ivadas

Abel-Ruffini teorema teigia, kad bendro pavidalo daugianariy, 5 ar didesnio laipsnio, ne-
imanoma iSspresti radikalais - neegzistuoja formulé, kurig naudojant buty galima iSreiksti
tokios lygties Saknis jos koeficientus dauginant, dalinant, sudedant, atimant, keliant laips-

niu ar traukiant saknj.

1799 metais Paolo Ruffini pamégino jrodyti penkto laipsnio lygciy neissprendziamuma,
tadiau jo jrodymas buvo labai sudétingas ir nebuvo pripazintas kity matematiky (nors ir
bandé publikuoti 6 skirtingas jo versijas 1799-1813). 1824 Niels Henrik Abel, remdamasis

Ruffini darbais, pateike aiskesnj ir tikslesnj neissprendziamumo jrodyma.

Bakalauro darbe buvo aprasyta simetrinés grupés ir juy issprendziamumas. Juo naudo-
damasi, siame darbe nagrinésiu penkto ir didesnio laipsnio lygciy neissprendziamumag.
Pirmoje dalyje apibrésiu sgvokas ir aprasysiu Rymano pavirsiy konstravima. Antroje
dalyje nagrinésiu Abel-Ruffini teoremos jrodyma su pasirinktu penktojo laipsnio daugia-

nariu.



1 skyrius

Daugiareiksmeés funkcijos

ApibréZzimas: Daugiareiksme funkcija vadinama tokia funkcija f(z), kuri bent vienam

skaiciui z apibrézia dvi ar daugiau skirtingy reiksmiy.

Toliau naudosime tokig kreivés parametrine lygti:
z(t)=z(t)+i-y(t),0<t <1
jei funkcijos x(t) ir y(t) yra tolydzios, kai 0 < ¢ < 1, tai, kai ¢ kinta nuo 0 iki 1, taskas z(t)
apibrézia tolydzia kreive z plokstumoje. zg = z(0) yra pradinis kreives taskas, z; = z(1)

- galinis.

Apibrézimas: Tegu O - koordinaciy pradzios taskas ir tarkime, kad vektorius OA ati-
tinka kompleksinj skaiciy z = a + . Kompleksinio skai¢iaus z argumentu vadinamas

kampas tarp asies Ox ir vektoriaus OA. Zymime argz.
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Tarkime, turime tolydzia kreive C' iSreikSta parametrine lygtimi ir neinancia per taska

z = 0. Argumento reiksme jos pradzios taske zZymeésime ¢(0), pabaigos taske - ¢(1)
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Apibrézimas: Skirtumas ¢(1) - ¢(0) yra vadinamas argumento poky¢iu palei kreive C'.
Apibrézimas: Muavro formulé:

[r(cosp + ising)]™ = r™(cosny + isinng)

Tarkime, turime kompleksinj skai¢iy isreikstg trigonometrine forma
z = r(cosp + ising).

Raskime visus kompleksinius skaic¢ius w , tenkinancius lygtj
w"=2z,neN.

Kai z = 0 turime, kad w = 0. Tarkime z # 0. UzZrasome w trignonometrine forma:
w = p(cosp + ising).
Tada, pagal Muavro formule gauname
w" = p"(cosnyp + isinni))
w” = p*(cosny + isinni) = r(cosp + ising)
Gavome, kad p" =7 ir nY = p + 27k, k € Z.
Vadinasi,

w = {‘/F(cosi‘”j”k + isz’ni“”j”k). (1)

imkime 0 < ky < n ir ko tokj, kad ky = k1 + an, a € Z. Tada

o+2mks _ e+2m(kitan) _ o+2rki+2man _ o+2mk; _ pt+2wky
=2 = - = - = &= + 2a = = + 27a

Kadangi sin ir cos periodas yra 27, w reiksmeés kartosis ir sutaps su tomis, kurios gauna-

mos, kai k =0,1,..,n — 1. Todél egzistuoja n skirtingy funkcijos w reiksmiy.

Iveskime Zymeéjima:

o

§n = cos=F +isin=r.

1.0.1 lema. :
V1 jgija reiksmes 1, &,,&2, &0t



Irodymas:
1 isreiskiame trigonometrine forma:
1 = 1(cos0 + isin0)
is (1) lygties gauname:

V1= 1(cos™2E + jsin™2mh) = cos2TE 4 jgin2™ = ¢k k=1.,n-1 O

n n S

£ = cos(2m) + isin(2w) = 1 ir elementai 1,&,,£", ..., sudaro cikling grupe san-

daugos atzvilgiu.

Tarkime, z; yra kuri nors is {/zy reiksmiy. Raskime visas {/zy reiksSmes:

jei 21 = /7, tai 2§ = zp. DBet kuriai kitai reikSmei z, taip pat galios z§ = 2.
1= 20 — %2 _ (2)n

20 27 21 :
Vadinasi,

Ry = Z1- {Z/I
Gavome, kad kitos reikSmés bus lygios

1 gna z1 fia ey 21 577;_1



2 skyrius

Rymano pavirsiai

2.1 Rymano pavirsius funkcijai w = /2

Daugiareiksmeé funkcija w = /z turi viena reikSme w = 0, kai z = 0 ir dvi reikSmes kai
z # 0. Jei taske zy viena funkcijos w reiksme lygi wy, tai antroji reikSmé tame taske yra
lygi —wy.

Is Muavro formulés gauname, kad traukiant kvadratine Saknj funkcijos argumentas argz
sumazéja 2 kartus. Tada —7w < argz < 7w ir —7/2 < argw < /2. Perkirpkime z ploks-
tuma nuo 0 iki —oo. Kiekvienam z toje plokstumoje, isskyrus taskus ant perkirpimo
pasirinkime vieng i$ reikSmiy wy =; /2. Funkcija z plokstumoje yra tolydi visur iSskyrus
perkirpimg, tac¢iau w plokstumoje ji tolydi tik desinéje puséje. Imant funkcijos w reiksmes
kairéje plokStumos puséje, gauname antraja vienareikSme funkcija we = —14/2.
Funkcijos w; ir ws yra vadinamos funkcijos w tolydziomis vienareikSmémis sakomis.
Imkime dvi z plok$tumas, perkirptas nuo 0 iki —co. Tegu funkcija wy =; /2 bus vienoje
is plokstumy, o wy = —14/z - antroje. Jei taskas z judés kuria nors is plokstumy tolydziai
nekirsdamas perkirpimy, funkcijos w reiksSmeé kis tolydziai.

Nagrinékime pirmaja reikSme wy =1 1/z. IS bréZinio matome, kad jei taskas eis per perkir-
pima, tarkime, is tasko A j z plokStumoje greta esantj B, atitinkami taskai w plokStumoje
nebebus arti vienas kito. Tac¢iau matome, kad taskas A* bus greta tasko D*, kuris pri-

klauso antrajai reikSmei.
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Taigi, jei kirsdamas perkirpima taskas z judés is virsutinés vienos plokstumos pusés
i apating antros ploksStumos puse, funkcija kis tolydziai. Nuo 0 iki —oo sujungiame vir-
Sutinj vienos plokstumos krasta su apatiniu kitos. Taip funkcija w = /z (kuri turéjo
dvi reiksmes plokstumoje z) transformuojama j vienareiksme funkcija naujame pavirsiuje,
sudarytame is dviejy sujungty z plokstumnuy.

Toks pavir§ius vadinamas Rymano pavirsiumi funkcijai w = /.

Norint sukonstruoti Rymano pavirsiy daugiareikSmei funkcijai pirmiausia reikia atskirti
tolydzias vienareikSmes funkcijos Ssakas atskiriant taskus perkirpime. Tada reikia sujungti

gautas sakas taip, kad gautume vienareikSme funkcija visame pavirsiuje.

Tarkime, w(z) - daugiareikSmé funkcija. Taske zy fiksuokime viena jos reiksmiy wg. Te-
gu w*(z) - tolydi vienareiksmeé funkcijos w(z) Saka, apibrézta kurioje nors z plokstumos

dalyje (pavyzdziui, visoje plokStumoje, iSskyrus perkirpimus) ir w*(z9) = wg. Tarkime,



toje plokstumos dalyje egzistuoja tolydi kreivée C, jungianti taska zy su tasku z;. Taigi,
taskui z tolygiai judant kreive C' nuo tasko zy iki 21, funkcija w*(z) kinta tolydziai nuo
w*(2p) iki w*(2z1) (judant kreive C, kiekvienam ant jos esanciam taskui z parenkame vie-
ng is funkcijos w(z) reiksSmiy taip, kad ji kistu tolygiai taskui judant kreive nuo pradinés
reikSmes wy. Pasiekus taska zy, reikSmé jame bus apibrézta.

Sakome, kad w; = w(z;) yra reikSmé apibrézta tolydumu palei kreive, su salyga w(zy) =

Wo

Jei funkcijos w(z) reiksmeés, parinktos visiems kreivés C' taskams, bus atvaizduotos w
plokitumoje, tai gausime tolydzia kreive einancia nuo tasko wy iki wy. Si kreivé bus vie-
nas i$ tolydziy kreivés C' vaizdu, gaunamu naudojant atvaizdj w = /z. Taciau fiksuojant
pradinio kreivés C' tasko vaizdg ir nuo jo bréziant kreivés vaizda, gauta kreivé nebutinai

bus vienareiksmiskai apibrézta.

Pavyzdys:
tarkime, turime kreive C' su parametrine lygtimi z(t) = 2t — 1 ir atvaizdj w = /2. Ra-

skime visus kreives C' vaizdus wy(t), prasidedancius taske i:

kai ¢ € [0; 1], tai wo(t) gali jgyti dvi reikSmes:
wo(t) = +i/1—2t; 1—2t>0.

kai ¢ € [5;1]:

wo(t) = £2t—1; 2t —1>0.

kai ¢ = 1;1, gaunama viena reikSme w(3) = 0.

Tolydus kreivés vaizdas yra kreives AOB ir AOC"

Ad
O———— =y -
B 0 e

Siuo atveju kreivés vaizdas tampa nevienareikSmiskai apibréztu, kai ji eina per taska



z = 0. Norint to iSvengti, reikia imti kreives, kurios neina per ta taska.

2 pavyzdys:

Funkcijai w = y/z parinkime reik§me w(1) = /1 = 1. Reikdme w(—1) = +/—1 apibrézki-
me tolydumu palei kreives:

a) virsutine vienetinio apskritimo puse

b) apatine vienetinio apskritimo puse

-i b)

Kadangi funkcija w = /2 argumentg sumazina du kartus (pagal Muavro formule, i$ a)
kreives 0 <argz <m gausime 0<argw <m/2 irkreivesb) 0<argz < -—m

gausime 0 < argw < —7/2:

IS brézinio matome, kad kreivés a) galinis taskas yra i, kreivés b) —i. Nors abi kreivés

baigesi taske -1, jy vaizdy, gauty naudojant funkcija w = /z, galiniai taskai skiriasi.

2.1.1 teiginys. Jei kreivé C' yra uZdara plokstumoje z, tai funkcijos w = /z reiksmé ga-
liniame kreivés taske, apibréztame tolydumu palei kreive, sutampa su reikSme pradiniame

kreivés C' taske tada ir tik tada, kai kreivé C apsisuka aplink taskq z = 0 lyging skaiciy
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karty.

Irodymas:
Tarkime, wg(t) - tolydus kreivés C' vaizdas. Jei kreive z(¢), 0 < ¢t < 1 uzdara, tai
2(0) = z(1). Tada arba wg(1) = we(0), arba wy(1) = —wy(0). Tam, kad buty teisinga
lygybé wy(1) = wp(0), reikia kad wy(t) buty uzdara - argwy(t) = 2rk. Vadinasi, (pagal
Muavro formule), argz(t) = 2 - 27k = 4rwk- t.y., kreive C turi apsisukti aplink taska
z=0 2k karty. U

ApibréZzimas: Turime kreive C' su parametrine lygtimi z(¢). Kreive C~! vadinsime kreive,

identiska C| tik nukreipta i priesingg puse. Jos parametriné lygtis bus lygi z;(t) = z(1—1t).

Apibrézimas: Tarkime, kad pradinis kreivées Cy taskas sutampa su galiniu kreives C}
tasku. Kreive C;'C, vadinsime kreive, gauta sujungus galinj kreivés C; taska su pradiniu

kreivées (5 tasku.

2.1.2 teiginys. Tegu Cy ir Cy - dvi kreivés, jungiancios taskus zo ir zy. Kuriame nors
taske fiksuokime reiksme /2o = wy. Reiksmés taske \/z1, tolydZiai apibréztos palei kreives
C,y ir Cy bus lygios tada ir tik tada, kai kreivé C7'Cy apsisuks aplink taskq z = 0 lyging
skaiciy karty.

w0 <

Irodymas:

Tarkime, funkcija /z kreives C} ir Cy atvaizduoja i Ly ir Ly. Jos turi prasidéti tame
paciame taske wy = /zy, nes kreives C ir Cp prasideda taske zp. Kreive L7'L,y yra to-
lydus kreives C7'Cy vaizdas. Kreive C;'Cy yra uzdara, todél remiantis ankséiau jrodytu
teiginiu gauname, kad kreivés L' L, pradzios ir galo reiksmeés sutaps tada ir tik tada, kai

kreive C'Cy apsisuks aplink tagka 0 lyginj skai¢iy karty. O
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Vadinasi, jeigu kreive C]'Cy apsisuks 0 karty aplink taska z = 0, funkcijos y/z reiks-
més galiniuose kreiviy C] ir Cy taskuose sutaps, kai sutampa reikSmeés pradiniuose juy
taskuose.

Taigi, norint atskirti tolydZias vienareikSmes funkcijos 1/z Sakas, pakanka parinkti krei-
ves C; ir Oy taip, kad kreive C;'C, biity tokia, kuri neapsisuka aplink taska z = 0. Tai

padaryti galima plokStuma perkerpant nuo tasko 0 iki —oco.

Jei perkirpus plokstuma nuo tasko 0 iki —oo ir kuriame nors taske zy parenkame vieng is
reikSmiy wy = /z, ir jei reikSmeé kiekviename taske z; yra apibrézta tolydziai palei kreive
C, jungiancig taskus zg ir z; ir neinancig per perkirpimg, tada kiekviename plokstumos
taske, isskyrus esancius ant perkirpimo, yra apibrézta kuri nors vienareiksmé funkcijos
Vz Saka 1y/z. Jei taske zy fiksuojame kitg reikSme, tai apibréziama kita funkcijos /z

Saka 94/2.

2.1.3 teiginys. 1\/z #9 \/z visuose taskuose, isskyrus esancius ant perkirpimo.

Irodymas:
Imkime kreive C'; kuri neina per plokstumos perkirpima ir jungia taskus zg ir z;. Tarkime,
kad pasirinke dvi skirtingas reikSmes taske zy ir tolydziai palei kreive apibréze funkcija
V7, tagke z; gavome vienodas reikimes. Imkime kreive C~!. Gauname, kad jos pradinia-
me taske z; reikSmeé viena, o galiniame taske zy reikSmeés skiriasi. Tai jmanoma tik tuo
atveju, kai kreive C' eina per taska z = 0, tac¢iau kreive C' parinkome tokia, kuri neina

per plokstumos perkirpima nuo 0 iki —oo - gavome priestara. [

2.1.4 teiginys. Tuske z* fiksuokime reiksme w* =1 «/z* ir pradedant nuo z* ir neinant per
perkirpimq apibrézkime tolydZiai palei kreive funkcijos \/z reik$mes kituose plokstumos z
taskuose (isskyrus esancius ant perkirpimo). Taip gauta tolydi vienareiksmé Saka sutampa

su funkcija 1v/z (apibrézta pagal reiksme taske z*).

Irodymas:
Imkime taska z, nesantj ant perkirpimo. Nuo tasko z* iki z bréziame tolydzig ir perkirpi-

mo nekertancia kreive €. Imkime antra kreive Cy, kuri prasideda taske zj ir baigiasi 2*.
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Fiksavome reik§me w* =; v/z*, vadinasi, jei pasirinksime reik§me V/Zo = wy ir apibrésime
Vz* tolydziai palei kreive C, turime gauti w*. Taciau reik§mé \/z yra apibréZta tolydziai
palei kreive C) su salyga /z* = w*, sutampa su /z reikSme apibrézta tolydziai palei
kreive CyC su salyga \/zo = wg. Vadinasi, /2 reiksmé kiekviename taske z, nesanciame

ant plok$tumos perkirpimo, sutampa su reikSme 1y/z. 0O

2.1.5 teiginys. Tarkime, taskai zy ir zy néra ant perkirpimo ir juos jungianti kreivé C
kerta perkirpimq vieng kartq. Jei pasirinksime reiksme wy = \/zq ir tolydZiai palei kreive
C apibrésime reiksme wy = \/z1, tai reiksmés wo ir wy atitiks skirtingas funkcijos w = /z

sakas.

Irodymas:
Tegu C - tolydi kreivé jungianti taskus zj ir z; ir nekertanti plokstumos perkirpimo. Tegu
w; = /71 - funkcijos \/z reiksme tolydziai apibrézta palei kreive C; su salyga |/zy = wo.
Kreive C nekerta perkirpimo, todél reikSmeés wy ir wj priklauso tai paciai funkcijos 1/z
Sakai. Kreive C;'C, vieng karta apsisuka aplink tagks z = 0, vadinasi reik§meés w; ir w}
skiriasi (kad buty vienodos, kreivé turi apsisukti aplink taska z =0 2k karty). Kadangi

wy ir w? priklau 1 paciai funkcij z Sakal, wy ir w; priklau irtingoms Sakoms:
0 1 priklauso tai paciai funkcijos sakai, wq klauso skirtingoms sakoms: [

2.1.6 teiginys. Sukantis aplink taskq zo # 0, Rymano pavirsiaus plokstuma nepasikeicia,
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o sukantis aplink taskq zy = 0 pereinama is vienos Rymano pavirsiaus plokstumos j kitg.

Irodymas:
jei zg # 0, tai apskritimas su centru taske z, ir pakankamai mazu spinduliu nesisuka ap-
link taska zo = 0, todél argumento argwy(t) pokytis lygus nuliui ir funkcijos /2 reikSme
nesikei¢ia. Argumento argz(t) pokytis aplink apskritima su centru zo = 0 yra lygi 2,
vadinasi argwg(t) = m - siuo atveju funkcijos reikSmé keiciasi - pereinama j kita Rymano

pavirsiaus plokstumag. [

Apibrézimas: taskai, aplink kuriuos judant pereinama iS vienos Rymano pavirSiaus
plokstumos | kita (kei¢iasi funkcijos reiksme) yra vadinami daugiareiksmeés funkcijos Sa-

kojimosi taskais.

Rymano pavirSiams galima nubraizyti schemas. Pavyzdziui, funkcijos y/z schema yra

—

0

Ji parodo, kad pavirsiy sudaro dvi plokStumos ir kad z = 0 yra sakojimosi taskas, aplink
kurj judant ir kertant perkirpima nuo z = 0 iki begalybés yra pereinama is vienos ploks-

tumos j kitg.

2.2 Rymano pavirsius funkcijai /=

Raskime Sakojimosi taskus funkcijai {/z:

wo(t) - tolydus kreivés z(t) vaizdas, gautas naudojant atvaizdj {/z.

Jei zp # 0, tai apskritimas su centru taske zy ir pakankamai mazu spinduliu nesisuka
aplink taska zy = 0, todél argwy(t) pokytis bus lygus 0. Vadinasi, taskai zy # 0 negali
buti sakojimosi taskais.

Argumento argz(t) pokytis aplink apskritimg su centru z = 0 yra lygus 27. Vadinasi,
pagal Muavro formule, argwg(t) pokytis yra 2%

Funkcijos /z reikSmeé, apsisukus vieng karta aplink taska z = 0 yra padauginama i3
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— 2T | eim 2T
§n = cosTE +isin.
Gavome, kad funkcijos /z Sakojimosi taskas yra zo = 0.
Tarkime, wq(t) - viena i§ funkcijos {/z reikSmiy. Tada visos kitos jos reikSmeés yra:

wi(t) = wo(t) - &, walt) = wo(t) - &, wp1(t) = wo(t) - &

Perkerpame plokstumag nuo tasko z = 0 iki begalybés taip, kad nekirstume tasko z = 1.
Tegu z(t) - kreive, jungianti taska z = 1 su kuriuo nors kitu tasku taip, kad ji nekirsty
perkirpimo. Jei funkcijos reikimé pradiniame kreivés taske yra padauginama i§ £ tai
reikimés tolydZiai apibréZtame galiniame tagke taip pat bus padaugintos i £*. Jei viena

funkcijos saka lygi fy(2), tai kitos Sakos bus lygios f;(z) = fo(2) - €¥. Rymano pavirsiaus

schema atrodys taip:

(sakojimosi taskas yra 0 ir kaskart aplink ji apsisukdant pereinama is f;(z) reikSmeés j

reikdme fi(2) = fo(2) - &).

Jei daugiaureiksmeé funkcija turi keletg Sakojimosi tasky, norint atskirti vienareikSmes
sakas reikia nuo kiekvieno Sakojimosi tasko iki begalybés nubreézti tarpusavyje nesikertan-

Cias tieses ir perkirpti plokstuma per jas.

Apibrézimas: taskai, kurie néra Sakojimosi taskai, bet kuriuose tolydus kreiviy vaizdai
néra vienareikSmiskai apibrézti vadinami funkcijos neunikalumo taskais.
Braizant Rymano schema, nuo tokiy tasky nereikia daryti perkirpimy, bet kreives turi

buti parenkamos tokios, kad nekirsty siy tasky.
Pavyzdys:
Nagrinékime funkcijg v/ 22.

Vienareiksmes jos Sakos yra wy(z) = z ir wy(z) = —z. Apsisukus vieng karta aplink taska
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2=0 argz? pakinta 47, vadinasi argv/ 2?2 pasikeis per 27, taigi funkcijos reiksmé nepa-
sikeis. Rymano schema susidaro is dviejy nesijungianciy plokstumy. Rymano pavirsius

atrodys taip:

Parodysime, kodél pasalinami neunikalumo taskai:

imkime kreive AOB. Funkcija /22 ja atvaizduos j kreives COD, COF, EOD, EOF':

B D

pereinant per taska z = 0 jmanoma ir pereiti j kita Rymano pavirSiaus plokstuma, ir likti

toje pacioje.

2.3 Rymano pavirsiy schemy konstravimas

Tarkime, turime funkcija h(z) = f(2)+g(z). PlokS§tumoje panaikiname h(z) neunikalumo
taskus ir perkerpame plokstumas nuo funkciju f(z) ir g(z) Sakojimosi tasky iki begalybés
taip, kad perkirpimai nesikirsty. Tegu fi(2),..., fu(2) it ¢1(2), ..., gm(z) - tolydzios vie-
nareikSmeés funkcijy f(z) ir g(z) Sakos plokstumose su perkirpimais. Tada funkcija h(z)
turés nm tolydziu vienareikSmiy Saky, nes h(z) reikSmé kuriame nors taske zy yra suda-
roma imant bet kuria iS n g(zp) reikSmiy ir pridedant bet kuria is m f(zp) reikSmiy (iS
viso gauname nm varianty):

hij(z0) = gi(20) + hj(2). Jei funkcija apsisukdama apie Sakojimosi taska vieng karta
pereina i$ Sakos f; (z) i Saka fi,(z) ir i8 Sakos gj,(2) i Saka g;,(2), tai Saka h;, j,(2) =
fii(2) + gj,(2) pereis i hi, j,(2) = fi,(2) + gj,(2). Taip i$ funkcijuy f(2) ir g(z) Rymano

schemy galima nubraizyti schema h(z). Kiekvienai porai saky f;(z) ir g;(2) imame ploks-
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tumg atitinkancig h; j(z0) = gi(20) +h;(20). Atitinkamai nubréziame rodykles peréjimams
tarp plokstumy kiekviename tagke. Sis metodas vadinamas formaliuoju, taciau juo nevi-

sada gauname teisinga schema, nes kai kurios h;, ;,(2) reikSmeés gali sutapti.

Pavyzdys:
Tarkime, turime funkcija h(z) = /2 + /2.

Funkcijos /= schema yra

0

Tada funkcijos \/z + /2 schema bus

raskime visas galimas funkcijos h(z) reikSmes. Tarkime, fo(z) yra viena funkcijos /z

saka. Tada antra jos Saka yra lygi — fo(z). Galimos h(z) reikSmés yra:

hoo(2) = fo(2) + fo(2)
hi1(2) = = fo(z) — fo(z)
hoa(z) = fo(z) = fo(z) =0
hio(z) = = fo(z) + fo(z) = 0.

Matome, kad reikSmeés hg(2) ir hyo(z) sutampa. Schemoje palickame plostumas hg ir

hy 1, o vietoje ho1(2) ir hio(z) bréziame tik viena. Siuo atveju ji nesijungia su kitomis

plokstumomis:
hyo=ho,
i hy 3
3 hoo

Taigi, turint Rymano schemas funkcijoms f(z) ir g(z) ir norint nubrézti schema funkcijai
h(z) = f(z) 4+ g(z) reikia nubrézti schema naudojant formaly metodg ir surasti Sakas,

kuriy reikSmeés sutampa. Taip galima sudaryti schemas ir kai funkcija h(z) = f(z) — g(2),

h(z) = f(2) - 9(2), hz) = f(2)/9(2)
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2.4 Monodromijos grupés

Kiekvienai Rymano pavirsiaus schemai galima priskirti keitiniy grupe. Kiekvieng apsisu-
kima pries laikrodzio rodykle aplink sakojimosi taska atitinka Rymano schemy plokstumy
keitinys ([1]).

Pavyzdys:

tarkime, turime schema

R
[/
\__ |

0 1

[ T

[a—y

jos keitiniai uzrasomi

1 23 4

Apibrézimas: tegu gi, g, ..., gs - Rymano pavirSiaus schemos keitiniai, atitinkantys ap-

bo =
= b2
W

=%
S

sisukimus pries laikrodzio rodykle aplink sakojimosi taskus. Grupé, generuota elementy
g1, 92, ..., gs vadinama Rymano pavirsiaus schemos plokstumuy keitiniy grupe, arba sche-

mos keitiniy grupe.

Tarkime, taskas zy néra nei sakojimosi, nei neunikalumo taskas daugiareiksmei funkcijai
w(z) ir wy, wy, ..., w, yra funkcijos w(z) reiksmes taske zy. Nagrinékime tolydzia kreive
C, kuri prasideda ir baigiasi taske zj ir nekerta funkcijos w(z) Sakojimosi ir neunikalumo
tasky. Imkime reikSme w; = w(z) ir apibrézkime tolydziai palei kreive kitg reiksme w.
Pradédami nuo skirtingy w; reikSmiy gauname skirtingas w; reikSmes. Vadinasi, kreive

C' atitinka tam tikras reikSmiu wy, we, ..., w, keitinys ([I]).

Jei nagrinésime visas jmanomas kreives, kurios prasideda ir baigiasi taske 2y ir neina
per funkcijos w(z) sakojimosi ir neunikalumo taskus, tai jas atitinkantys keitiniai sudarys

grupe, kuri vadinama w(z) reikSmiy keitiniy grupe.

Apibrézimas: Visuy reikSmiuy w(zg) visiems taskams zy keitiniy grupé vadinama daugi-
areiksmes funkcijos w(z) monodromijos grupe. Ji yra izomorfiska visy funkcijos w(zg)

Rymano schemy keitiniy grupei.
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2.4.1 teorema. Jei daugiareiksmé funkcija gali buti isreiskiama radikalais, tai jos mono-

dromijos grupé yra issprendzZiama.

(Irodymas [I] knygoje).
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3 skyrius

Abel-Ruffini teorema

Imkime lygti P,(w)
20° — bw* — Rw? + 40w? + 120w + z = 0
kur z — kompleksinis parametras. Tokia lygtis turi 5 Saknis. Jos iSvestiné lygi:
10w* — 20w? — 70w? + 80w + 120 = 10(w + 1)(w — 2)(w + 2)(w — 3).
vadinasi, Saknys -2,—1, 2, 3 gali buti antros eilés. [sistatome jas | pradine lygti:

P(=2)=2- (-2 =5-(=2)' = 2. (=2)34+40- (-2)? + 120 (=2) + 2 = =375 + 2

P(-1)=2-(=1)°=5-(=1)* = 2 (=1)* +40- (=1)? + 120 - (—=2) 4+ 2 = =632 + 2

P(2)=2-(2=5-(2)* = 2 (2)*+40- (2> + 120 (2) + 2 = 1974 + 2

197 +2=0

= z=—1973

P(3)=2-(3°—5-(3)* = 1. (3)3+40-(3)2+120- (3) + 2 = 171 + 2
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171+ 2=0

= z=—171

Taigi, kai parametro z reikSmeés z = 37%,2 = 63%,2 = —197%,2 = —171, daugianaris
P, (w) gali turéti keturias skirtingas saknis.

Saknis wy = —2 bus antros eilés tada, kai parametro z reiksmeé bus lygi z = 37%, Saknis
woy = —1 antros eilés, kai z = 632, Saknis wy = 2 antros eilés, kai 2 = —197%, Saknis

3 3
wo = 3, kai z = —171.

Irodykime, kad maziems parametro z pokyciams, lygties
20° — bw* — Dw? + 40w? + 120w + z = 0

saknys irgi pakis mazai:

3.0.1 teiginys. Tegu zy - kompleksinis skaicius, wg - viena is daugianario P,(w) Sakny,
kai z = zg. Imkime skrituly su kiek norima mazu spindulu v ir centru taske wg. Tada
egzistuoja realusis skaicius p > 0, toks, kad jei |z§ — 20| < p, tai tame skritulyje egzistuoja

bent viena daugianario saknis ir taskui z = z.

Irodymas:

Tegu P.(w) = 2w® — bw* — Dw® + 40w? 4+ 120w + z = 0. Fiksuokime z = z, ir nag-
rinekime vienareikSmj atvaizdj 7 = P, (w), kuris w plokStuma atvaizduoja i komplek-
sine 7 plokstuma. Tarkime, C' yra apskritimas w plokStumoje su centru taske wy ir
spinduliu r, o C* — jo vaizdas, gautas atvaizdziu 7 = P, (w). Isskaidykime daugianarj
P, (w) = 2w’ — bw* — ?w?’ + 40w? 4 120w + 2z = 0 pirmojo laipsnio daugikliais:

P (w) =2(w — wy)(w — we)(w — ws3)(w — wy)(w — ws),

w; - lygties P, (w) = 0 Saknys. Jei w; neguli diske D, apibréztame apskritimo C| tai
apsisukant pries laikrodzio rodykle apskritimu C, (w — w;) argumentas nesikeicia. Jei
w; € D, tai (w— w;) argumentas pasikeicia per 2w. Vadinasi, apsisukant palei apskritima

C, funkcijos P,,(w) argumentas padidéja 2mm, m - lygties P, (w) = 0 Sakny, esanciy

skritulio D viduje, skai¢ius. Vadinasi, kreiveé C* apsisuka aplink taska 7 =0 m karty.
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Kadangi teigéme, kad wy, esantis skritulio D centre, yra viena i$ lygties P, (w) = 0 Sakny,
vadinasi m > 1. Vadinasi, 9p > 0 toks, kad diskas su centru 7 = 0 ir spinduliu p nesikerta
su kreive C*.

Imkime kitg taska zj. Nagrinékime kitg atvaizdj 7 = P} (w) ir juo gautg kreives C' vaizda
cr.

P.:(w) = 20° — 5w* — 2w’ + 40w? + 120w + 25 = 2w’ — 5w* — Dw? 4 40w? 4 120w +
25+ 20 — 20 = 2w® — Swt — Dw? + 40w? + 120w + 20 + (2§ — 20) = Pay(w) + (2§ — 20).
Taigi, kreive C*x gaunama perkeliant kreive C* per vektoriu (z — 29). Jei vektoriaus
(2 — 20) ilgis mazesnis uz p, tai aplink taska 7 = 0, kreivée C*x apsisuka tiek pat kartu,
kiek ir kreive C*x, t.y. m karty. Kaip ir tasko zy atveju, gauname, kad skritulyje D yra
m > 1 Sakny ir lygciai P«(w) =0. O

Tarkime, w(z) yra funkcija iSreiskianti lygties P,(w) = 2w® — 5w* — 2w? 4+ 40w? + 120w +
z = 0 saknis per parametra z ir wy - viena iS w(zg) reikSmiy. Turime, kad, jei taskas
z juda kreive nuo tasko zp tolygiai, tai galima parinkti viena i$ w(z) reikSmiy taip, kad
taskas w taip pat kisty tolygiai kreive nuo tasko wy, t.y. funkcija w(z) gali buti apibrézta
tolydziai palei kokia nors kreive C'. Taigi, jei kreive C' nekerta nei funkcijos w(z) sakoji-

mosi, nei neunikalumo tasky, tai funkcija w(z) yra apibrézta tolydziai palei kreive C'.

3.0.2 teiginys. Tik taskai z = 375,z = 633,z = —1973, 2z = —171 gali buti funkcijos w(z)

sakojimost arba neunikalumo taskais.

Irodymas:
Tegu - 2y koks nors taskas, iSskyrus taskus z = 37%, z = 63%, z= —197%7 z = —171.
1) Trodykime, kad taskas zo néra funkcijos w(z) neunikalumo taskas:
turime 5 tasko zy vaizdus, gautus atvaizdziu w(z). Pazymeékime juos wy, we, ws, wy, ws.
Jei tolydi kreivé prasideda taske zg, tai kickviename is tasky wy, wsy, w3, wy, ws prasides

bent vienas tolydus kreives C' vaizdas. Jei kuriame nors i$ tasky wy, (i = 1,2, ...,5) prasi-
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dedéty du tolydus kreivés C vaizdai, tai kreivé turéty 6 tolydzius atvaizdzius, taciau tai
néra jmanoma, nes penktojo laipsnio lygtis negali turéti daugiau nei 5 Saknis. Vadinasi,
taskas zg negali buti funkcijos w(z) neunikalumo tasku.

2) Taskas zp néra funkcijos w(z) sakojimosi taskas:

imkime penkis skritulius Dy, Dy, D3, D4, D5 su spinduliu r ir centrais taskuose w;. r pa-
rinkime pakankamai maza, kad tie skrituliai nesikirsty. Egzistuoja skritulys Dy su centru
taske zp toks, kad kiekvienam taskui z; € D, egzistuoja po vieng vaizda kiekviename
is skrituliy Dy, Do, D3, D4, D5 plokstumoje w. Tarkime, C' yra tolydi kreivé skritulio Dy
viduje. Tada visi jos vaizdai yra skrituliy Dy, Do, D3, Dy, D5 viduje. Kadangi skrituliai
nesikerta, kreivés vaizdai negali pereiti i$ vieno i§ D;, (i = 1, ...,5) skrituliy i kita ir kiek-
vienas i$ kreives vaizdy yra tik viename skritulyje. Jei kreive C', esanti skritulio D viduje,
prasideda ir baigiasi taske z;, tai jos vaizdas - kreivé C* prasideda ir baigiasi taskuose,
kurie yra tasko zj vaizdai. Kadangi kiekviename is skrituliy D; yra tik po vieng tasko
z; vaizdag ir kreivé C* yra tik vieno is skrituliy viduje, vadinasi, kreivé C* prasideda ir
baigiasi tame paciame taske.

Taigi, jei C' yra uzdara kreivée skritulio Dy viduje, tai funkcijos w(z) reiksmé galiniame
kreives C taske sutampa su reiksme pradiniame C' taske. Tai galioja visiems apskritimams
su centru taske 2y ir spinduliu maznesniu nei p. Kadangi apeinant kreive aplink taska
2o funckijos w(z) reiksmeé nepasikeicia, o lieka tokia pati, vadinasi zo néra funkcijos w(z)

sakojimosi taskas. [J

Tarkime, zinome, kad vienas is tasky z = 37%,2 = 63%,2 = —197%,z = —171 yra
funkcijos w(z) sakojimosi taskas. Pasirinkime, kad jis yra zo = 37%. Tada lygtis

20° — 5wt — Dw? + 40w? 4+ 120w + z = 0

turi 4 saknis wq, we, w3, wy, i$ kuriy viena, tarkime, wq, yra antros eilés, o likusios - pir-
mos. Tarkime, taskas z; yra arti tasko zy. Tada turime, kad Salia tasko w; yra du tasko
2y vaizdai, gauti atvaizdziu w(z) ir prie tasky ws, w3, wy - po vieng z§ vaizda. Tarkime,
C - apskritimas su mazu spinduliu ir centru taske zy, C' prasideda ir baigiasi taske z;.
Turime, kad tolygus apskritimo C' vaizdai, kurie prasideda prie tasky ws, w3, wy baigia-
si tuose paciuose taskuose, o vaizdas, kurio pradzia yra viename is tasko z; vaizdy prie
tasko w; gali baigtis kitame z; vaizde, esanciame prie tasko w; . Vadinasi, taske z, gali

jungtis tik dvi Rymano schemos plokstumos ir tame taske nebus peréjimy tarp likusiy

trijuy plokstumy.
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3.0.3 teiginys. Tarkime, w(z) yra funkcija isreiskianti lygties P,(w) = 2w® — 5w — ?wg’ +
40w? + 120w + z = 0 Saknis per parametrg z. Tegu zy ir z1 - kokie nors taskai, isskyrus
z= 37%, z= 63%, z= —197%, z = —171 ir wy ir wy - jy vaizdai, gauti naudojant atvaizdy
w(z). Tada yra jmanoma nubrézti tokig tolydzig kreive, jungiancig taskus zo ir z ar
neinanciq per z = 37%,2 = 63%,2 = —197%,2 = —171, kad jos tolydus vaizdas, kuris
prasideda taske wy, baigtysi wy.

Irodymas:

taskai z = 37%,2 = 63%,z = —197%,2 = —171 ir wq ir w; turi baigtinj skaiciy vaiz-
dy, todél jmanoma nubrézti juy nekertancig kreive C*, einancig i$ tasko wg j wyi. Tegu
C' yra kreives C* vaizdas, gautas atvaizdziu z(w) = 2w’ — bw? — ?w?’ + 40w? + 120w.
Kadangi z(w) yra tolydi funkcija ir C* - tolydi kreive, tai C' taip pat tolydi. Kreive

C* yra tolydus kreivés C vaizdas, gautas atvaizdziu w(z). Kadangi kreive C* neker-

ta tasky z = 37%,2 = 63%,2 = —197%,2 = —171 vaizdy, tai kreivée C' nekirs tasky
z = 37%,2‘ = 63%,2’ = —197%,2 = —171 ir pradinis taskas bus z(wy) = zp, galinis -
z(wl) = Z1. [

3.0.4 teiginys. taskai z = 37%, z = 63%, z = —197%, z = —171 yra funkcijos w(z) Sakoji-
most taskai.

Irodymas:

1

32 = 63%, z= —197%, z = —171, galima pereiti

judant kreive, neinancia per taskus z = 37
is vienos funkcijos w(z) Rymano pavirsiaus plokstumos j kita. Kiekvienas peré¢jimas j kita
plokStuma kertant perkirpimag nuo Sakojimosi tasko iki begalybés atitinka peréjimg is to
tasko Rymano schemoje. Kadangi tik taskai z = 37%, z= 63%, z= —197%, z = —171 gali
buti funkeijos w(z) Sakojimosi taskais, ir kiekviename i§ tasky gali jungtis tik dvi ploks-
tumos, norint gauti schema, kurioje néra nesijungianciy plokstumy, visi keturi taskai
z = 37%, z= 63%, z= —197%, z = —171 turi buti funkcijos w(z) sakojimosi taskais. O

Gali buti trys Rymano schemos variantai funkcijai w(z):

$—>5

—>5

4 o 4

3 3 .
2

— .
ol w12 3 o . s
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(kiti variantai sutampa su Siais pernumeravus plokStumas arba vietomis sukeitus sakoji-

mosi taskus schemoje).

3.0.5 teiginys. funkcijos w(z) monodromijos grupé yra Ss.

Irodymas:
pirmiausia jrodysime, kad visoms trims schemoms keitiniy grupé yra sudaryta is transpo-
ziciju (1,2),(2,3),(3,4), (4,5). Pirmai schemai tai akivaizdu. Antroje ir tre¢ioje schemoje
transpozicijas (2, 3) ir (3,4) gauname:
(2,3) = (1,2)- (1,3) - (1,2);
(3,4) = (1,3)-(1,4) - (1, 3).
Antroje schemoje:
(4,5) = (1,4) - (1,5) - (1,4).
Jei grupé yra sudaryta i$ visy transpoziciju (1, 2), (2,3), (...), (n — 1,n), tai ji sutampa su
visa n-ojo laipsnio keitiniy grupe .S,, (jrodymas [I] knygoje).

Vadinasi, visais trimis atvejais, Rymano schemos keitiniy grupé sutampa su grupe 5,,. 0

3.0.6 teorema. Penktojo laipsnio lygtis
aow® + ajw* + asw® + asw? + aw +as =0, ag #0

néra issprendziama radikalais.

Irodymas:
funkcijos w(z), iSreiskiancios lygties 2w® — 5w* — Rw?® + 40w? + 120w + z = 0 Saknis
per parametra z, monodromijos grupé néra iSsprendziama, todél w(z) néra iSreiskia-
ma radikalais. Kadangi lygéiai agw® + ayw* + asw® + asw? + a,w + a5 = 0 parinkus
ag = 2,a1 = —H,ay = —73—0, az = 40,a4 = 120, a5 = z gavome, kad jos saknis isreiskiancios
lygties negalima uzrasyti radikalais, vadinasi, neegzistuoja bendra formulé visoms penk-

tojo laipsnio lygtims. [

Abel-Ruffini teorema:
Kai n > 5, lygtis

aow™ + ey w4+ L+ ap_w+a, =0, ag#0
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néra issprendziama radikalais.

Irodymas:

Nagrinékime lygtj

(2w® — bw* — Pw® + 40w? + 120w + 2)w" ™ = 0.

Kai n > 5, funkcijos wi(2), isreiskiancios lygties (2w® — 5w* — Dw? + 40w? + 120w +

Z)wn—B

= ( Saknis per parametrg z Rymano pavirsius bus sudarytas is vienos atskiros
plokstumos wy(z) = 0 ir penkiy plokstumy, atitinkanciy funkcijos w(z) Rymano schema.
Vadinasi, funkcijos wj(z) monodromijos grupé sutampa su funkcijos w(z), kuri néra is-
sprendziama. Kadangi lygties (2w® — 5w* — Dw? + 40w? + 120w + z)w"™® = 0 Sakny
negalima iSreiksti radikalais, kai n > 5, gauname, kad neegzistuoja bendra formulé n-tojo
laipsnio daugianariy

aow™ + ey w4+ Lt ap_wta, =0, ag#0

sakny uzrasymui radikalais. [J
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The topological proof of Abel-Ruffini theorem II

Paulina Zvirblyteé

Summary

Abel-Ruffini theorem states that the generic algebraic equation of degree five or higher is not
solvable by radicals - formula does not exist for expressing roots of a generic equation of degree
five or higher in terms of its coefficients by means of operations of addition, subtraction, multi-

plication, division, raising to a natural power, and extraction of a root of natural degree.

The aim of this thesis is to write the proof of Abel-Ruffini by analyzing a fifth degree polynomial

and its Riemann surface schemes.
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