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Tyrimo objektas

Disertacijoje yra nagrinéjamas Lercho dzeta-funkcijos L(A, o, s),
s = o + it, reikSmiy pasiskirstymas daugiausiai démesio skiriant jos
universalumui, t.y., analiziniy funkcijy aproksimavimui posttimiais
L\ a,s+ir), T € R.

Tegul A € Rira, 0 < a < 1, yra fiksuoti parametrai. Lercho dzeta
L(\, a, s) funkcija pusplok$tuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé
eilute

e e2miAm
L(A,
a, ) Z CETy
m=0

Kai parametras \ yra sveikasis skaicius, funkcija L(\, «, s) tampa
klasikine Hurvico dzeta funkcija

- 1
(:(S,OZ):Z_OWQ)S, o> 1.

Taigi, su A € Z funkcija L(\, o, s) yra analiziS$kai pratgsiama i
visa kompleksing plokStuma, iSskyrus taSka s = 1, kuris yra papras-
tasis polius su reziduumu 1. Jei A ¢ Z, tuomet yra Zinoma [8], kad
L(\, a, s) yra sveikoji funkcija. Apskritai, funkcija L(\, a, s), skirtin-



gai nuo Rymano dzeta funkcijos

o0

1 1\7!

C(S):ZW:H<1_pS> ) U>17
m=1 D

neturi Oilerio sandaugos pagal pirminius skaiGius p. Sia sandauga ji

turi tik atvejais L(k, 1, s) = ((s),

L(%, 1,5) = (1 - 21_S)C(3)
L(k, és) - (28 - 1)((5),

¢ia k € Z. Taigi, Lercho dzeta funkcija L(\, v, s) yra klasikiniy dzeta
funkcijy ((s) ir {(s, «) apibendrinimas. Funkcija L(\, «, s) neprik-
lausomai apibrézé ir pradéjo nagrinéti M. Lerchas (Lerch) [13] ir R.
Lipsicas (Lipschitz) [14]. Be kity rezultaty Lerchas jrodé funkcijai
L(\, «, s) funkcing lygtj

L\ a,1—3s)= (255))8 (exp{%is — 2miaA}L(—a, A, 8)+

exp{—%w +2mia(l — AV E(a, 1 — A, s)),
¢ia 0 < A < 1. Funkcija L(\,«,s) néra tiek svarbi, kiek ((s) ir
((s,a), taCiau ji yra gana jdomus analizinis objektas, priklausantis

nuo dviejy parametry X ir o aritmetiniy savybiy. Siuolaikiné funkcijos

L(\, a, s) teorija yra pateikiama [8] monografijoje.

Tikslas ir uzdaviniai

Funkcija L(\, a, s), kaip ir dauguma kity dzeta funkcijy, turi uni-
versalumo savybe, t.y., kai kurioms parametry A ir « klaséms placios



analiziniy funkcijy klasés funkcijos yra aproksimuojamos postiimiais
L(\ a,s +i1), 7 € R. Disertacijos tikslas yra iSpleésti funkcijos
L(\, a, s) universalumo savybg naujoms parametry « ir A klaséms.
Darbo uzdaviniai yra Sie:

1. Tolydzios universalumo teoremos funkcijai L(\, cv, ) su trans-
cendenciuoju parametru « iSplétimas.

2. Diskrecios universalumo teoremos funkcijai L(\, «, s) su trans-
cendenciuoju parametru iSplétimas.

3. Jungtinés tolydZios universalumo teoremos Lercho dzeta funkci-
joms su algebriskai nepriklausomais parametrais iSplétimas.

4. Jungtinés diskrecios universalumo teoremos Lercho dzeta
funkcijoms jrodymas.

5. Funkcinio nepriklausomumo funkcijai L(\, «, s) su transcen-
denciuoju parametru « iSplétimas.

6. Jungtinio funkcinio nepriklausomumo Lercho dzeta funkcijoms
irodymas.

Aktualumas

Analiziniy funkcijy aproksimavimas yra viena is centriniy funkcijy
teorijos problemy. Garsioji Mergeliano (Mergelyan) teorema tvirtina,
kad kiekviena analiziné funkcija kompaktinése aibése su jungiuoju
papildiniu gali buti aproksimuojama norimu tikslumu polinomais.
Taigi, kiekviena analizing funkcija atitinka ja aproksimuojantis
polinomas. Universalumo teoremy dzeta funkcijoms pranaSumas pries
Mergeliano teorema yra tas, kad iStisa klasé analiziniy funkcijy yra
aproksimuojama vienos ir tos pacios funkcijos postimiais. Dzeta



funkcijos, kaip ir polinomai, yra gana nesudétingos funkcijos, kadangi
jos yra aproksimuojamos Dirichlé polinomais (daliné Dirichlé eilutés
suma). Tai rodo, kad universalumo teoremos dzeta funkcijoms yra
galingas instrumentas aproksimavimo teorijoje. Kadangi Lercho
dzeta funkcija priklauso nuo dviejy parametry, yra galimybé parinkti
patogiausias aproksimacijas. Todél yra svarbu iSplésti parametry « ir
A klases, kurioms Lercho dzeta funkcija iSlieka universali.

Dzeta funkcijy universalumas, jskaitant ir Lercho dzeta funkcija,
turi eile ir teoriniy taikymy. Vienas i ty taikymu siejasi su garsiomis
Hilberto problemomis ir yra skirtas funkcijy nepriklausomumui, t.y.,
i§ universalumo teoremy iSplaukia dzeta funkcijy nepriklausomumas.
Be to, universalumo teoremos dzeta funkcijoms be Oilerio sandau-
gos (funkcija L(A, «, s) neturi Oilerio sandaugos) turi informacija apie
nuliy pasiskirstyma. Sios ir kitos universaliy dzeta funkcijy savybés
daro universaluma viena iS svarbiausiy Siuolaikinés analizinés skaiCiy
teorijos savybiy.

Metodai

Universalumo teoremy jrodymui yra naudojamas gana universalus
tikimybinis metodas. Jis remiasi ribinémis teoremomis apie silpnaji
tikimybiniy maty konvergavima analiziniy funkcijy erdvéje su iSreiks-
tiniu ribinio mato pavidalu. Siy teoremy jrodymui yra naudojami
Furjé analizés, Dirichlé eili¢iy ir Prochorovo teorijos elementai, sie-
jantys tikimybiniy maty Seimy reliatyvy kompaktiSkuma su suspaus-
tumu. Universalumo teoremos iSplaukia i§ minéty ribiniy teoremy ir
Mergeliano teoremos apie analiziniy funkcijy aproksimavimg polino-
mais.



Naujumas

Disertacijos rezultatai nauji. Universalumo teoremos yra buvo Zi-
nomos tik su transcendenciuoju parametru «. Disertacijoje parametro
a transcendentumas yra pakeiciamas silpnesne salyga. Jungtinis Ler-
cho dzeta funkcijy universalumas buvo Zinomas tik su algebriSkai
nepriklausomais parametrais a1, ..., o,. Sis reikalavimas yra pakeicia-
mas silpnesniu.

Problemos istorija ir rezultatai

Gana ilga laika Lercho dzeta funkcija buvo primirSta. Kai kurie
autoriai pateiké tik naujus funkcinés lygties jrodymus. D. KluSas
(Klush) nagrinéjo [5] Lercho dzeta funkcijos antraji momenta.
Tolesnis progresas Lercho dzeta funkcijos teorijoje siejamas su R.
Garunkscio, M. Kacurados (Katsurada), A. Laurin¢iko, K. Macumoto
(Matsumoto) ir J. gtaudingo (Steuding) darbais.

Kacurada nagringjo funkcijos L(\, a, s) vidurkius parametro o
atzvilgiu

1
/ )L()\, a, s)rda.
0

Daug démesio buvo skiriama Lercho dzeta funkcijos tikimybinéms
ribinéms teoremoms. Tegul B(X) yra erdvés X Borelio o kiinas, o P,
n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdveje (X, B (X)) Primename,
kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i P, jei su kiekviena realia,
tolydzia, apréZta funkcija g erdvéje X yra teisinga lygybé

n—00
X X

lim [ gdP, :/gdP.



Pirmasis tikimybinio pobudZio rezultatas buvo R. Garunkscio ir A.

Laurinciko teorema apie

1
Pry(A) = — meas {t € [0,7]: L\ a,0+it) € A}, A€ B(C),
silpnaji konvergavima, kai T' — oo, pusplokStuméje o > %

Tarkime, kad G yra sritis kompleksingje plok$tumoje, o H(G) yra
funkcijy, analiziniy srityje GG, erdvé su tolygaus konvergavimo kom-
paktinése aibése topologija. Seka {g,(s)} C H(G) Sioje topologijoje
konverguoja j funkcija g(s) € H(Q) tada ir tik tada, kai su kiekviena
kompaktine aibe K C G

lim sup
n—oo scK

gu(s) = 9(s)| =0.

Auksciau minéta teorema buvo iSplésta j analiziniy funkcijy erdve
H({SEC:O’>%}).

Svarbig jtaka tolesniems tyrimams turéjo B. Bagcio (Bagchi) diser-
tacija [1], kurioje buvo nurodytas buidas ribinio mato indentifikavimui
kai kuriy dzeta funkcijy ribinése teoremose. Bagc¢i metodas buvo sek-
mingai pritaikytas Laurin¢iko darbuose Lercho dzeta funkcijai. Tegul
~ yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokStumoje ir

oo
Q= H Ym
m=0

¢ia v, = 1y su visais m € Ny. Su sandaugos topologija ir pataskine
daugybos operacija toras {2 yra kompaktiné topologiné Abelio grupé.
Todél erdvéje (Q,B(Q)) egzistuoja tikimybinis Haro (Haar) matas
my. Matas my skiriasi nuo kity tikimybiniy maty savo invarian-
tiSkumo savybe, kuri reiskia, kad su visomis aibémis A € B((2) ir

10



visais w € € galioja lygybés

mp(A) =mpg(wA) = my(Aw).

Gauname tikimybing erdve (Q, B(Q),m H) . Sioje erdvéje apibréziame
H (ﬁ) reikimj (D = {seC:0> %}) atsitiktinj elementg

> 627ri)\mw(m)
L\ a,s,w) = Z ———, we
= (m+a)

¢ia w(m) yra elemento w € Q m oji komponente, m € Ny. Tegul P;,

yra atsitiktinio elemento L(\, «, s,w) pasiskirstymas, t.y.,
Pr(A) = mH{w €0 L\ a,s,w) e A},A e B(H(D)).

Primename, kad skaiCius « yra vadinamas transcendenciuoju, jei

kiekvienam polinomui p(s) # 0 su racionaliais koeficientais teisinga
nelygybé p(a) # 0. Darbe [6] buvo jrodyta, kad jei A € Z, o a yra
transcendentusis skaicius, tuomet

Pr(A) = %meas [7€(0.7): L(\ a,stir) € A}, A€ BH(D)),

kai T' — oo, silpnai konverguoja j mata Py,. Cia meas A Zymi macios
aibés A C R Lebego mata.

R. Garunkstis su A. Laurin¢iku nagrinéjo Lercho dzeta funkcijos
ribines teoremas su svoriu, kuriy ribinis matas buvo identifikuotas R.

Garunkscio disertacijoje [3].

Dabar trumpai priminsime dzeta funkcijy universalumo istorija.
1975m. Rymano dzeta funkcijos universalumo savybe atrado [17] S.
M. Voroninas (Voronin). Jis jrodé, kad jei 0 < r < i, yra fiksuo-

tas skaiCius, o funkcija f(s) yra tolydi ir nevirstanti nuliu skritulyje

11



|s| < r, bei analiziné to skritulio viduje, tai kiekvieng ¢ > 0 atitinka
toks skaicius 7 = 7(¢) € R, kad

max |((s + 3 +it) — f(s)| < e.
[s|<r 4

Si idomi Voronino teorema buvo greitai pastebéta skaitiy teorijos
specialisty ir truputj patobulinta. Tegul D = {s € C: § < o < 1},
KC yra juostos D kompaktiniy aibiy, turinéiy jungiuosius papildinius
klasé, o Hy(K) su K € K yra tolydziy, nevirstaniy nuliu aibéje K
ir analiziniy aibés K viduje klasé. Tuomet Siuolaikiné Voronino teore-
mos versija turi tokj pavidala.

Teorema. Tarkime, kad K € K ir f(s) € Ho(K). Tuomet su
kiekvienu e > 0

o1 .
thiloI;ffmeas {T € 10,7 :g}g C(s+iT) —f(S)‘ < 5} > 0.

Teoremos nelygybé rodo, kad yra be galo daug postamiy ¢ (s+147),
aproksimuojanciy duota funkcija f(s) € Ho(K).

Pirmoji universalumo teorema Lercho dzeta funkcijai buvo gauta
[8, 6.1.1 teorema] darbe. ISpleiame funkcijy klase Ho(K). Tegul
H(K) su K € K yra tolydziy aibéje K funkcijy, kurios yra analizinés
aibés K viduje, klasé. Taigi, Hy(K) C H(K).

Teorema. Tarkime, kad 0 < \ < 1, o a yra transcendentusis skaicius.
Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu e > 0

1
liminffmeas {7‘ €[0,7] : sup |L(\, a0, s +iT) — f(s)‘ < 6} > 0.

T—o00 seK

Si teorema 2 disertacijos skyriuje yra iSpleCiama naujai parametro

12



a klasei. Tegul
L(a) = {log(m+ a):m e Ng}.

Pagrindinis skyriaus rezultatas yra tokia tolydZioji universalumo teo-

rema.

Teorema 2.1. Tarkime, kad aibé L(c) yra tiesiskai nepriklausoma virs
racionaliyjy skaiciy kino Q ir 0 < X\ < 1. Tegul K € K ir f(s) €
H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0,

1
lim inf — meas {T €10,7):sup |L(\, o, s +i1) — f(s)‘ < 5} > 0.
T—00 T seK

Nesunku matyti, kad su transcendenCiuoju « aibé L(«) yra
tiesiSkai nepriklausoma vir§ Q. Taigi, teoremos salyga yra silpnesné
uz darbo [7] salyga.

Primename, kad skaicius a vadinamas algebriniu, jei egzistuoja

toks polinomas p(s) # 0 su racionaliaisiais koeficientais, kad p(a)) =
1

ve . v . - l . o
0. PavyzdZziui, skaiCiai « = 5 ir a = 7

yra algebriniai, nes yra
polinomy 2s — 1 ir 25 — 1 Saknys.

Garsi Kaselso (Cassels) teorema [2] tvirtina, kad bent 51% aibés
L(a) su algebriniu iracionaliuoju « elementy tankio prasme yra
tiesiSkai nepriklausomi vir§ Q. Todél gali atsitikti, kad aibé L(«) yra
tiesiSkai nepriklausoma vir§ Q ir su kuriuo nors algebriniu iraciuona-
liuoju «, 0 2.1 teorema iSlieka teisinga su tuo a. Deja, Siuo momentu
néra Zinomas né vienas algebrinis iracionalusis skaiCius o, kuriam aibé
L(«) buty tiesiskai nepriklausoma vir§ Q. 2.1 teoremai teisinga tokia
modifikacija.

Teorema 2.2. Tarkime, kad aibé L(«) yra tiesiskai nepriklausoma virs

13



Qir0 <A< 1 Tegul K € Kir f(s) € H(K). Tuomet riba

1
lim — meas {7‘ € [0, 7] : sup |L(\, a, 8 +iT) —f(s)‘ < 6} >0
T—oo T scK

egzistuoja su visais € > 0 isSskyrus, galbit, ne daugiau negu skaiciq ju
aibe.

2.1 ir 2.2 teoremy jrodymai remiasi ribine teorema funkcijai
L(\, a, s) analiziniy funkcijy erdvéje H (D). Tegul

Pr(A) = %meas {7‘ €[0,T] : L(\, o, s+iT) € A},A € B(H(D)),

o P, yra H(D) reik§mio atsitiktinio elemento

L\ a,s,w) =

m=0

eZTri)\mw (m)

(m+ o) ,8s € D,w e,

pasiskirstymas.

Teorema 2.3. Tarkime, kad aibé L(«) yra tiesiskai nepriklausoma virs
Qir0 < A < 1. Tuomet P, kai T — oo silpnai konverguoja i Pr.

Vietoje postamiy L(\, «, s 4 i7), kuriuose 7 yra realusis bet koks
skaiCius, galima naudoti postimius L(\, a, s + ip(k)) su kuria nors
funkcija, kai k& perbéga neneigiamus sveikuosius skaicius. Ribinés
ir universalumo teoremos su postimiais L(\, «, s + i7) yra vadi-
namos tolydZiomis teoremomis, o su postimiais L(\, «, s + ip(k))
- diskreCiosiomis. Taigi, 2.1-2.3 yra tolydZiosios teoremos. Papras-
Ciausia yra funkcija (k) = kh, k € N, su fiksuotu h > 0.
Diskreciasias ribines teoremas Lercho dzeta funkcijai nagrinéjo savo

ewe—

Teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, skaicius

14



exp {27”} yra racionalus ir o > % yra fiksuotas. Tuomet

1
R <k <K : )
N+1#{O\ k<N :LO\a,o+ikh) eA},AeB(C),

kai N — oo, silpnai konverguoja § kompleksinio atsitiktinio elemento

X 2miAm

e w(m)

R Q
(m—}—a)"’ w € L,

m=0
pasiskirstymq.

Cia N perbéga neneigiamus sveikuosius skaicius, o #A Zymi
aibés A elementy skaiciy.

cve—

~

rema turi analogg ir meromorfiniy funkcijy erdvéje M (D),
D = {s e C:0 > %} Jei parametras o yra racionalus, tai
tuomet reikalaujama, kad skaicius exp{2*} su visais k € N biity
iracionalus.

DiskrecCigja Voronino universalumo teoremos versija pasitlé A.
Raichas (Reich) [16] darbe. Jos pavidalas yra toks.

Teorema. Tarkime, kad K € K ir f(s) € Hy(K). Tuomet su
kiekvienu € > 0,

#{o <k <N :sup |¢(s +ikh) — f(s)‘ < 5} > 0.
seEK

o inf 7
IS tikryjy Raichas jrodé daugiau, biitent, jis gavo diskreciaja uni-
versalumo teorema algebriniy skaiciy kiiny K Dedekindo dzeta funkci-
joms (k(s). Kai K = Q, turime Rymano dzeta funkcija. Kitokj Rai-
cho teoremos jrodyma savo disertacijoje [1] pasitlé Bagcis. Jis tai pat
jirodé pirmaja diskreCiaja universalumo teorema funkcijai L(\, «, s) su
A € Z, t.y., Hurvico dzeta funkcijai {(s, ).

15



Teorema. Tarkime, kad « yra racionalusis skaicius, o # %, a # 1.
Tegul K yra kompaktiné silpnai jungioji ir lokaliai jungioji juostos D
aibé, o f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné jos viduje. Tada su visais
e>0irh>0

lim inf

im in N+1#{O <k <N sup |((s+ikh,a) — f(s)] <} > 0.

seK

Si teorema isplaukia i§ lygybes

> 1
) =b° > —,1<a<b,(a,b)=1,b>3,

s Y
m=0;m=a(modb)

ir funkcijy poros
o0

D D

m=0;m=a(modb)

jungtiniy savybiy. Pasirodo, jog transcendenciojo « atvejis yra
sudetingesnis uZ racionaliojo « atvejj, ir BagCio teoremos analogas
su visais h > 0 néra Zinomas. PavyzdZiui, yra reikalaujama [9], kad
exp {%’r} biity racionalusis skaicius.

Disertacijos 3 skyrius yra skirtas diskreCiosioms funkcijos

L(\, a, s) universalumo teoremoms. Tegul

L(a, h, ) = {(log(m+a) :mENO>,2%},h>O.

Si aibé yra sudaryta i§ visy logaritmy log(m + «) ir skaiCiaus 2% Pa-
grindiniai skyriaus rezultatai yra tokios teoremos.

Teorema 3.1. Tarkime, kad aibé L(a, h,m) yra tiesiskai nepriklau-
somavir§ Qir0 < A < 1. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su

16



kiekvienu e > 0

lim inf
Noeo N+ 1

#{0 <k <N :sup L()\,a,s—&—ik’h)—f(s)‘ < 6} > 0.
seK

3.1 teorema turi tokia modifikuota versija.

Teorema 3.2. Tarkime, kad aibé L(a, h, ) yra tiesiskai nepriklau-
somavirs§ Qir0 < A < 1. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet
riba

1
Jim. m#{o ShSN:sup L()\,a,s—l—z’kh)—f(s)’ <e}>0

egzistuoja su visais € > 0, iSskyrus, galbiit, ne daugiau negu skaiciq ju

aibe.

3.11ir 3.2 teoremos gali biiti apibendrintos sudétinéms funkcijoms.
Disertacijoje pateikiamas vienas toks pavyzdys.

Teorema 3.3. Tarkime, kad aibé L(a, h,m) yra tiesiskai nepriklau-
somavir§ Q, 0 < A < 1o F : H(D) — H(D) yra toks tolydus
operatorius, kad su kiekviena atvirgja aibe G C H (D), pirmavaizdis
F~'G yra netus¢ias. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su
kiekvienu ¢ > 0

lim inf {ogng:
minf o7 oup

F(L(\, a, s + ikh)) — f(s)‘ < 5} > 0.

3.3 teorema yra 3.1 teoremos analogas sudetinei funkcijai
F(L(\, a,s + ikh)). 3 skyriaus universalumo teoremy jrodymai re-
miasi ribine teorema matui

1
_— <k : )
i 1#{0 <k<N:L\a,s+ikh) € A},A e B(H(D)),

kai N — oo.
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Pirmaja jungting teorema apie Lercho dzeta funkcijy pasiskirstyma
irodé Laurincikas ir Macumotas [10].

Teorema. Tarkime, kad min o; > 3. Tuomet erdvéje (C",B(C"))
1<j<r

egzistuoja toks tikimybinis matas P, kad

1
7 meas {t €10,7]:

(L(Al,al,al i), ey L\, s 0 it)) c A},

A € B(C"), kai T — oo, silpnai konverguoja i P.

Kaip matome, Sioje teoremoje néra duotas ribinio mato isreiksti-
nis pavidalas. Sis trikumas buvo pagalintas antroje [12] darbo ribineje
jungtinéje teoremoje Lercho dzeta funkcijoms erdvéje H" (D). Lau-
rinCikas ir Macumotas tgsé statistinius Lercho dzeta funkcijy reikSmiy
pasiskirstymo tyrimus ir kituose darbuose. Voroninas pirmasis pradéjo
nagrinéti jungtinj dzeta ir L funkcijy universaluma. Darbe [18] jis
jrodé Dirichle L-funkcijy L(s, x1), ..., L(s, x») su neekvivalenCiais
Dirichlé charakteriais jungtinj universalumg. Dirichlé charakteriai yra
vadinami neekvivalenciais , jei jie néra generuoti to paties primityvaus
charakterio. Primename, kad Dirichlé L funkcija L(s, x) pusplokstu-
moje o > 1 yra apibréZiama eilute

o~ X(m)
L(s,x) = Z Xms )
m=1
o kitur - analizinio pratgsimo pagalba, o Dirichlé charakteris moduliu ¢
yra periodiné su periodu ¢, visiSkai multiplikatyvi funkcija y : N — C
(X(mn) = x(m)x(n),m,n € N), x(m) = 0, kai (m,q) > 1,
ir x(m) # 0, kai (m,q) = 1. Jungtinio Dirichl¢ L funkcijy uni-
versalumo atveju analizinés funkcijos i klasiy H(K3), ..., H(K,),
Ky,....,K, € K, tuo paciu metu yra aproksimuojamos postiimiais
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L(s+it,x1), ..., L(s + 97, ). Jungtinj Lercho dzeta funkcijy uni-
versaluma nagrinéjo daugelis autoriy. Jie savo darbuose reikalavo, kad
parametrai o, ..., o, blty algebriskai nepriklausomi vir§ Q. Prime-
name, kad skaiciai 1, ..., a, yra vadinami algebriskai nepriklausomais
vir§ Q, jei néra polinomy p(sy, ..., s,) # 0 su racionaliaisiais koefi-
cientais, kad p(a1, ..., o) = 0. Formuluojame jungting universalumo
teorema i8S [11].

Teorema. Tarkime, kad skaiciai o, ..., o yra algebriskai nepriklau-
somi virs§ Q, \y = ﬂ, R — %, (a1,q1) = 1,...,(ar,q) = 1,
dia qi, ..., qy yra skirgiilgi natﬁraliej('lirskaiéiai, ai, ..., ay yra natiiralieji
skaiciai, a; < q1,...,ar < qp. Tegul Ky,...,K, € K ir fi(s) €
H(K3),..., fr(s) € H(K,). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf — meas {7’ €[0,7]: sup sup
T—oo T 1<j<r sk,
L()\j,Oéj,S +iT) — fJ(S)‘ < 6} > 0.
Kai kuriuose darbuose buvo nagrinéjamos Lercho dzeta funkcijy

jungtinis universalumas su transcendenéivoju @ = a1 = ... = Q.

4 disertacijos skyriuje yra jrodytos jungtinés universalumo teore-
mos Lercho dzeta funkcijoms nereikalaujant parametry aq, ..., a, al-
gebrinio nepriklausomumo. Taip pat nenaudojamos jokios salygos
parametrams Ag, ..., Ap.

Tegul
L(ay,..,a,) = {(1og(m+a1) .m € No), ..., (log(m-+ay) : m € No)}.

Tuomet yra teisinga tokia teorema.

Teorema 4.1. Tarkime, kad aibé L(a, ..., an) yra tiesiskai nepriklau-
soma vir§ Q. Su kiekvienu j = 1,...,r, tegul K; € K, fi(s) € H(Kj)
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ir 0 < A\j < 1. Tuomet su kiekvienu € > 0
|
lim inf — meas {T €1[0,7]: sup sup
T—oo T 1<j<r sek;

LN, a5, s+ i) — fj(s)‘ <e} >0,

Kaip ir kitos universalumo teoremos, 4.1 teorema turi tokig modi-
fikacija.

Teorema 4.2. Tarkime, kad aibé L(a, ..., ) yra tiesiskai nepriklau-
soma virs Q. Su kiekvienu j = 1,...,r, tegul K; € K, fi(s) € H(Kj)
ir 0 < A\j < 1. Tuomet riba

1
lim — meas {7’ €1[0,7]: sup sup
T—oo T' 1<j<r s€K;

‘L()\j,aj,s +iT) — fj(s)’ < 8} >0
egzistuoja su visais € > 0, iSskyrus, galbiit, ne daugiau negu skaiciq ju

aibe.

Nesunku matyti, kad tiesinis aibés L(aq, ..., a;.) nepriklausomu-
mas vir§ Q yra silpnesné salyga uz skaiiy oy, ..., o, algebrinj neprik-
lausomuma.

5 disertacijos skyriuje yra pateikiamos jungtinés diskreciosios uni-
versalumo teoremos Lercho dzeta funkcijoms. Miisy Ziniomis, tokios

teoremos niekada nebuvo gautos. Tegul h > 0 ir
L(ay,...;op;hym) =
2
{<log(m+ ap):m € No), o <log(m+aT) im € N()), %}

Pagrindiniai 5 skyriaus rezultatai yra tokios dvi teoremos.

Teorema 5.1. Tarkime, kad aibé L(ay,...,o.;h,m) yra tiesiskai

nepriklausoma virs Q. Su kiekvienu j = 1,...,r, tegul K; € K,
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[i(s) € H(K;) ir 0 < A\j < 1. Tuomet su kiekvienu € > 0

lim inf
Noeo N + 1

#{nggN: sup sup

1<j<r s€Kj

L(\j, a, s+ ikh) — fj(s)\ < a} > 0.

Teorema 5.2. Tarkime, kad aibé L(ay,...,cop;h,m) yra tiesiskai
nepriklausoma virs Q. Su kiekvienu j = 1,...,r, tegul K; € K,
[i(s) € H(K;) ir 0 < A\j < 1. Tuomet riba

1
lim ——— {ngéN:su su
N~>00N+1# 1<j27’8€]1{)j

LN, o, 5 + ikh) — f]-(s)( < 5} >0

egzistuoja su visais € > 0, iSskyrus, galbiit, ne daugiau negu skaiciq ju

aibe.

Minéjome, kad vienas i§ teoriniy dzeta funkciju universalumo
taikymy yra glaudZiai susijes su Siy funkcijy funkciniu nepriklauso-
mumu, kuriuo doméjosi ir Hilbertas. Gerai Zinoma, kad 1900 m.
Tarptautiniame Matematiky Kongrese ParyZiuje jis pateiké svarbiausiy
matematikos problemy, kurios turéty biti sprendZiamos artimiau-
siame Simtmetyje, saraSa. 18 osios problemos formulavime Hilbertas
pasteb¢jo, kad Rymano dzeta funkcija {(s) negali tenkinti jokios alge-
brinés-diferencialinés lygties, t.y., néra jokio polinomo p(si, ..., 8, ) Z
0, kad

P(C(8),C'(8), -y (" (s)) = 0,

ir kad tai i$plaukia i§ analogisko rezultato Oilerio gama funkcijai I'(s)

ir funkcinés lygties funkcijai ((s)

s i-s 1 —
T ED(5)G(s) = 7 7 D(—

)C(1 =),
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Be to, Hilbertas iSkélé hipotezg, kad algebrinio-diferencialinio
nepriklausomumo savybeg turi ir bendresné funkcija

00
ZT
=2

m=1

3

Sia Hilberto hipotezg irodé Ostrovskis (Ostrowski) [15].

PanaSias problemas Dirichlé L funkcijoms nagrinéjo A.G.Postnikovas
(Postnikov). Voroninas Zenkliai apibendrino minétus rezultatus, jis
irodé [18] Rymano dzeta funkcijos funkcinj nepriklausomuma.

Teorema. Su kiekvienu j = 0,..n, tegul V; : CF — C yra tolydi
funkcija ir tapatingai pagal s

> Vi (€) ¢80 ¢ (s)) = 0.
j=0

Tuomet V; =0, 5 =0,...,n

Véliau $ig teorema jis iSplété Dirichlé L funkcijoms. Su transcen-
denciuoju o buvo gautas [8] ir Lercho dzeta funkcijos funkcinis neprik-
lausomumas. Disertacijoje Si savybé jrodyta naudojant silpnesng¢ sa-
lyga negu « transcendentumas.

Teorema 6.1. Tarkime, kad aibé L(«) yra tiesiskai nepriklausoma virs
Qir0 < X < 1. Su kiekvienu j = 0,...,n, tegul V; : CF — C yra
tolydi funkcija ir tapatingai pagal s

ZstG(L()\,a,s),L'()\,a,s), ...,L(k‘*l)()\,a,s)) =0.
j=0
Tuomet V; =0, 5 =0,...,n

Kitaip tariant, 6.1 teorema tvirtina, kad jei Vy, Vi, ..., V,, : C¥ — C
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yra tolydZios netapatingai lygios nuliui funkcijos, tada
n .
Z s'V; (L()\, a,s),L’'(\ a, ), ..., L(k_l)()\, a, s)) #0
=0

su kuriuo nors s € C.

Lercho dzeta funkcijos turi ir jungting funkcinio nepriklausomumo
savybe, t.y., teisinga tokia teorema.

Teorema 6.2. Tarkime, kad aibé L(a,...,a,) yra tiesiskai neprik-
lausoma virs Q ir 0 < X\; < 1. Su kiekvienu j = 0,...,n, tegul
V; : Chitetke — C yra tolydi funkcija ir tapatingai pagal s

Z sjVj(L()\l, a1, s), L'(\, a1, ), ...,L(kl_l)()\l, )
3=0
L, 0, 8), L' v, ), o, LD (000, 8) ) = 0.

Tuomet V; =0, 5 =0,...,n.

6.1 ir 6.2 teoremy jrodymui yra naudojamos universalumo teore-
mos, atitinkamai 2.1 ir 4.1 teoremos.
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Isvados

1. Lercho dzeta funkcija L(\, «, s) su parametru «, kuriam aibé
{log(m 4+ «) : m € Ny} yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ Q,
su visais 0 < A < 1 turi tolydZiaja universalumo savybeg apie
analiziniy funkcijy aproksimavima postimiais L(\, «, s + i7).

2. Lercho dzeta funkcija L(\, «, s) su parametru «, kuriam aibé
{(log(m + a) : m € Np), 2%} yra tiesiskai nepriklausoma vir$
@, su visais 0 < A < 1 turi diskreCigja universalumo savybe apie
analiziniy funkcijy aproksimavima postimiais L(\, «, s + ikh).

3. Lercho dzeta funkcijos L(A1, a1, ), ..., L(Ar, a, $) su parame-
trais o, ..., a;-, Kuriems aibé
{log(m + o) : m € Ny, j = 1,...,r} yra tiesiSkai neprik-
lausoma vir§ Q su visais 0 < A; < 1 turi jungting tolydZiaja
universalumo savybg apie analiziniy funkcijy aproksimavima
postamiais (L(A\1, a1, 8 4+ i7), ..., L(Ar, q, s +07)).

4. Lercho dzeta funkcijos L(A1, a1, 8), ..., L(Ar, i, ) su parame-
trais a, ..., a;., kuriems aibé
{(log(m+ai) : m € Ny), ..., log(m+a,) : m € Ny), 2%} yra
tiesiSkai nepriklausoma vir§ Q, su visais 0 < A; < 1 turi jung-
ting diskreCiaja universalumo savybe apie analiziniy funkcijy
aproksimavima postamiais (L(A1, aq, s+ikh), ..., L(\r, i, s+
ikh)).
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5. Lercho dzeta funkcija L(\, e, s) su parametru «, kuriam aibé
{log(m + ) : m € Ny} yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q, yra
funkciSkai nepriklausoma.

6. Lercho dzeta funkcijos L(\,1,81),...; L(Ar,ap,8,) su
parametrais oy, ..., ,, kuriems aibé
{(log(m + a1) : m € Nyp), ..., (log(m + a,) : m € Ng)} yra
tiesiSkai nepriklausoma vir§ Q, yra funkciskai nepriklausomos.
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Summary

In the thesis, the Lerch zeta-function L(\, o, s), s = o +1it, A € R,
0 < a < 1, defined, for o > 1, by the Dirichlet series

27r2)\m

oo
L\ a,s) Zm+a

m=0

and by analytic continuation elsewhere, is investigated. The main
attention is devoted to the universality of L(\, «, s), i.e., to approxi-
mation of analytic functions by shifts L(\, a, s + i7), 7 € R.

Continuous an discrete universality theorems for the function
L(\, «, s) are obtained. These theorems extend the known results for
L(\, a, s). The used conditions for the parameter « are expressed by
the linear independence over the field of rational numbers Q@ of some
sets.

For example, if the set {(log(m +a):m € NO), 27”} is lin-
early independent over Q, then the function L(\, a, s) has a discrete
universality property. This means that if /' is a compact set of the strip

s € C: 4 < o < 1; with connected complement, and f(s) is a
function continuous on K and analytic in interior of K, then, for every
e>0,

lim inf #{0 <k <N :sup L(A,a,s—%—ikh)—f(s)‘ < 6} > 0.
N—o0

+1 seK

Also, joint universality theorems for a collection of Lerch zeta-
functions L(A1,a1,S8), ..., L(Ar, ;, s) are obtained. In this case, a
given collection of analytic functions fi(s),..., f(s) are simultane-
ously approximated by shifts L(\1, a1, s +47), ..., L(Ar, ap, s +i7)),
T €R.
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Universality of the function L(\, «,s) is applied to prove its
functional independence.

The results of the thesis cover all known universality results for the
function L(\, «, s).
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