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Prof. Dr. Artūras Štikonas (Vilnius University, natural sciences,
mathematics – N 001);
Prof. Dr. Aleksej Ustinov (Russian Academy of Sciences, natural
sciences, mathematics – N 001).

The dissertation shall be defended at a public meeting of the Disserta-
tion Defence Panel at 14:00 pm on 17 th of December 2019 in Room
102 of the Faculty of Mathematics and Informatics, Vilnius University.
Address: Naugarduko 24, LT-03225, Vilnius, Lithuania.
Tel. +370 5 219 3050; e-mail: mif@mif.vu.lt.
The text of this dissertation can be accessed at the library of of Vilnius
University, as well as on the website of Vilnius University:
www.vu.lt/lt/naujienos/ivykiu-kalendorius



Tyrimo objektas

Disertacijoje yra nagrinėjamas Lercho dzeta-funkcijos L(λ, α, s),
s = σ + it, reikšmių pasiskirstymas daugiausiai dėmesio skiriant jos
universalumui, t.y., analizinių funkcijų aproksimavimui postūmiais
L(λ, α, s+ iτ), τ ∈ R.

Tegul λ ∈ R ir α, 0 < α 6 1, yra fiksuoti parametrai. Lercho dzeta
L(λ, α, s) funkcija pusplokštumėje σ > 1 yra apibrėžiama Dirichlė
eilute

L(λ, α, s) =

∞∑
m=0

e2πiλm

(m+ α)s
.

Kai parametras λ yra sveikasis skaičius, funkcija L(λ, α, s) tampa
klasikine Hurvico dzeta funkcija

ζ(s, α) =

∞∑
m=0

1

(m+ α)s
, σ > 1.

Taigi, su λ ∈ Z funkcija L(λ, α, s) yra analiziškai pratęsiama i
visą kompleksinę plokštumą, išskyrus tašką s = 1, kuris yra papras-
tasis polius su reziduumu 1. Jei λ 6∈ Z, tuomet yra žinoma [8], kad
L(λ, α, s) yra sveikoji funkcija. Apskritai, funkcija L(λ, α, s), skirtin-
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gai nuo Rymano dzeta funkcijos

ζ(s) =

∞∑
m=1

1

ms
=
∏
p

(
1− 1

ps

)−1
, σ > 1,

neturi Oilerio sandaugos pagal pirminius skaičius p. Šią sandaugą ji
turi tik atvejais L(k, 1, s) = ζ(s),

L
(1

2
, 1, s

)
=
(

1− 21−s
)
ζ(s)

ir
L
(
k,

1

2
, s
)

=
(

2s − 1
)
ζ(s),

čia k ∈ Z. Taigi, Lercho dzeta funkcija L(λ, α, s) yra klasikinių dzeta
funkcijų ζ(s) ir ζ(s, α) apibendrinimas. Funkciją L(λ, α, s) neprik-
lausomai apibrėžė ir pradėjo nagrinėti M. Lerchas (Lerch) [13] ir R.
Lipšicas (Lipschitz) [14]. Be kitų rezultatų Lerchas įrodė funkcijai
L(λ, α, s) funkcinę lygtį

L(λ, α, 1− s) =
Γ(s)

(2π)s

(
exp{πis

2
− 2πiαλ}L(−α, λ, s)+

exp{−πis
2

+ 2πiα(1− λ)}L(α, 1− λ, s)
)
,

čia 0 < λ < 1. Funkcija L(λ, α, s) nėra tiek svarbi, kiek ζ(s) ir
ζ(s, α), tačiau ji yra gana įdomus analizinis objektas, priklausantis
nuo dviejų parametrų λ ir α aritmetinių savybių. Šiuolaikinė funkcijos
L(λ, α, s) teorija yra pateikiama [8] monografijoje.

Tikslas ir uždaviniai

Funkcija L(λ, α, s), kaip ir dauguma kitų dzeta funkcijų, turi uni-
versalumo savybę, t.y., kai kurioms parametrų λ ir α klasėms plačios
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analizinių funkcijų klasės funkcijos yra aproksimuojamos postūmiais
L(λ, α, s + iτ), τ ∈ R. Disertacijos tikslas yra išplėsti funkcijos
L(λ, α, s) universalumo savybę naujoms parametrų α ir λ klasėms.
Darbo uždaviniai yra šie:

1. Tolydžios universalumo teoremos funkcijai L(λ, α, s) su trans-
cendenčiuoju parametru α išplėtimas.

2. Diskrečios universalumo teoremos funkcijai L(λ, α, s) su trans-
cendenčiuoju parametru išplėtimas.

3. Jungtinės tolydžios universalumo teoremos Lercho dzeta funkci-
joms su algebriškai nepriklausomais parametrais išplėtimas.

4. Jungtinės diskrečios universalumo teoremos Lercho dzeta
funkcijoms įrodymas.

5. Funkcinio nepriklausomumo funkcijai L(λ, α, s) su transcen-
denčiuoju parametru α išplėtimas.

6. Jungtinio funkcinio nepriklausomumo Lercho dzeta funkcijoms
įrodymas.

Aktualumas

Analizinių funkcijų aproksimavimas yra viena is centrinių funkcijų
teorijos problemų. Garsioji Mergeliano (Mergelyan) teorema tvirtina,
kad kiekviena analizinė funkcija kompaktinėse aibėse su jungiuoju
papildiniu gali būti aproksimuojama norimu tikslumu polinomais.
Taigi, kiekvieną analizinę funkciją atitinka ją aproksimuojantis
polinomas. Universalumo teoremų dzeta funkcijoms pranašumas prieš
Mergeliano teoremą yra tas, kad ištisa klasė analizinių funkcijų yra
aproksimuojama vienos ir tos pačios funkcijos postūmiais. Dzeta
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funkcijos, kaip ir polinomai, yra gana nesudėtingos funkcijos, kadangi
jos yra aproksimuojamos Dirichlė polinomais (dalinė Dirichlė eilutės
suma). Tai rodo, kad universalumo teoremos dzeta funkcijoms yra
galingas instrumentas aproksimavimo teorijoje. Kadangi Lercho
dzeta funkcija priklauso nuo dviejų parametrų, yra galimybė parinkti
patogiausias aproksimacijas. Todėl yra svarbu išplėsti parametrų α ir
λ klases, kurioms Lercho dzeta funkcija išlieka universali.

Dzeta funkcijų universalumas, įskaitant ir Lercho dzeta funkciją,
turi eilę ir teorinių taikymų. Vienas iš tų taikymų siejasi su garsiomis
Hilberto problemomis ir yra skirtas funkcijų nepriklausomumui, t.y.,
iš universalumo teoremų išplaukia dzeta funkcijų nepriklausomumas.
Be to, universalumo teoremos dzeta funkcijoms be Oilerio sandau-
gos (funkcija L(λ, α, s) neturi Oilerio sandaugos) turi informaciją apie
nulių pasiskirstymą. Šios ir kitos universalių dzeta funkcijų savybės
daro universalumą viena iš svarbiausių šiuolaikinės analizinės skaičių
teorijos savybių.

Metodai

Universalumo teoremų įrodymui yra naudojamas gana universalus
tikimybinis metodas. Jis remiasi ribinėmis teoremomis apie silpnąjį
tikimybinių matų konvergavimą analizinių funkcijų erdvėje su išreikš-
tiniu ribinio mato pavidalu. Šių teoremų įrodymui yra naudojami
Furjė analizės, Dirichlė eiličių ir Prochorovo teorijos elementai, sie-
jantys tikimybinių matų šeimų reliatyvų kompaktiškumą su suspaus-
tumu. Universalumo teoremos išplaukia iš minėtų ribinių teoremų ir
Mergeliano teoremos apie analizinių funkcijų aproksimavimą polino-
mais.
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Naujumas

Disertacijos rezultatai nauji. Universalumo teoremos yra buvo ži-
nomos tik su transcendenčiuoju parametru α. Disertacijoje parametro
α transcendentumas yra pakeičiamas silpnesne sąlyga. Jungtinis Ler-
cho dzeta funkcijų universalumas buvo žinomas tik su algebriškai
nepriklausomais parametrais α1, ..., αr. Šis reikalavimas yra pakeičia-
mas silpnesniu.

Problemos istorija ir rezultatai

Gana ilgą laiką Lercho dzeta funkcija buvo primiršta. Kai kurie
autoriai pateikė tik naujus funkcinės lygties įrodymus. D. Klušas
(Klush) nagrinėjo [5] Lercho dzeta funkcijos antrąjį momentą.
Tolesnis progresas Lercho dzeta funkcijos teorijoje siejamas su R.
Garunkščio, M. Kacurados (Katsurada), A. Laurinčiko, K. Macumoto
(Matsumoto) ir J. Štaudingo (Steuding) darbais.

Kacurada nagrinėjo funkcijos L(λ, α, s) vidurkius parametro α

atžvilgiu

1∫
0

∣∣∣L(λ, α, s)
∣∣∣2dα.

Daug dėmesio buvo skiriama Lercho dzeta funkcijos tikimybinėms
ribinėms teoremoms. Tegul B(X) yra erdvės X Borelio σ kūnas, o Pn,
n ∈ N, ir P yra tikimybiniai matai erdvėje

(
X,B(X)

)
. Primename,

kad Pn, kai n → ∞, silpnai konverguoja į P , jei su kiekviena realia,
tolydžia, aprėžta funkcija g erdvėje X yra teisinga lygybė

lim
n→∞

∫
X

gdPn =

∫
X

gdP.
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Pirmasis tikimybinio pobūdžio rezultatas buvo R. Garunkščio ir A.
Laurinčiko teorema apie

PT,σ(A) =
1

T
meas

{
t ∈ [0, T ] : L(λ, α, σ+ it) ∈ A

}
, A ∈ B(C),

silpnąjį konvergavimą, kai T →∞, pusplokštumėje σ > 1
2 .

Tarkime, kad G yra sritis kompleksinėje plokštumoje, o H(G) yra
funkcijų, analizinių srityje G, erdvė su tolygaus konvergavimo kom-
paktinėse aibėse topologija. Seka {gn(s)} ⊂ H(G) šioje topologijoje
konverguoja į funkciją g(s) ∈ H(G) tada ir tik tada, kai su kiekviena
kompaktine aibe K ⊂ G

lim
n→∞

sup
s∈K

∣∣∣gn(s)− g(s)
∣∣∣ = 0.

Aukščiau minėta teorema buvo išplėsta į analizinių funkcijų erdvę
H
({
s ∈ C : σ > 1

2

})
.

Svarbią įtaką tolesniems tyrimams turėjo B. Bagčio (Bagchi) diser-
tacija [1], kurioje buvo nurodytas būdas ribinio mato indentifikavimui
kai kurių dzeta funkcijų ribinėse teoremose. Bagči metodas buvo sek-
mingai pritaikytas Laurinčiko darbuose Lercho dzeta funkcijai. Tegul
γ yra vienetinis apskritimas kompleksinėje plokštumoje ir

Ω =

∞∏
m=0

γm,

čia γm = γ su visais m ∈ N0. Su sandaugos topologija ir pataškine
daugybos operacija toras Ω yra kompaktinė topologinė Abelio grupė.
Todėl erdvėje

(
Ω,B(Ω)

)
egzistuoja tikimybinis Haro (Haar) matas

mH . Matas mH skiriasi nuo kitų tikimybinių matų savo invarian-
tiškumo savybe, kuri reiškia, kad su visomis aibėmis A ∈ B(Ω) ir
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visais ω ∈ Ω galioja lygybės

mH(A) = mH(ωA) = mH(Aω).

Gauname tikimybinę erdvę
(
Ω,B(Ω),mH

)
. Šioje erdvėje apibrėžiame

H(D̂) reikšmį (D̂ = {s ∈ C : σ > 1
2}) atsitiktinį elementą

L(λ, α, s, ω) =

∞∑
m=0

e2πiλmω(m)

(m+ α)s
, ω ∈ Ω.

čia ω(m) yra elemento ω ∈ Ω m oji komponentė, m ∈ N0. Tegul PL
yra atsitiktinio elemento L(λ, α, s, ω) pasiskirstymas, t.y.,

PL(A) = mH

{
ω ∈ Ω : L(λ, α, s, ω) ∈ A

}
, A ∈ B(H(D̂)).

Primename, kad skaičius α yra vadinamas transcendenčiuoju, jei

kiekvienam polinomui p(s) 6≡ 0 su racionaliais koeficientais teisinga
nelygybė p(α) 6= 0. Darbe [6] buvo įrodyta, kad jei λ 6∈ Z, o α yra
transcendentusis skaičius, tuomet

PT (A) =
1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : L(λ, α, s+iτ) ∈ A

}
, A ∈ B(H(D)),

kai T →∞, silpnai konverguoja į matą PL. Čia measA žymi mačios
aibės A ⊂ R Lebego matą.

R. Garunkštis su A. Laurinčiku nagrinėjo Lercho dzeta funkcijos
ribines teoremas su svoriu, kurių ribinis matas buvo identifikuotas R.
Garunkščio disertacijoje [3].

Dabar trumpai priminsime dzeta funkcijų universalumo istoriją.
1975m. Rymano dzeta funkcijos universalumo savybę atrado [17] S.
M. Voroninas (Voronin). Jis įrodė, kad jei 0 < r < 1

4 , yra fiksuo-
tas skaičius, o funkcija f(s) yra tolydi ir nevirstanti nuliu skritulyje
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|s| 6 r, bei analizinė to skritulio viduje, tai kiekvieną ε > 0 atitinka
toks skaičius τ = τ(ε) ∈ R, kad

max
|s|6r

∣∣∣ζ(s+
3

4
+ iτ)− f(s)

∣∣∣ < ε.

Ši įdomi Voronino teorema buvo greitai pastebėta skaičių teorijos
specialistų ir truputį patobulinta. Tegul D = {s ∈ C : 1

2 < σ < 1},
K yra juostos D kompaktinių aibių, turinčių jungiuosius papildinius
klasė, o H0(K) su K ∈ K yra tolydžių, nevirstančių nuliu aibėje K
ir analizinių aibės K viduje klasė. Tuomet šiuolaikinė Voronino teore-
mos versija turi tokį pavidalą.

Teorema. Tarkime, kad K ∈ K ir f(s) ∈ H0(K). Tuomet su
kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣ζ(s+ iτ)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Teoremos nelygybė rodo, kad yra be galo daug postūmių ζ(s+iτ),

aproksimuojančių duotą funkciją f(s) ∈ H0(K).

Pirmoji universalumo teorema Lercho dzeta funkcijai buvo gauta
[8, 6.1.1 teorema] darbe. Išplečiame funkcijų klasę H0(K). Tegul
H(K) su K ∈ K yra tolydžių aibėje K funkcijų, kurios yra analizinės
aibės K viduje, klasė. Taigi, H0(K) ⊂ H(K).

Teorema. Tarkime, kad 0 < λ 6 1, o α yra transcendentusis skaičius.
Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣L(λ, α, s+ iτ)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Ši teorema 2 disertacijos skyriuje yra išplečiama naujai parametro
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α klasei. Tegul

L(α) =
{

log(m+ α) : m ∈ N0

}
.

Pagrindinis skyriaus rezultatas yra tokia tolydžioji universalumo teo-
rema.

Teorema 2.1. Tarkime, kad aibė L(α) yra tiesiškai nepriklausoma virš
racionaliųjų skaičių kūno Q ir 0 < λ 6 1. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈
H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0,

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣L(λ, α, s+ iτ)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Nesunku matyti, kad su transcendenčiuoju α aibė L(α) yra
tiesiškai nepriklausoma virš Q. Taigi, teoremos sąlyga yra silpnesnė
už darbo [7] sąlyga.

Primename, kad skaičius α vadinamas algebriniu, jei egzistuoja
toks polinomas p(s) 6≡ 0 su racionaliaisiais koeficientais, kad p(α) =

0. Pavyzdžiui, skaičiai α = 1
2 ir α = 1√

2
yra algebriniai, nes yra

polinomų 2s− 1 ir 2s2 − 1 šaknys.

Garsi Kaselso (Cassels) teorema [2] tvirtina, kad bent 51% aibės
L(α) su algebriniu iracionaliuoju α elementų tankio prasme yra
tiesiškai nepriklausomi virš Q. Todėl gali atsitikti, kad aibė L(α) yra
tiesiškai nepriklausoma virš Q ir su kuriuo nors algebriniu iraciuona-
liuoju α, o 2.1 teorema išlieka teisinga su tuo α. Deja, šiuo momentu
nėra žinomas nė vienas algebrinis iracionalusis skaičius α, kuriam aibė
L(α) būtų tiesiškai nepriklausoma virš Q. 2.1 teoremai teisinga tokia
modifikacija.

Teorema 2.2. Tarkime, kad aibė L(α) yra tiesiškai nepriklausoma virš
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Q ir 0 < λ 6 1. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet riba

lim
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K

∣∣∣L(λ, α, s+ iτ)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0

egzistuoja su visais ε > 0 išskyrus, galbūt, ne daugiau negu skaičią jų
aibę.

2.1 ir 2.2 teoremų įrodymai remiasi ribine teorema funkcijai
L(λ, α, s) analizinių funkcijų erdvėje H(D). Tegul

PT (A) =
1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : L(λ, α, s+iτ) ∈ A

}
, A ∈ B(H(D)),

o PL yra H(D) reikšmio atsitiktinio elemento

L(λ, α, s, ω) =

∞∑
m=0

e2πiλmω(m)

(m+ α)s
, s ∈ D,ω ∈ Ω,

pasiskirstymas.

Teorema 2.3. Tarkime, kad aibė L(α) yra tiesiškai nepriklausoma virš
Q ir 0 < λ 6 1. Tuomet PT , kai T →∞ silpnai konverguoja į PL.

Vietoje postūmių L(λ, α, s+ iτ), kuriuose τ yra realusis bet koks
skaičius, galima naudoti postūmius L(λ, α, s + iϕ(k)) su kuria nors
funkcija, kai k perbėga neneigiamus sveikuosius skaičius. Ribinės
ir universalumo teoremos su postūmiais L(λ, α, s + iτ) yra vadi-
namos tolydžiomis teoremomis, o su postūmiais L(λ, α, s + iϕ(k))

- diskrečiosiomis. Taigi, 2.1-2.3 yra tolydžiosios teoremos. Papras-
čiausia yra funkcija ϕ(k) = kh, k ∈ N, su fiksuotu h > 0.
Diskrečiąsias ribines teoremas Lercho dzeta funkcijai nagrinėjo savo
disertacijoje [4] J. Ignatavičiūtė. Pateikiame vieną jos teoremą.

Teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skaičius, skaičius
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exp
{
2π
h

}
yra racionalus ir σ > 1

2 yra fiksuotas. Tuomet

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : L(λ, α, σ + ikh) ∈ A
}
, A ∈ B(C),

kai N →∞, silpnai konverguoja į kompleksinio atsitiktinio elemento

∞∑
m=0

e2πiλmω(m)

(m+ α)σ
, ω ∈ Ω,

pasiskirstymą.

Čia N perbėga neneigiamus sveikuosius skaičius, o #A žymi
aibės A elementų skaičių.
Transcendentiems ir racionaliems α minėta J. Ignatavičiūtės teo-
rema turi analogą ir meromorfinių funkcijų erdvėje M(D̂),
D̂ =

{
s ∈ C : σ > 1

2

}
. Jei parametras α yra racionalus, tai

tuomet reikalaujama, kad skaičius exp{2πh } su visais k ∈ N būtų
iracionalus.

Diskrečiąją Voronino universalumo teoremos versiją pasiūlė A.
Raichas (Reich) [16] darbe. Jos pavidalas yra toks.

Teorema. Tarkime, kad K ∈ K ir f(s) ∈ H0(K). Tuomet su
kiekvienu ε > 0,

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : sup
s∈K

∣∣∣ζ(s+ ikh)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Iš tikrųjų Raichas įrodė daugiau, būtent, jis gavo diskrečiąją uni-
versalumo teoremą algebrinių skaičių kūnų K Dedekindo dzeta funkci-
joms ζK(s). Kai K = Q, turime Rymano dzeta funkciją. Kitokį Rai-
cho teoremos įrodymą savo disertacijoje [1] pasiūlė Bagčis. Jis tai pat
įrodė pirmąją diskrečiąją universalumo teoremą funkcijai L(λ, α, s) su
λ ∈ Z, t.y., Hurvico dzeta funkcijai ζ(s, α).
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Teorema. Tarkime, kad α yra racionalusis skaičius, α 6= 1
2 , α 6= 1.

Tegul K yra kompaktinė silpnai jungioji ir lokaliai jungioji juostos D
aibė, o f(s) yra tolydi aibėje K ir analizinė jos viduje. Tada su visais
ε > 0 ir h > 0

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : sup
s∈K

∣∣∣ζ(s+ ikh, α)− f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Ši teorema išplaukia iš lygybės

ζ(s,
a

b
) = bs

∞∑
m=0;m≡a(modb)

1

ms
, 1 6 a 6 b, (a, b) = 1, b > 3,

ir funkcijų poros

(bs,
∞∑

m=0;m≡a(modb)

1

ms
)

jungtinių savybių. Pasirodo, jog transcendenčiojo α atvejis yra
sudetingesnis už racionaliojo α atvejį, ir Bagčio teoremos analogas
su visais h > 0 nėra žinomas. Pavyzdžiui, yra reikalaujama [9], kad
exp

{
2π
h

}
būtų racionalusis skaičius.

Disertacijos 3 skyrius yra skirtas diskrečiosioms funkcijos
L(λ, α, s) universalumo teoremoms. Tegul

L(α, h, π) =
{(

log(m+ α) : m ∈ N0

)
,
2π

h

}
, h > 0.

Ši aibė yra sudaryta iš visų logaritmų log(m+ α) ir skaičiaus 2π
h . Pa-

grindiniai skyriaus rezultatai yra tokios teoremos.

Teorema 3.1. Tarkime, kad aibė L(α, h, π) yra tiesiškai nepriklau-
soma virš Q ir 0 < λ 6 1. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet su
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kiekvienu ε > 0

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : sup
s∈K

∣∣∣L(λ, α, s+ikh)−f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

3.1 teorema turi tokią modifikuotą versiją.

Teorema 3.2. Tarkime, kad aibė L(α, h, π) yra tiesiškai nepriklau-
soma virš Q ir 0 < λ 6 1. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet
riba

lim
N→∞

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : sup
s∈K

∣∣∣L(λ, α, s+ikh)−f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0

egzistuoja su visais ε > 0, išskyrus, galbūt, ne daugiau negu skaičią jų
aibę.

3.1 ir 3.2 teoremos gali būti apibendrintos sudėtinėms funkcijoms.
Disertacijoje pateikiamas vienas toks pavyzdys.

Teorema 3.3. Tarkime, kad aibė L(α, h, π) yra tiesiškai nepriklau-
soma virš Q, 0 < λ 6 1 o F : H(D) → H(D) yra toks tolydus
operatorius, kad su kiekviena atvirąja aibe G ⊂ H(D), pirmavaizdis
F−1G yra netuščias. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet su
kiekvienu ε > 0

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : sup
s∈K∣∣∣F (L(λ, α, s+ ikh))− f(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0.

3.3 teorema yra 3.1 teoremos analogas sudetinei funkcijai
F (L(λ, α, s + ikh)). 3 skyriaus universalumo teoremų įrodymai re-
miasi ribine teorema matui

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : L(λ, α, s+ ikh) ∈ A
}
, A ∈ B(H(D)),

kai N →∞.
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Pirmąją jungtinę teoremą apie Lercho dzeta funkcijų pasiskirstymą
įrodė Laurinčikas ir Macumotas [10].

Teorema. Tarkime, kad min
16j6r

σj >
1
2 . Tuomet erdvėje

(
Cr,B(Cr)

)
egzistuoja toks tikimybinis matas P , kad

1

T
meas

{
t ∈ [0, T ] :(

L(λ1, α1, σ1 + it), ..., L(λr, αr, σr + it)
)
∈ A

}
,

A ∈ B(Cr), kai T →∞, silpnai konverguoja į P .

Kaip matome, šioje teoremoje nėra duotas ribinio mato išreikšti-
nis pavidalas. Šis trūkumas buvo pašalintas antroje [12] darbo ribineje
jungtinėje teoremoje Lercho dzeta funkcijoms erdvėje Hr(D). Lau-
rinčikas ir Macumotas tęsė statistinius Lercho dzeta funkcijų reikšmių
pasiskirstymo tyrimus ir kituose darbuose. Voroninas pirmasis pradėjo
nagrinėti jungtinį dzeta ir L funkcijų universalumą. Darbe [18] jis
įrodė Dirichlė L-funkcijų L(s, χ1), ..., L(s, χr) su neekvivalenčiais
Dirichlė charakteriais jungtinį universalumą. Dirichlė charakteriai yra
vadinami neekvivalenčiais , jei jie nėra generuoti to paties primityvaus
charakterio. Primename, kad Dirichlė L funkcija L(s, χ) pusplokštu-
moje σ > 1 yra apibrėžiama eilute

L(s, χ) =

∞∑
m=1

χ(m)

ms
,

o kitur - analizinio pratęsimo pagalba, o Dirichlė charakteris moduliu q
yra periodinė su periodu q, visiškai multiplikatyvi funkcija χ : N→ C(
χ(mn) = χ(m)χ(n),m, n ∈ N

)
, χ(m) = 0, kai (m, q) > 1,

ir χ(m) 6= 0, kai (m, q) = 1. Jungtinio Dirichlė L funkcijų uni-
versalumo atveju analizinės funkcijos iš klasių H(K1), ...,H(Kr),
K1, ...,Kr ∈ K, tuo pačiu metu yra aproksimuojamos postūmiais

18



L(s + iτ, χ1), ..., L(s + iτ, χr). Jungtinį Lercho dzeta funkcijų uni-
versalumą nagrinėjo daugelis autorių. Jie savo darbuose reikalavo, kad
parametrai α1, ..., αr būtų algebriškai nepriklausomi virš Q. Prime-
name, kad skaičiai α1, ..., αr yra vadinami algebriškai nepriklausomais
virš Q, jei nėra polinomų p(s1, ..., sr) 6≡ 0 su racionaliaisiais koefi-
cientais, kad p(α1, ..., αr) = 0. Formuluojame jungtinę universalumo
teoremą iš [11].

Teorema. Tarkime, kad skaičiai α1, ..., αr yra algebriškai nepriklau-
somi virš Q, λ1 =

a1
q1
, ..., λn =

ar
qr

, (a1, q1) = 1, ..., (ar, qr) = 1,

čia q1, ..., qr yra skirtingi natūralieji skaičiai, a1, ..., ar yra natūralieji
skaičiai, a1 < q1, ..., ar < qr. Tegul K1, ...,Kr ∈ K ir f1(s) ∈
H(K1), ..., fr(s) ∈ H(Kr). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

16j6r
sup
s∈Kj∣∣∣L(λj , αj , s+ iτ)− fj(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0.

Kai kuriuose darbuose buvo nagrinėjamos Lercho dzeta funkcijų
jungtinis universalumas su transcendenčiuoju α = α1 = ... = αr.

4 disertacijos skyriuje yra įrodytos jungtinės universalumo teore-
mos Lercho dzeta funkcijoms nereikalaujant parametrų α1, ..., αr al-
gebrinio nepriklausomumo. Taip pat nenaudojamos jokios sąlygos
parametrams λ1, ..., λr.

Tegul

L(α1, ..., αr) =
{

(log(m+α1) : m ∈ N0), ..., (log(m+αr) : m ∈ N0)
}
.

Tuomet yra teisinga tokia teorema.

Teorema 4.1. Tarkime, kad aibė L(α1, ..., αr) yra tiesiškai nepriklau-
soma virš Q. Su kiekvienu j = 1, ..., r, tegul Kj ∈ K, fj(s) ∈ H(Kj)
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ir 0 < λj 6 1. Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

16j6r
sup
s∈Kj∣∣∣L(λj , αj , s+ iτ)− fj(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0.

Kaip ir kitos universalumo teoremos, 4.1 teorema turi tokią modi-
fikaciją.

Teorema 4.2. Tarkime, kad aibė L(α1, ..., αr) yra tiesiškai nepriklau-
soma virš Q. Su kiekvienu j = 1, ..., r, tegul Kj ∈ K, fj(s) ∈ H(Kj)

ir 0 < λj 6 1. Tuomet riba

lim
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

16j6r
sup
s∈Kj∣∣∣L(λj , αj , s+ iτ)− fj(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0

egzistuoja su visais ε > 0, išskyrus, galbūt, ne daugiau negu skaičią jų
aibę.

Nesunku matyti, kad tiesinis aibės L(α1, ..., αr) nepriklausomu-
mas virš Q yra silpnesnė sąlyga už skaičių α1, ..., αr algebrinį neprik-
lausomumą.

5 disertacijos skyriuje yra pateikiamos jungtinės diskrečiosios uni-
versalumo teoremos Lercho dzeta funkcijoms. Mūsų žiniomis, tokios
teoremos niekada nebuvo gautos. Tegul h > 0 ir

L(α1, ..., αr;h, π) ={(
log(m+ α1) : m ∈ N0

)
, ...,

(
log(m+ αr) : m ∈ N0

)
,
2π

h

}
.

Pagrindiniai 5 skyriaus rezultatai yra tokios dvi teoremos.

Teorema 5.1. Tarkime, kad aibė L(α1, ..., αr;h, π) yra tiesiškai
nepriklausoma virš Q. Su kiekvienu j = 1, ..., r, tegul Kj ∈ K,
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fj(s) ∈ H(Kj) ir 0 < λj 6 1. Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : sup
16j6r

sup
s∈Kj∣∣∣L(λj , αj , s+ ikh)− fj(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0.

Teorema 5.2. Tarkime, kad aibė L(α1, ..., αr;h, π) yra tiesiškai
nepriklausoma virš Q. Su kiekvienu j = 1, ..., r, tegul Kj ∈ K,
fj(s) ∈ H(Kj) ir 0 < λj 6 1. Tuomet riba

lim
N→∞

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : sup
16j6r

sup
s∈Kj∣∣∣L(λj , αj , s+ ikh)− fj(s)

∣∣∣ < ε
}
> 0

egzistuoja su visais ε > 0, išskyrus, galbūt, ne daugiau negu skaičią jų
aibę.

Minėjome, kad vienas iš teorinių dzeta funkcijų universalumo
taikymų yra glaudžiai susijęs su šių funkcijų funkciniu nepriklauso-
mumu, kuriuo domėjosi ir Hilbertas. Gerai žinoma, kad 1900 m.
Tarptautiniame Matematikų Kongrese Paryžiuje jis pateikė svarbiausių
matematikos problemų, kurios turėtų būti sprendžiamos artimiau-
siame šimtmetyje, sąrašą. 18 osios problemos formulavime Hilbertas
pastebėjo, kad Rymano dzeta funkcija ζ(s) negali tenkinti jokios alge-
brinės-diferencialinės lygties, t.y., nėra jokio polinomo p(s1, ..., sn) 6≡
0, kad

p(ζ(s), ζ ′(s), ..., ζ(n−1)(s)) = 0,

ir kad tai išplaukia iš analogiško rezultato Oilerio gama funkcijai Γ(s)

ir funkcinės lygties funkcijai ζ(s)

π−
s
2 Γ(

s

2
)ζ(s) = π−

1−s
2 Γ(

1− s
2

)ζ(1− s).
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Be to, Hilbertas iškėlė hipotezę, kad algebrinio-diferencialinio
nepriklausomumo savybę turi ir bendresnė funkcija

ζ(s, χ) =
∞∑
m=1

xm

ms
.

Šią Hilberto hipotezę įrodė Ostrovskis (Ostrowski) [15].
Panašias problemas Dirichlė L funkcijoms nagrinėjo A.G.Postnikovas
(Postnikov). Voroninas ženkliai apibendrino minėtus rezultatus, jis
įrodė [18] Rymano dzeta funkcijos funkcinį nepriklausomumą.

Teorema. Su kiekvienu j = 0, ..n, tegul Vj : Ck → C yra tolydi
funkcija ir tapatingai pagal s

n∑
j=0

sjVj

(
ζ(s), ζ ′(s), ..., ζ(k−1)(s)

)
= 0.

Tuomet Vj ≡ 0, j = 0, ..., n.

Vėliau šią teoremą jis išplėtė Dirichlė L funkcijoms. Su transcen-
denčiuojuα buvo gautas [8] ir Lercho dzeta funkcijos funkcinis neprik-
lausomumas. Disertacijoje ši savybė įrodyta naudojant silpnesnę są-
lygą negu α transcendentumas.

Teorema 6.1. Tarkime, kad aibė L(α) yra tiesiškai nepriklausoma virš
Q ir 0 < λ 6 1. Su kiekvienu j = 0, ..., n, tegul Vj : Ck → C yra
tolydi funkcija ir tapatingai pagal s

n∑
j=0

sjVj

(
L(λ, α, s), L′(λ, α, s), ..., L(k−1)(λ, α, s)

)
= 0.

Tuomet Vj ≡ 0, j = 0, ..., n.

Kitaip tariant, 6.1 teorema tvirtina, kad jei V0, V1, ..., Vn : Ck → C
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yra tolydžios netapatingai lygios nuliui funkcijos, tada

n∑
j=0

sjVj

(
L(λ, α, s), L′(λ, α, s), ..., L(k−1)(λ, α, s)

)
6= 0

su kuriuo nors s ∈ C.

Lercho dzeta funkcijos turi ir jungtinę funkcinio nepriklausomumo
savybę, t.y., teisinga tokia teorema.

Teorema 6.2. Tarkime, kad aibė L(α1, ..., αr) yra tiesiškai neprik-
lausoma virš Q ir 0 < λj 6 1. Su kiekvienu j = 0, ..., n, tegul
Vj : Ck1+...+kr → C yra tolydi funkcija ir tapatingai pagal s

n∑
j=0

sjVj

(
L(λ1, α1, s), L

′(λ1, α1, s), ..., L
(k1−1)(λ1, α1, s), ...,

L(λr, αr, s), L
′(λr, αr, s), ..., L

(kr−1)(λr, αr, s)
)

= 0.

Tuomet Vj ≡ 0, j = 0, ..., n.

6.1 ir 6.2 teoremų įrodymui yra naudojamos universalumo teore-
mos, atitinkamai 2.1 ir 4.1 teoremos.

23



Išvados

1. Lercho dzeta funkcija L(λ, α, s) su parametru α, kuriam aibė
{log(m + α) : m ∈ N0} yra tiesiškai nepriklausoma virš Q,
su visais 0 < λ 6 1 turi tolydžiąją universalumo savybę apie
analizinių funkcijų aproksimavimą postūmiais L(λ, α, s+ iτ).

2. Lercho dzeta funkcija L(λ, α, s) su parametru α, kuriam aibė
{(log(m + α) : m ∈ N0),

2π
h } yra tiesiškai nepriklausoma virš

Q, su visais 0 < λ 6 1 turi diskrečiąją universalumo savybę apie
analizinių funkcijų aproksimavimą postūmiais L(λ, α, s+ ikh).

3. Lercho dzeta funkcijos L(λ1, α1, s), ..., L(λr, αr, s) su parame-
trais α1, ..., αr, kuriems aibė
{log(m + αj) : m ∈ N0, j = 1, ..., r} yra tiesiškai neprik-
lausoma virš Q su visais 0 < λj 6 1 turi jungtinę tolydžiąją
universalumo savybę apie analizinių funkcijų aproksimavimą
postūmiais (L(λ1, α1, s+ iτ), ..., L(λr, αr, s+ iτ)).

4. Lercho dzeta funkcijos L(λ1, α1, s), ..., L(λr, αr, s) su parame-
trais α1, ..., αr, kuriems aibė

{(log(m+α1) : m ∈ N0), ..., (log(m+αr) : m ∈ N0),
2π

h
} yra

tiesiškai nepriklausoma virš Q, su visais 0 < λj 6 1 turi jung-
tinę diskrečiąją universalumo savybę apie analizinių funkcijų
aproksimavimą postūmiais (L(λ1, α1, s+ikh), ..., L(λr, αr, s+

ikh)).
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5. Lercho dzeta funkcija L(λ, α, s) su parametru α, kuriam aibė
{log(m+ α) : m ∈ N0} yra tiesiškai nepriklausoma virš Q, yra
funkciškai nepriklausoma.

6. Lercho dzeta funkcijos L(λ1, α1, s1), ..., L(λr, αr, sr) su
parametrais α1, ..., αr, kuriems aibė
{(log(m + α1) : m ∈ N0), ..., (log(m + αr) : m ∈ N0)} yra
tiesiškai nepriklausoma virš Q, yra funkciškai nepriklausomos.
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Summary

In the thesis, the Lerch zeta-function L(λ, α, s), s = σ+it, λ ∈ R,
0 6 α 6 1, defined, for σ > 1, by the Dirichlet series

L(λ, α, s) =
∞∑
m=0

e2πiλm

(m+ α)s
,

and by analytic continuation elsewhere, is investigated. The main
attention is devoted to the universality of L(λ, α, s), i.e., to approxi-
mation of analytic functions by shifts L(λ, α, s+ iτ), τ ∈ R.

Continuous an discrete universality theorems for the function
L(λ, α, s) are obtained. These theorems extend the known results for
L(λ, α, s). The used conditions for the parameter α are expressed by
the linear independence over the field of rational numbers Q of some
sets.

For example, if the set
{(

log(m + α) : m ∈ N0

)
, 2πh

}
is lin-

early independent over Q, then the function L(λ, α, s) has a discrete
universality property. This means that ifK is a compact set of the strip{
s ∈ C : 1

2 < σ < 1
}

with connected complement, and f(s) is a
function continuous on K and analytic in interior of K, then, for every
ε > 0,

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : sup
s∈K

∣∣∣L(λ, α, s+ikh)−f(s)
∣∣∣ < ε

}
> 0.

Also, joint universality theorems for a collection of Lerch zeta-
functions L(λ1, α1, s), ..., L(λr, αr, s) are obtained. In this case, a
given collection of analytic functions f1(s), ..., fr(s) are simultane-
ously approximated by shifts L(λ1, α1, s+ iτ), ..., L(λr, αr, s+ iτ)),
τ ∈ R.
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Universality of the function L(λ, α, s) is applied to prove its
functional independence.

The results of the thesis cover all known universality results for the
function L(λ, α, s).
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skaičių teorijos seminaruose.
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8. A. Laurinčikas and R. Garunkštis, The Lerch Zeta-Function,
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, Boston, London,
2002.

30
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11. A. Laurinčikas, K. Matsumoto, The joint universality and
the functional independence for Lerch zeta-functions, Nagoya
Math. J. 157(2000), 211–227.
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