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Tyrimo objektas

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis ir a = {a,, : m € N}
yra periodiné kompleksiniy skaiciy seka su minimaliuoju periodu ¢ € N.
Disertacijoje nagriné¢jamas periodinés dzeta funkcijos ((s;a) reik§miy pa-
siskirstymas. Funkcija ((s;a) pusplok§tuméje o > 1 yra apibréZiama
Dirichlé¢ eilute

o0
a
C(sia) =D . ¢))
m=1
IS sekos a periodiSkumo iSplaukia, kad egzistuoja konstanta tokia ¢, > 0, kad
su visais m € N,

|am|<ca-

Pavyzdziui,

ce = max(|ail,. .., |aql).

Tai rodo, kad (1) eiluté absoliuciai konverguoja pusplokStumeéje o > 1 ir
apibréZia analizing funkcija.

Funkcija ((s; a) yra meromorfiskai pratgsiama j visa kompleksing ploks-
tumg. Tam taikoma klasikiné Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcija. Tegul «,
0 < a <1 yra fiksuotas parametras. Tada Hurvico dzeta funkcija ((s, a)
pusplokStumeéje o > 1 apibréZiama Dirichlé eilute

o0

1
(s, ) = Z m,

m=0

ir yra analiziSkai pratgsiama | visa kompleksing plokStuma, iSskyrus
paprastaji poliy taske s = 1, ir

R_elsg(s,a) =1

Funkcija ((s, ) 1882 metais apibrézé ir pradéjo nagrinéti A. Hurvicas. Ji
turi jvairiy taikymy analizinéje skaiciy teorijoje. IS sekos a periodiSkumo



gauname, kad srityje o > 1,
1Y
Faa(sg)
q :

IS Sios lygybés ir Hurvico dzeta funkcijos savybiy iSplaukia, kad funkcija
C(s;a) yra analiziSkai pratgsiama j visa kompleksing plok§tuma, iSskyrus
paprastaji poliy taske s = 1, ir

q
RebC s;a) Z L,

Jeir = 0, tai {(s; a) yra sveikoji funkcija.
Rymano (Riemann) dzeta funkcija ((s) pusplokStuméje o > 1 yra
apibréziama Dirichlé eilute

=1
:Z%

m=1

arba Oilerio (Euler) sandauga pagal pirminius skaiCius p

¢ =TI (1 - 1)_1

S
» p

ir yra analiziSkai pratgsiama j visa kompleksing plokStuma, iSskyrus
paprastaji poliy taske s = 1, ir

depcle) =

I8 ¢(s;a) ir ¢(s) apibrézimy iSplaukia, kad ((s;a) = ((s), kai a = {an, :
am = 1}. Matome, kad periodiné dzeta funkcija yra garsiosios Rymano
dzeta funkcijos apibendrinimas.

Tegul x yra Dirichlé charakteris moduliu ¢ (charakteris x yra aritmetiné
funkcija x : N — C, kuri periodiné su periodu g (x(m+¢q) = x(m) su visais
m € N), visiskai multiplikatyvi (x(mn) = x(m)x(n) visiems m,n € N),
x(m) = 0kai (m,q) > 1ir x(m) # 0kai (m,q) = 1). Dirichlé L funkcija
L(s,x) su Dirichlé charakteriu x pusplok§tuméje ¢ > 1 yra apibréZiama



Dirichlé eilute -
x(m)

ms

L(s,x) =

m=1

arba Oilerio sandauga pagal pirminius skaicius p

o =TT(1-47)

p

Kai y = xo yra pagrindinis Dirichlé charakteris moduliu g (xo(m) = 1 su
visais m, (m, q) = 1), tai funkcija L(s, xo) yra meromorfiskoji ir turi viena
paprastaji poliy taske s = 1,

Rep Lo =] (1)

p
plg

ia p — pirminis skaicius. Kai x # X, tai funkcija L(s, x) yra sveikoji.

I8 funkciju ((s;a) ir L(s, x) apibréZimy matome, kad periodiné dzeta
funkcija yra Dirichlé L funkcijos apibendrinimas. Taigi, funkcija (s; a) yra
analizingje skaiciy teorijoje labai svarbiy Rymano dzeta ir Dirichlé L funkcijy
apibendrinimas. Tai rodo funkcijos {(s; a) svarba.

Tegul 6 = {b,, : m € Ny = N U {0}} yra dar viena periodiné
kompleksiniy skai¢iy seka su minimaliuoju periodu ¢; € N. Sios disertacijos
rezultatai taip pat susij¢ su periodine Hurwico dzeta funkcija (s, a; b) (Cia
« yra tas pats fiksuotas parametras kaip ir klasikinéje Hurwico dzeta funkci-
joje), kuri pusplok§tuméje o > 1 apibréziama Dirichlé eilute

o0
TYL
(s,a;b) E
m+a
m—O

ir, panaudojus lygybe

q1—1
Zblc< ),O’>1,

fhlo

gali buti analiziSkai pratesti | visa kompleksing plokStuma, iSskyrus paprastajj



poliy taske s = 1 reziduumu

q1—

1
def
E bl =T71.
=0

Kai r, = 0, tai funkcija (s, «; b) yra sveikoji.
Kadangi ¢(s,a;b) = ((s,a) kai b = {b,, : b, = 1}, tai funkcija
(s, a; b) yra klasikinés Hurvico dzeta funkcijos (s, ) apibendrinimas.

1
Res((s,a;b) = —
Res (s, 036) =

Tikslas ir uzdaviniai

Sios disertacijos tikslas yra plagios analiziniy funkcijy klasés aproksima-
vimas periodinés dzeta funkcijos su multiplikatyviaja seka a (., = aman
visiems m,n € N, (m,n) = 1) postimiais, t.y., $ios disertacijos tikslas yra
funkcijos ¢(s; a) universalumo teoremos. UZdaviniai yra §ie:

1. Funkcijos ((s; a) su multiplikatyviais koeficientais universalumas.

2. Funkcijos ((s; a) su specialiai parinkta seka a universalumas.
3. Funkcijos ((s; a) universalumas su svoriu.
4. Funkcijos ((s; a) diskretusis universalumas su svoriu.

5. Kompozicijy, kuriy sudétyje yra periodiné dzeta funkcija, reik§miy pa-
siskirstymas.

Aktualumas

Dzeta ir L funkcijy reikSmiy pasiskirstymas yra vienas i§ svarbiausiy
uZdaviniy analizinéje skaiciy teorijoje ir uZima garbinga vieta visoje mate-
matikoje. Vienas i$ septyniy svarbiausiy tiikstantmecio uzdaviniy yra Ry-
mano dzeta funkcijos nuliy pasiskirstymo uZzdavinys, tiksliau sakant, Ry-
mano hipotezé, tvirtinanti, kad visi netrivialas {(s) nuliai yra kritinéje tieséje
o= % Dzeta funkcijy universalumo savoka buvo apibrézta 1975 metais
ir iki Siol universalumas placiai nagrinéjamas randant vis naujus teorinius
ir praktinius taikymus. Sudétingy analiziniy funkcijy aproksimavimas saly-

ginai paprasty dzeta funkcijy postiimiais taitkomos kvantinéje mechanikoje.



Zinoma, kad Rymano hipotezé yra ekvivalenti ((s) funkcijos saviaproksi-
mavimui. Be to, Ferma (Fermat) teorema buvo jrodyta naudojant rySius
tarp paraboliniy formy dzeta funkcijy ir elipsiniy kreiviy L funkcijy. Sie
pavyzdziai rodo dzeta funkcijy reik§miy pasiskirstymo tyrimo svarba.

Dzeta funkcijy reikSmiy pasiskirstymo tyrimai yra viena i§
sékmingiausiai Lietuvos matematiky plétojamy sri¢iy. Ji pradéta na-
grinéti profesoriaus Jono Kubiliaus ir tgsiama jo mokiniy. Tikimybiniy
metody taikymas skaiCiy teorijoje vaidina svarby vaidmenj Kubiliaus ir
jo mokiniy darbuose. Sioje disertacijoje taip pat pasirinkta $i jdomi dzeta
funkcijy tyrimo kryptis.

Metodai

Periodinés dzeta funkcijos universalumo teoremy jrodymui naudojamas
ribiniy teoremy apie silpnyju tikimybiniy maty konvergavima analiziniy

funkcijy erdvéje metodas.  Ribiniy teoremy jrodymas remiasi Furjé
transformacijy metodu bei kitais klasikiniais silpnojo konvergavimo teorijos
elementais.

Naujumas

Visi disertacijoje skelbiami rezultatai yra nauji. Pirmoji 1.1 teoremos
dalis, kurioje seka a tenkina kai kurias papildomas salygas, buvo jrodyta [7]
darbe. Periodinés dzeta funkcijos universalumo su svoriu teoremos anksciau
nebuvo Zinomos.

Problemos istorija ir rezultatai

Periodiné dzeta funkcija {(s;a) yra jdomus analizinis objektas ir buvo
1vairiais aspektais tiriamas daugelio matematiky. Pirma Zinomg svarby rezul-
tatg gavo V. Sné (W. Schnee) [8] 1930 metais. Zinoma, kad klasikinés dzeta
funkcijos paprastai tenkina funkcing lygtj. Straipsnyje [8] buvo jrodyta, kad
tokia lygtis egzistuoja ir funkcijai ((s;a). Tegul b = {b,, : m € Z} seka,



kurios nariai
192
il m
bm _ - § :ake27rqu )
7%=0

Be to, tegul b = {b,, : m € Z}, &a by, = b_,,. Tada galioja §i straipsnyje
[8] paskelbta funkciné lygtis (I'(s) yra Oilerio gama funkcija).

A teorema. Su visais s € C yra teisinga lygybé

wis ~

= si0) = (1) D) (¢ clsst) 4o (58).

Straipsnis [1] taip pat skirtas funkcijos ((s; a) reik§miy pasiskirstymui.
Cia nagrinéjama Lorano eiluté tafke s = 1, laipsninés funkcijos ¢"(s; a)
Dirichl¢ eiluté ir tam tikra funkcijos ((s;a) aproksimacija Rymano dzeta
funkcija.

Tolimesni funckijos ((s;a) tyrimai labai susije su J. Stoidingo
(J. Steuding) vardu. [9] jis pradéjo funkcijos ((s;a) nuliy pasiskirstymo
teorija. Jis jrode, kad egzistuoja teigiama konstanta A(a) tokia, kad {(s; a)
neturi nuliy srityje o > 14 A(a). J. Stoidingas taip pat apibrézé trivialiyjy ir
netrivialiyjy ¢(s; a) nuliy sgvokas ir gavo Mangoldto tipo formulg netrivialiy
nuliy skaiciui. Tegul

S|

1< :
dT:E _ z : akei%lk?
q k=1

ir tegul a* = {at : m € N}, B(a) = max(A(a*), A(a™)). Tada funkcijos

nuliai vadinami netrivialiaisiais. Jie yra srityje
{s € C: —B(a)<o<1+ B(a)}.

Tarkime, kad N(T';a) yra funkcijos ((s;a) netrivialiy nuliy p = 5 +
iy skai€ius, kai |y|<T, skaifiuojant ir pasikartojanCius nulius. Vienas
idomiausiu rezultaty yra §i teorema.

B teorema. Tarkime, kad T — oo. Tada

qT
2mTMmg/Mq- + Mg+

T
N(T;a) = P log + O(logT),

10



diamg = min{1<m<q : ap # 0} irmgx = min{1<m<q : af, # 0}.
Pirmuosius funkcijos ¢(s; a) momenty

T

(T, 050) = / C(o + it ) PEdr,
0

¢ia k yra neneigiamas sveikasis skaicius ir 0}%, rezultatus gavo A. Kacénas
ir A. Laurinéikas 2000 metais. Geriausi ((s; a) momenty rezultatai paskelbti
D. Siaugitino disertacijoje 2004 metais ir su ja susijusiuose straipsniuose.
Siems rezultatams gauti buvo panaudota funkcijos ¢(s; a) artuting funkciné
lygtis.

C teorema. Tarkime, kad t>1, y = /3= n= [y, r = [y — 5} l=n-—r
ir %gagl. Tada

e Xy

L) Telen)s i
L) DSy
q t k=1 1<m<n m
1 /27\ % U ) k 1
+s(ﬂ-> Zakelf(§7t)1/}(2y—2n+l— ) +*SR(S7Q)7
q t Pt q q
¢ia
2 1
COSW(% —a g)
Y(a) = )

2 t 2wl
fla,t) =tlog <:) +§77§+%+%+an7{'&[+27{9(17&)

ir

R(s,q) = O(t‘élgmu).

I§ C teoremos iSplaukia keletas rezultaty momentams Iy (T, 0;a),
paminésime vieng i§ jy. Tegul o yra Oilerio konstanta.

11



D teorema. Tarkime, kad T’ — oo. Tada

1
L <T, 5 a) =q 'K(q)TlogT +q 'K (q)T(2v0 — logm — 1)

— 7T (K () — Ka(g) + O(¢* K(@)TF og T) + O(gK (q)).

cia .
K(Q) = Z ‘ak‘2a
k=1
Ki(q) =) klag]* )  ———x
P st Mg + k)

ir
|ag|?

Kxg)=q)
k=1

Pirmajj tikimybinj funkcijos ((s;a) rezultata paskelbé A. Kaéénas ir
A. Laurin¢ikas 2000 metais. Tarkime, kad H (G) yra analiziniy srityje G C C
funkcijy klasé su tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija. Tegul
B(X) yra erdvés X Borelio o kiinas ir tegul D = {s € C: § < o < 1}.

2
Aibéms A € B(H(D)) apibréziame

Pr(A) = %meas{T €[0,T):¢(s+it;ae A},

¢ia measA yra macios aibés A C R Lebego matas. Silpnaji Pr konvergavi-
ma, kai T" — oo, nagringjo A. Kacénas, A. LaurinCikas 2001-aisais metais.
Tegul P ir P,, n € N yra tikimybiniai matai erdvéje (X, 5(X)). Primename,
kad, kai n — oo, P, silpnai konverguojaj P, jeigu su kiekviena realia aprézta
tolydziaja funkcija f erdvéje X yra teisinga lygybé

Tegul v = {s € C : 1 < o < 1} yra vienetinis apskritimas kom-

2
Q= H’ypa
p

pleksinéje plokStumoje ir

12



¢ia 7, = -y su visais pirminiais p. Toras 2 su sandaugos topologija
ir pataSkinés daugybos operacija yra kompaktiné topologiné Abelio grupé.
Erdvéje (92, B(2)) galima apibrézti tikimybinj Haro mata my. Gauname
tikimybing erdve (2, B(2), mpy). Tegul w(p) yra elemento w € € p-tasis
komponentas. Kai m € N, apibréZiame

wm) =[] «*.
pY|m
pa+1*m

Tikimybineje erdvéje (£2, B(Q2), my) apibréziame H (D)reik§mj atsitiktinj
elementa ((s,w; a) formule

2. amw(m)
((s,w;a) = —
=

Tuomet teisingas [3], 4 teoremoje jrodytas toks teiginys:

E teorema. Pr, kai T — oo, silpnai konverguoja i atsitiktinio elemento
C(s,w; a) skirsting.

Kadangi w(m) yra priklausomi atsitiktiniai dydZiai, tai E teorema negali
buti taikoma funkcijos ((s; a) universalumo tyrimams.

Panagias teoremas nagrinéjo ir A. Kagénas ir D. Siaucitinas 2001 metais,
o taip pat ir daugiamates ribines teoremas ir ribines teoremas meromorfiniy
funkcijy erdvéje.

Pereisime prie pagrindinio disertacijos uZdavinio, t.y. funkcijos ((s;a)
universalumo.  Rymano dzeta funkcijos universalumo savybe atrado
S. M. Voroninas [10]. Jis jrodé, kad, jei 0 < r < i,
tolydZioji, nevirstanti nuliu skritulyje |s|<r ir analiziné to skritulio viduje,
tada, bet kurj £ > 0 atitinka toks 7(¢) € R, kad

o funkcija f(s) yra

max
Jsl<r

<e.

<<s+ 2 +z‘¢) — f(s)

Véliau Voronino rezultatas buvo pagerintas. Tegul K yra juostos D = {s €
C: % < 0 < 1} kompaktiniy poaibiy, turiniy jungiuosius papildinius klase,
o Hy(K), K € K, yra tolydZiyjy, nevirstaniy nuliu aibéje K ir analiziniy
aibés K viduje funkcijy klasé. Sia Voronino teoremos versija galima rasti,

13



pavyzdziui, [6].

F teorema. Turkime, kad K € K ir f(s) € Ho(K). Tada su visais € > 0 yra
teisinga nelygybé

liminfl meas {T € [0,T] : sup |[¢(s +1i1) — f(s)| < 5} > 0.
T—oo 1T seK
F teorema rodo, kad egzistuoja be galo daug postimiy ((s + i7),
aproksimuojan&iy duota funkcija f(s) € Ho(K).
Funkcijos ((s;a) universaluma pradéjo studijuoti J. Stoidingas. Tegul
H(K), K € K, yra tolydZiyjy funkcijy aibéje K ir analiziniy aibés K viduje,
klasé. Jis jrodé tokia teorema.

G teorema. Tarkime, kad q yra nelyginis pirminis skaicius, a,, néra Dirichlé
charakterio moduliu g kartotinis ir ag = 0. Tegul K € K ir f(s) € H(K).
Tada su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

liminflmeas {7‘ € 10,7 : sup [¢(s +iT;a) — f(s)] < E} > 0.
T—oo T’ s€K

Periodiné seka a, tenkinanti G teoremos salygas, néra multiplikatyvi.
Tai i$plaukia i periodinés multiplikatyvios funkcijos charakteristiky, kurias
pateiké D. Leitmanas (D. Leitmann) ir D. Volké (D. Volke) 1976 metais.

Veéliau J. Stoidingas i8plété G teoremos galiojima. Jis jrodé, kad G teore-
mos iSvados galioja periodinei sekai su minimaliu periodu ¢ > 2, kuris néra
Dirichlé moduliu ¢ kartotinis ir a,, = 0 kai (m, ¢) > 1.

Periodinés dzeta funkcijos universalumas néra paprastas uZdavinys.
J. Kacarovskis (J. Kaczorowski) [2] pastebéjo, kad ne visos ((a; a) funkcijos
yra universalios anks¢iau aprasyta prasme. Jis pateiké pavyzdj tokios sekos
ap = {aom : m € N}. Tegul, ¢ = 2, ag; = lirage = 2% + 1, tada

C(siap) = (1+2172)¢(s).

Be to, tegul
57

K = [8’8} X [—co, co]

yra staciakampis kritinés juostos deSinéje. Kai ¢ > @, tai kiekvienas
postamis ((s + i7;ap) turi nulj K viduje, be to, tokia funkcija negali bati

14



tolygiai aproksimuotos funkcijos, kurios nevirsta nuliu K viduje, pavyzdziui,
negali bati aproksimuojama funkcija f(s) = 1 aibéje K.

Kaip pat J. Kacarovskis [2] ivedé nauja universalumo savoka. Tegul K €
KC. Tada skaicius

h(K) = maxIms — min Ims
seK seK

yra vadinamas aibés K auksciu. J. Kacarovskis 2009 metais jrodé tokia teo-
rema.

H teorema. Egzistuoja tokia teigiama konstanta ¢y = co(a), kad, kai K €
K, h(K)<co, f(s) € Ho(K), su visais € > 0 yra tenkinama nelygybé

liminflmeas {T €[0,7] : sup [¢(s +iT;a) — f(s)] < E} > 0.
T—oo T’ s€K

Disertacija skirta periodinés dzeta funkcijos ((s; a) su multiplikatyviaja
seka a universalumui. Seka a = {a,, : m € N} yra vadinama multiplikaty-
vigjajei a; = 11ir @y = amay, kai (m,n) = 1.

Universalumo teoremg funkcijai ((s; a) su multiplikatyviaja seka a jrodé
A. Laurinéikas ir D. Siau¢itinas 2006 metais. Ju darbe seka turéjo tenkinti
papildoma salyga

Sl ooy @
a=1 pz

visiems pirminiams p. Disertacijoje §j salyga eliminuota ir 1 skyriuje jrodyta
tokia teorema.

1.1 teorema. Tarkime, kad seka a yra multiplikatyvi. Tegul K € K ir f(s) €
Hy(K). Tada su visais € > 0 yra teisinga lygybé

1
liminf — meas {’T €[0,7]: sup|(s+ima) — f(s)] < 6} > 0.
T—oo T seK
Be to, analogiska nelygybé ribos "lim" atveju galioja su visais € > 0, nebent
isskyrus skaicigjq € > 0 reikSmiy aibe.

Antrasis 1.1 teoremos tvirtinimas Rymano dzeta funkcijai buvo nepri-
klausomai gautas J.-L. Moklero (J.-L. Mauclaire) (2013) ir A. Laurinciko ir
L. Meskos (2014) darbuose. Placiau apie tai galima rasti L. Meskos disertaci-
joje.
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1.1 teoremos jrodymas yra tikimybinis ir remiasi E teoremos tipo ribi-
ne teorema. Pirmiausia, remiantis sekos a multiplikatyvumu, jrodoma, kad
beveik visiems w € §2 galioja lygybé

00 e 1

amw(m anw'(p) 1

C(s,w;a) = E 7rL£):H(1+E pls>,0>2.
m=1 peP =1 p

Tegul P, — atsitiktinio elemento ¢(s, w; a) skirstinys, t.y.,
P:(A) =mp{w € Q:{(s,w;a) € A}, A € B(H(D)).

Irodyta tokia ribiné teorema matui Pr.

1.6 teorema. Matas Pr, kaiT' — oo, silpnai konverguoja i P¢. Be to, mato
P atrama yra aibé

Sd:ef{geH(D) :g(s) £ 0org(s) =0}.

2 disertacijos skyrius yra skirtas funkcijos (s; a) su specialia periodine
seka universalumui. Tam tikslui yra panaudotas Dirichlé L funkcijos univer-
salumas. Dirichlé L-funkcijai yra Zinoma tokia teorema analogiSka G teore-
mai.

I teorema. Tarkime, kad K € K ir f(s) € Ho(K). Tada su visiais ¢ > 0
yra teisinga lygybé

1
liminf — meas {’7’ €[0,T]: sup|L(s+it,x) — f(s)] < s} > 0.
T—oo T seK

Tarkime, kad a,,, # 0, sekos a periodas ¢ yra pirminis skaicius ir

qg—1

1
- : 2.1
Y= 5(g) l; “ @D

Cia (q) yra Oilerio funkcija.
Tegul

qg—1
b(g,x) = Y ax(l),
=1
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¢ia y yra Dirichlé charakteris moduliu g. Sakoma, kad funkcija yra universali,
jei galioja universalumo nelygybé

1
lim inf — meas {T €[0,T]: sup |¢(s+ir;a) — f(s)] < 6} > 0.
T—o0 T seK
su visais ¢, kai f(s) € Ho(K), K € K. Jei §i nelygybé galioja, kai f(s) €
H(K), K € K, tada sakoma, kad funkcija (s; a) yra stipriai universali.
Pagrindinis skyriaus rezultatas yra toks tvirtinimas.

2.2 teorema. Turkime, kad periodiné seka a = {a,, : m € N} su minima-
liuoju periodu q tenkina lygybe (2.1) ir q yra pirminis skaicius.

1° Jei seka a tenkina bent vienq is sqlygy
i) am=cmeN;
ii) a,, yra Dirichlé charakterio moduliu q kartotinis;
iii) q =2;
iv) tik vienas i skai¢iu b(q, x) # 0, ¢ > 2,

tai funkcija ((s, a) yra universali.

2° Jei q > 2 ir bent du skaiciai b(q, x) # O, tai funkcija ((s, a) yra stipriai
universali.

3 disertacijos skyriuje jrodyta universalumo su svoriu teorema periodinei
dzeta funkcijai. Tokio tipo teorema Rymano dzeta funkcijai buvo jrodyta
A. Laurin¢iko (1995) su papildoma salyga svorio funkcijai w(7) susijusia
su Birkhofo-Chinéino (Birkhoff-Khintchine) ergodiskumo teorema (Lema
1.12). Tarkime, kad {(7,w) yra ergodiskas procesas tikimybinéje erdvéje
(¢ p), 7€ R we Q E|((r,w)] < oo ir jo trajektorijos beveik visur yra
integruojamos Rymano prasme kiekviename baigtiniame intervale. A. Lau-
riniko (1995) darbe buvo laikoma, kad

1 h .
U, W>T/ w(r)¢(t + 7 w)dr =E(G(0,w)) +o(1+J#)*),

teisinga subeveik visais w, visiems ¢ € R, kuriems o > 0, kai T' — oo0.
Ta pacia salyga naudoja A. LaurinCikas (1995) Matsumoto dzeta funkcijos
universalumui su svoriu. Sioje disertacijoje minéta salyga pasalinta.

17



Tegul w(t) yra teigiama funkcija turinti apréZtas variacijas intervale
[Ty, 00), Ty > 0, kad variacija V,>w intervale [a, b] tenkina nelygybe

Viw<ew(a)

su kuria nors konstanta ¢ bet kuriuo intervalu [a, b] C [Ty, c0). Tegul

U(T,w) = [ w(t)dt
/

ir, tarkime, kad
lim U(T,w) = +o0.

T—o0

Funkcijy w(t), tenkinanciy i$vardintas salygas klase, pazymime . Be to,
tegul T(A) yra aibés A indikatorius. Pagrindinis 3 skyriaus rezultatas yra
tokia tolydZiojo tipo universalumo teorema (7 postamiuose ((s + 7; a) igyja
bet kurias realias reikSmes).

3.1 teorema. Tuarkime, kad w € W, seka a yra multiplikatyvi. Tegul K € K
ir f(s) € Hy(K). Tada, visiems € > 0,

hTHEo%f U(T,w)

T

/w(t)[({T € [Ty, T] : sup |{(s + iT;a) — f(s)| < 5})d7’ > 0.
7 seK

Be to, analogiska nelygybé ribos "lim" atveju galioja su visais € > 0,
nebent isskyrus skaicigjq € > 0 reikSmiy aibe.

3.1 teoremos jrodyme naudojama funkcijos {(s; a) ribiné teorema su svo-
riu analiziniy funkcijy erdvéje H (D) (3.2 teorema).

4 skyrius skirtas periodinés dzeta funkcijos diskreciagjam universalumui
su svoriu. Siuo atveju, aproksimuojan¢iuose postimiuose ¢ (s+iT1;a) Tigyja
reik§mes i§ kurios nors diskreciosios aibés, pavyzdZiui, ir aritmetinés progre-
sijos {kh : k € Ny} su fiksuotu h > 0. Diskretyji dzeta funkcijos univer-
saluma pasiilé A. Raichas (A. Reich). Jis 1980 jrodé tokj tvirtinima (tegul,
N perbéga neneigiamus sveikuosius skaifius, o # A yra aibés A elementy
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skaicius):

J teorema. Tegul K € K ir f(s) € Ho(K). Tada su visais h > 0 ir visais
€ > 0 galioja nelygybé

! 4 {0<k<N : sup [C(s + ikh) — f(s)| < s} > 0.

lim inf
N—oo seK

J teorema kitais metodais nepriklausomai buvo jrodyta ir B. Bagcio
(B. Bagchi) darbe (1981).

Pirmoje Sios disertacijos diskreciojo universalumo teoremoje su svoriu
naudojama aritmetine progresija {kh}. Tarkime, kad w(¢) yra nedidéjanti
teigiama funkcija, kai ¢>1 turinti tokia tolydZiaja teigiamg iSvesting, kad su
h > 0 galioja jver¢iai w(t) <, w(ht) ir (w'(t))? < w(t). Be to, tegul

V(N,w) =Y w(k)

k=1
ir

lim V(N,w) = +oc.

N—00
Funkcijy w(t) klasg pazymime V3. Tada pirmoji funkcijos ¢(s; a) diskreciojo
universalumo teorema su svoriu yra tokia.

4.1 teorema. Tarkime, kad w € Vi, seka a yra mutiplikatyvi ir aibé

L(P,h,m) = {(1ogp:p S IP’),Q%}

yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy skaiciy kitno Q. Tegul K € K
ir f(s) € Hyo(K). Tada su visais € > 0 galioja nelygybé

lim inf #
N—oo V(N, U))

iw(k)[({lgng s sup [C(s +ikh;a) — f(s)] < €}> > 0.

1 seK

Be to, analogiska nelygybé ribos "lim" atveju galioja su visais € > 0, nebent
isskyrus skaicigjq € > 0 reikSmiy aibe.

Pagal Lindemano (Lindemann) teorema Zinoma, kad skaiéius e* su k €
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Z\{0} yra transcendentusis. Be to, 4.1 teoremoje galima parinkti, pavyzdZiui,
h=mirw(t) =1

Antroje §ios disertacijos funkcijos ((s; a) diskre€iojo universalumo teo-
remoje su svoriu naudojama sudétingesné diskrecioji aibé {k*h} su fiksuotu
a,0 < a < lirh > 0. Tarkime, kad svorio funkcija w(t) yra tokia, kad

lim V(N,w) = +oo ir turi tokig tolydZiaja i§vesting, kad
N—o0

N
/t|w’(t)|dt < V(N,w).

1
Funkcijy w(t) klasg pazymime V5. Jrodyta tokia teorema.

4.7 teorema. Tarkime, kad w € Vs, seka a yra multiplikatyvi ir 0 < o < 1
yra fiksuotas. Tegul K € K ir f(s) € Ho(K). Tada su visaise > 0irh > 0
galioja nelygybé

W V)

N
w(k)I({1<k<N ¢ sulg IC(s+ ik%h;a) — f(s)| <e}) > 0.
P s€

Be to, analogiska nelygybé ribos "lim" atveju galioja su visais € > 0, nebent
isskyrus skaicigjq € > 0 reikS§miy aibe.

4.7 teoremos jrodymui panaudotas sekos {ak®} su fiksuotu 0 < o < 1
ir visais realiaisiais a # 0 tolygus pasiskirstymas moduliu 1. Seka {xj :
k € N} C R vadinama tolydZiai pasiskirs¢iusia moduliu 1 jei su kiekvienu
intervalu [a,b) C (0, 1),

LG
Jim = T (fox}) =b—a,
k=1

¢ia {xy} Zymi skaiCiaus x;, trupmening dalj, o I, ) yra intervalo [a, b) in-
dikatorius.

Paskutiniame, 5 disertacijos skyriuje, nagriné¢jamas funkcijy ((s;a) ir
¢(s,; b) jungtinis universalumas. Tokio tipo jungtinés teoremos buvo Zi-
nomos su kai kuriais apribojimais. PavyzdZiui, [4] buvo jrodyta tokia teo-
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rema.

K teorema. Tarkime, kad o — transcendentusis skaicius, seka a multiplikatyvi
ir galioja (2) sqlyga. Tegul K1, Ky € Kir fi(s) € Ho(K1), f2(s) € H(K>).
Tada su visais € > 0,

1
lim inf meas{T €[0,T]: sup |¢(s+it;a) — fi(s)| < e,
T—oo T seK,

sup |C(s +iT, a;b) — fa(s)| < 5} > 0.
seKo

Disertacijoje skaiCiaus « transcendentumas pakeistas silpnesniu reikala-
vimu, kad aibé L(P;a) = {(logp : p € P), (log(m + «) : m € Ny)} yra
tiesiSkai nepriklausoma virs racionaliyjy skaiciy kiino Q. Be to, pasalinta (2)
salyga. Gauta tokia teorema:

5.1 teorema. Turkime, kad seka a yra multiplikatyvi ir aibé L(P;«) yra
tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tegul K1, Ko € K ir fi(s) € Hy(Ky),
f2(s) € H(K>). Tada su visais € > 0 yra teisinga nelygybé

1
lim inf meas{T €[0,T]: sup |¢(s+it;a) — fi(s)| < e,
T—oo T seK,

sup [C(s + i7, 5 B) — fo(s)] < 5} -0,
seKo

Be to, analogiska nelygybé ribos "lim" atveju galioja su visais € > 0, nebent
isskyrus skaicigjq € > 0 reiksmiy aibe.

5 skyriuje nagrinéjamas ir funkcijy ((s;a) ir ((s,a;b) kai kuriy
kompozicijy reikSmiy pasiskirstymas. Pirmoji kompozicija yra

C(s;a5a,0) = c1((s;a) + (s, a5 b),¢1,c0 € C\{0}.

[rodyta tokia teorema apie funkcijos ((s; «; a, b) nuliy skaiciy.

5.8 teorema. Turkime, kad aibé L(P, &) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q,
seka a yra multiplikatyvi. Tada, su visais o1, 0, % < 01 < 09 < 1, egzis-
tuoja tokia konstanta ¢ = c¢(o1, 09, «, a,b) > 0, kad su pakankamai dideliais
T, funkcija ((s, a; a, b) turi daugiau negu cT' nuliy staciakampyje

{seC:01<0<09,0<t<T}.
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Pirma 5.8 teoremos tipo teorema 1977 metais jrodé S. M. Voroninas Hur-
vico dzeta funkcijai ((s, «) su racionaliuoju parametru . Nuliy skaiCiaus
apatinius jvertciu kitoms dzeta funkcijoms ir ju kompozicijoms nagrinéjo
V. Garbaliauskiené, J. Karalitinaité ir A. Laurincikas (2017), T. Nakamura
ir £. Parikowski (2012 ir 2016).

Disertacijoje nagrinéjamos ir sudétingesnés kompozicijos negu
¢(s,a;a,b). Sakome, kad operatorius F' : H?(D) — H (D) priklauso klasei

Lip(B4, B2), B1 > 0, B2 > 0, jei tenkinamos $ios salygos:

1° Visiems polinomams p = p(s) ir bet kuriai aibei K € K, egzistuoja
elementas (g1, g2) € F~H{p} C H?(D) toks, kad g1 (s) # 0 aibéje K;

2° Su bet kuria aibe K € K, egzistuoja teigiama konstanta c ir tokios aibés
K, Ks € IC, kad

sup |F(g11(s), g12(s)) — F(ga1(s), gaa(s))]|

<c sup sup |gij(s) — g2 (s)|”
1<j<2 sek;

su visais (g1, 952) € H3(D),j = 1,2
Kompozicijai F/({(s,a),((s,a;b)), kai F € Lip(f1, B2), disertacijoje
gauta tokia teorema.

5.9 teorema. Tarkime, kad aibé L(P, o) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q,
seka a yra multiplikatyvi ir F' € Lip(51, B2). Tegul K € K ir f(s) € H(K).
Tada su visais € > 0 yra teisinga nelygybé

1
liminf —
T—o0

meas{7 € [0,T] : sup |F({(s+it;a),((s+iT,a; b)) — f(s)] <e} > 0.
se
Salygos (2) ir reikalavimo, kad skaicius « biity transcendentusis, buvo
atsisakyta [5] darbe.
Sudétiniy funkcijy universaluma nagrinéti pradéjo A. Laurinlikas. Iis,
pavyzdziui, (tegul S = {g € H(D) : g(s) # 0 arba g(s) = 0}) irodé tokia
teorema.
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L teorema. Tarkime, kad F' : H(D) — H (D) tolydusis operatorius, toks,
kad visoms atvirosioms aibéms G C H(D), aibé (F~'G) N S néra tuscia.
Tegul K € Kir f(s) € H(K). Tada su visais € > 0 yra teisinga nelygybé

lim inf 1meas{7 €[0,T] : sup |F(C(s +i1)) — f(9)] < 6} > 0.
T—oo T seK

I8 5.9 teoremos iSplaukia paskutinis disertacijos rezultatas kompozicijai

F(¢(s;a),((s,a;b)).

5.10 teorema. Tarkime, kad aibé L(P,«) yra tiesiskai nepriklausoma virs
Q, seka a yra multiplikatyvi ir F € Lip(f1, 82). Tada su visais o1, o9,
3 < 01 < 09 < 1, egzistuoja tokia konstanta ¢ = c(o1,02,,a,b, F) > 0,
kad su pakankamai dideliais T, funkcija F'(((s;a),((s, ;b)) turi daugiau

negu cT' nuliy staciakampyje

{seC:01<0<09,0<t<T}.

ISvados

1. Periodiné dzeta funkcija ((s;a) su multiplikatyvia periodine seka
a turi universalumo savybe apie analiziniy funkcijy aproksimavima
postiimiais {(s + i7;a), 7 € R.

2. Funkcija ((s;a) yra universali arba stipriai universali kai periodiné
seka a = {a,, : m € N} su minimalivoju periodu ¢ (¢ yra pirminis
skaiCius) tenkina lygybe

—1

Q

1
aq = — ag,
v(q) =

Cia ¢(q) yra Oilerio funkcija.

3. Kai seka ((s; a) yra multpilikatyvi, funkcija ((s; a) turi universalumo
su svoriu savybg.

4. Kai seka ((s; a) yra multpilikatyvi, funkcija ((s; a) turi distretaus uni-
versalumo su svoriu savybe.
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5. Kai kurioms operatoriy F' klaséms analiziniy funkcijy erdvéje, kom-
pozicijos F'({(s;a),{(s,a;b)), &ia ((s,;b) yra periodine Hurvico
funkcija, turi universalumo savybe. Be to, Cios kompozicijos kritinéje
juostoje turi be galo daug nuliy.

Aprobacija

Pagrindiniai disertacijos rezultatai buvo pristatyti tarptautinése MMA
(Mathematical Modeling and Analysis) konferencijose (MMA 2015, geguZés
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tija), (MMA 2017, geguZés 30 - birzelio 2, 2017, Druskininkai), (MMA
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problemos ir taikymai " (geguzés 28-31, 2018, Tula, Rusija), tarptautinéje
skaiciy teorijos konferencijoje skirtoje profesoriy Antano Laurinciko ir Eu-
genijaus Manstaviciaus 70 jubiliejams (rugséjo 9-15, 2018, Palanga), Lietu-
vos matematiky draugijos konferencijose (LMD 2017, birzelio 21-22, 2017,
Vilnius), (LMD 2018, birZelio 18-19, 2018, Vilnius), (LMD 2019, birZelio
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Summary

In the thesis, universality theorems on the approximation of analytic func-

tions in the strip D = {s € C : § < ¢ < 1} by shifts of the periodic
zeta-function are obtained. Let a = {a,, : m € N} be a periodic sequence
of complex numbers with minimal period ¢ € N. The function ((s;a) is

defined, for & > 1, by the Dirichlet series

oo

C(s;a) = Z %

m=1

and have a meromorphic continuation to the whole complex plane.

Let /C be the class of compact subsets of the strip D with connected com-
plements, and let Hy(K), K € K be the class of continuous non-vanishing
functions on K that are analytic in the interior of K.

In the thesis, it is proved that if K € K and f(s) € Ho(K), then, for
every € > 0,

liminf%meas {7‘ €[0,T]: sup [¢(s+ir;a) — f(s)] < 6} > 0.

T—o0 seK

Let a,,, # 0 be the period ¢ of the sequence a is a prime number, and
g—1

ag = ﬁ 3" a;, where (q) is the Euler totient function. Then ((s; a) is
I=1

universal with certain conditions.

If the function w(t) is satisfying certain conditions, and the sequence a is
multiplicative, K € K and f(s) € Ho(K) then, for every € > 0, inequality
of weighted universality holds.

In weighted discrete universality theorems of periodic zeta-function, in
approximating shifts ((s+7; a), 7 takes values from the arithmetic progres-
sion {kh : k € No} with fixed & > 0 or from a more complicated discrete set
{k*h} with fixed o, 0 < v < 1, and h > 0.

If the sequence a is multiplicative, and the set L(P; o) = {(logp : p €
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P), (log(m + ) : m € Ny)} is linearly independent over the field of rational
numbers Q. Let K71, Ky € K and f1(s) € Ho(K1), f2(s) € H(Kz2). Then,
for every € > 0, inequality of joint universality holds.

In the thesis is proved that, for every o;, o9, % < 01 < 09 < 1, there
exists a constant ¢ = ¢(o01, 09, a,a,b) > 0 such that, for sufficiently large
T, the function (s, ;a,b) = c1((s;a) + c2((s,a;b),c1,c0 € C\{0} has
more than ¢T" zeros in the rectangle {s € C: 01 < 0 < 02,0 <t < T'}.

For the composition F'(¢(s, a), (s, o; b)) with F' € Lip(f1, B2), the uni-
versality theorem in the thesis also is proved, and certain bound of number of
zeros of this function is obtained.
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