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ĮTEMPIŲ-DEFORMACIJŲ BŪVIO PARAMETRŲ APSKAIČIAVIMAS
LENKIAMŲ GELŽBETONINIŲ ELEMENTŲ STAČIAKAMPIAME SKERSPJŪVYJE,
TAIKANT EN-2 KREIVINĘ BETONO ĮTEMPIŲ DIAGRAMĄ

Vytautas Kovaitis, Tautvydas Užgrindis, Ipolitas Židonis
Šiaulių universitetas, Technologijos fakultetas

Įvadas
pagrindinis konstrukcinių elementų skaičiavimo 

metodas yra ribinių būvių metodas. Statinių naudojimo 
stadijoje tenka apskaičiuoti gelžbetoninių elementų 
plyšių atsivėrimą, įlinkius. STR 2.05.05:2005 [1] 
ir LST EN 199211:2005 [2] pateikiama EN2 [3] 
kreivinė gniuždomo betono įtempiųdeformacijų (σ – ε) 
apskaičiavimo formulė ir grafikas (1 pav.). Skaičiavimui 
supaprastinti kreivinės įtempių diagramos keičiamos 
elementaresnėmis diagramomis. Todėl taip apskaičiuotų 
parametrų reikšmės būna sąlyginės. Labiausiai būna 
iškreipta gniuždomos zonos x reikšmė.

plyšių pločiui daugiausia įtakos turi elemento 
tempiamos zonos armatūros εs deformacija. Elementų 
su plyšiais tempiamoje zonoje įlinkiams apskaičiuoti 
reikalinga dar ir elemento gniuždomos zonos betono 
εc deformacija. Trims nežinomiesiems (x, εs  ir εc) 
apskaičiuoti, kai vienoje plokštumoje veikia lygiagretės 
jėgos, yra tik dvi teorinės poveikių statinės pusiausvyros 
lygtys. STR 2.05:2005 metodikoje x reikšmei apskaičiuoti 
taikoma empirinė formulė. Vietoje realios kreivinės 
įtempių diagramos imama labai sąlygiška stačiakampė 
diagrama. Tai – metodikos trūkumai.

I. Židonio (2007a, 2007b) straipsniuose pateiktas 
praktiškas gana universalus teorinis inžinerinis metodas, 
kurio pagrindą sudaro netiesinis modelis, leidžiantis 
pagal vieningą metodiką apskaičiuoti realias, ne sąlygines 
įtempimųdeformacijų būvio parametrų reikšmes statm
nuose elementų ašiai pjūviuose bet kurioje apkrovimo 
stadijoje nuo apkrovimo pradžios iki elemento suirimo. 
Šiame straipsnyje analizuojamas bendraautoriaus pasiū
lytas metodas ir teorinės formulės realiai x reikšmei 
apskaičiuoti pagal kreivinę σ – ε diagramą (2 pav.). Toliau 
šis metodas bus vadinamas ZI metodu.

Tyrimo objektas – gelžbetoninės stačiakampio 
skerspjūvio sijos su armatūra tik tempiamoje zonoje.

Tyrimo tikslas – patikrinti ZI metodo priimtinumą 
x, εs  ir εc dydžiams skaičiuoti tinkamumo grupės plyšių 
atsivėrimo ir įlinkių ribiniuose būviuose.

Uždaviniai: apskaičiuoti įprastai armuotų gelžbe
toninių sijų iš dažniausiai naudojamų betono stiprumo 
klasių x, εs  ir εc parametrus. Šiuos parametrus apskaičiuoti 

dviem būdais: ZI metodu ir pagal STR reglamente reko
menduojamas formules (toliau pastarąjį metodą vadin
sime STR metodu).

Tyrimo metodas – skirtingais metodais teoriškai 
apskaičiuotų rezultatų palyginimas.

Tyrimo imtis. Keturi gelžbetoninės sijos tempiamos 
zonos armavimo variantai – mažas (armavimo koeficientas 
ρl ≈ 0,4 %), vidutinis (ρl ≈ ≈ 1,01 % ir ρl ≈ 1,60 %) ir 
didelis (ρl ≈ 2,13 %) ir trys [1–3] reglamentuose pateiktos 
įprasto betono stiprumo klasės: fck = 12, 25 ir 50 Mpa. 
Sijų skerspjūvio matmenys: b = 0,20 m, h = 0,50 m, 
d = 0,46 m. Imamos M. Tankūno, V. Urbono, I. Židonio 
(2012) darbe ZI metodu apskaičiuotos gelžbetoninių 
stačiakampio skerspjūvio sijų (3 pav.) stiprumo M = MRd 
reikšmės. Laikomasi nuostatos, kad pastatų naudojimo 
nuolatinėje situacijoje didžiausia charakteristinė reikšmė 
neviršija M = MRk = MRd / 1,3 reikšmės. Šitos MRk reikšmės 
ir panaudojamos x, εs  ir εc skaičiavimuose.

Sijų x, εs  ir εc parametrų reikšmių apskaičiavimas
Čia pateikiamame straipsnyje sijų x, εs  ir εcreikšmės 

apskaičiuojamos dviem metodais – ZI metodu ir STR 
metodu. STR reglamente įteisintas metodas, nors ir turi 
trūkumų, bet yra patikrintas praktikos. Jis čia panaudojamas 
universalesnio teorinio mažiau suscheminto, todėl mažiau 
nutolusio nuo realybės ZI metodo tinkamumui patikrinti.

ZI metodas. ZI metode panaudojama matematiškai 
kitaip aprašyta (2 pav.) EN2 reglamentuose pateikta 
(1 pav.) gniuždomo betono σ – ε kreivinė diagrama. EN2 
reglamentų lygtis [1–3]:
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1 pav. EN2 įtempiųdeformacijų grafikas(1 ir 4)             2 pav. ZI įtempiųdeformacijų grafikas (5)

3 pav. Lenkiamo elemento skerspjūvis ir elementą veikiančios jėgos bei EN2 reglamentuose pateikiamas 
 sijų betono gniuždomos zonos įtempių stačiakampis pasiskirstymas

Jeigu Ec = 1,05 Ecm ir νc1 = fcm / Ecεc1, tai k = 1/ νc1 
ir
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1 pav. grafikas keičiamas 2 pav. grafiku (Židonis, 
Venckevičius, 2007; Tankūnas, Urbonas, Židonis, 2012), 
aprašytu (5) lygtimi.

σc = Ecεc (1 + c1η + c2η
2) = νcEcεc = νc σce (5)

Čia:

νc = 1 + c1η + c2η
2 = 1 + (3νc1 – 2) η + (1 – 2νc1) η

2  (6)

c1 = 3νc1 – 2,  c2= 1 – 2νc1;  Ec = tan β;

σC1 = Ecεc1;  σc1 = σcm = fcm;  νc1 = σc1 / σC1.

1 paveikslo grafiko pakeitimo 2 paveikslo grafiku 
rezultatas pateiktas (Židonis, 2007b; Židonis, Vencke
vičius, 2007; Tankūnas, Urbonas, Židonis, 2012) straip
sniose.

Šio straipsnio bendraautoriaus (trečiojo autoriaus) 
atlikti tyrimai parodė, kad visų įprasto stiprumo klasių 
betono 2 pav. grafiko „kylanti“ dalis (iki εc1) 3čio laipsnio 
(5) lygtimi aprašoma gana tiksliai, kai νc1 ≥ 0,3 (fck ≥ 12 
Mpa), patenkinamai, – kai νc1>0,25 (fck ≥ 08 Mpa).

ZI metodikos pagrindą sudaro netiesinis betono 
deformacijų modelis. Sijos gniuždomos zonos betono 
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įtempiai aproksimuojami kreivine (5) lygtimi. Šioje 
lygtyje, o taip pat ir [2 ir 3] eurokodų 3.1 lentelės formulėse 
deformacinėms betono savybėms apskaičiuoti imamos 
ne charakteristinės, bet vidutinės parametrų reikšmės. 
pagal šias formules apskaičiuojama vidutinė sijos betono 
gniuždomos zonos jėga. Reikiamam patikimumui gauti 
taikomas sijos betono gniuždomos zonos jėgos dalinis 
γFk = Fcm / Fck koeficientas.

Šio straipsnio trečiojo autoriaus (I. Židonio) 
tyrimas parodė, kad galima imti γFk = 1,3. Taip atsarga 
didinama nuo vidutinių fcm reikšmių 50% patikimumo 
lygio iki charakteristinių fck reikšmių 95% patikimumo 
lygio.

Betono savybių parametrai, reikalingi sijų x, εs  ir 
εc reikšmėms apskaičiuoti STR ir ZI metodais, pateikiami 
1 lentelėje.

ZI metodo esmė tokia. (5) funkcija lengvai 
integruojama. Sijų gniuždomos zonos betono įtempių 
atstojamoji jėga ir šios jėgos momentas apie neutraliąją 
ašį (Židonis, 2007a) yra
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Fcm = ωncεwEcbdξw (14)

Tinkamumo grupės ribinių būvių patikimumas, 
numatytas EN2 reglamente, ZI metode užtikrinamas 
imant tokias sijos tempiamos ir gniuždomos zonų jėgų 
skaičiuotinas reikšmes:
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ZI metode skaičiavimui vartojamos tokios jėgų 
projekcijų ir lenkimo momentų pusiausvyros lygtys:
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Čia: ρl = As/bd, m = M / bd, 
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Skaičiavimo pavyzdžiai
Gelžbetoninės sijos (3 pav.) skerspjūvio matme

nys:  b = 0,20 m, h = 0,50 m, d = 0,46 m.
Betonas fck= 25 Mpa, εc1 = 0,7 fcm

0,31 = 2.069 ‰ 
Armavimo koeficientas ρl = 1,01 %, armatūros 

skerspjūvio plotas As = bd ρl = 0.0009292  m
2.
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Įtempių-deformacijų būvio parametrų sijos 
skerspjūvyje apskaičiavimas STR metodu
Ecm = 22 (fcm / 10)0,3 = 31,48 Gpa,
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Jeigu laikoma, kad ωnc= const ir ωmc= const, tai 
tuo skaičiavimas ir baigiamas. Kitų šiame straipsnyje 
analizuojamų atvejų (kitų uždavinių) taip apskaičiuoti 
dydžiai surašyti 2 lentelėje.

Tiesa, gali būti imami ir nekreivinės įtempių 
diagramos ωnc= const ir ωmc= const parametrai. pavyzdžiui, 
trikampės diagramos ωnc= 1/2 ir ωmc= 1/3, stačiakampės 
diagramos ωnc= 1/2 ir ωmc= 1/4. ZI metode gali būti 
panaudojamos ir kitokių formų diagramos.

Kadangi ciklo pabaigoje gauta εw,ZI1–2 = 0,0011654 
labai skiriasi nuo ciklo pradžioje imtos εw,ZI1–1 = 0,002196 
deformacijos, tai ciklas kartojamas. Naujo ciklo pradžioje 
galima imti prieš tai buvusio ciklo pabaigos deformaciją, 
pvz., εw = εw,ZI2–1 = εw,ZI1–2 = 0,0011654 . Šitaip skaičiuojant, 
trečiame cikle yra pasiekiamas pakankamas tikslumas: 
∆εw = εw,ZI3–2 / εw,ZI3–1 – 1 = 0,006012. Apskaičiuoti dydžiai: 
ξw,ZI= 0,35573, xw,ZI= 0,16363 m, zZI = 0,40229 m, εw,ZI3–2 = 
1,0100 ‰, εs,ZI = 1,8293 ‰. Kitų atvejų (kitų uždavinių) 
taip apskaičiuoti dydžiai surašyti 3 lentelėje.

Tyrimo rezultatai
Iš zc, εs, εc ir εc + εs parametrų reikšmių, 

apskaičiuotų EN2 ir ZI metodais, rezultatų palyginimo 
(2 ir 3 lent.) matyti, kad abiem metodais gaunami 
gelžbetoniui gana geri rezultatai. Atvejis, kai skaičiuojant 
ZI metodu naudojama „sustingusi“ kreivinė betono 
įtempių diagrama ir imama ηc = ηw = εw / εc1= 1, todėl ir 
ωnc = const ir ωmc = const, laikytinas orientaciniu (2 lent.). 
Gaunamas mažesnis skaičiavimo tikslumas. Kai sijos 
gniuždomos, zonos betono kreivinės įtempių diagramos 
forma imama kintama, t. y. priklausanti nuo lenkimo M 
momento dydžio ir εw  = εc reikšmės, zc, εs, εc ir εc + εs 
parametrų reikšmių skaičiavimo rezultatai yra tikslesni 
(3 lent.). Toks skaičiavimas yra logiškesnis ir laikytinas 
pagrindiniu. pastaruoju atveju ωnc ≠ const ir ωmc ≠ const. 
Skaičiuojama nuoseklaus artėjimo būdu.

2 ir 3 lentelėse paryškintos gausaus armavimo 
atvejo M

Rd,ZI
 reikšmės. Taip pat paryškinti maksimalūs 

ir minimalūs zc, εs, εc ir εc + εs parametrų reikšmių, 
apskaičiuotų STR ir ZI metodais, santykiai. Natūralu, 
kad skaičiuojant STR metodu, stačiakampės diagramos 
x = xeff dydžiai yra per maži. Taip pat suprantama, kai 
STR metodu, imant dar ir νc = 0,45 = const, negalima 
tiksliai apskaičiuoti εc reikšmės. Bet ne ji čia svarbiausia. 
plyšių pločiui apskaičiuoti reikalinga εs reikšmė, o 
kreiviams ir įlinkiams apskaičiuoti – εc + εs  reikšmė. εs  
reikšmės, apskaičiuotos STR ir ZI metodais, šiame darbe, 
nagrinėjamamos gana plačiame diapazone skiriasi (3 lent.) 
ne daugiau 2,2%, o εc + εs reikšmės – ne daugiau 6%.
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1 lentelė. Betono stiprumo ir deformacinės savybės

ckf , Mpa 12 16 20 25 30 35 40 45 50 

8 ckcm ff , Mpa 20 24 28 33 38 43 48 53 58 

3,0)10/(22 cmcm fE  , Gpa; ( cmf , Mpa) 27,09 28,61 29,96 31,48 32,84 34,08 35,22 36,28 37,28 

cmc EE 05,1 , Gpa 28,44 30,04 31,54 33,05 34,48 35,78 36,98 38,10 39,14 

8,27,0 31,0
1  cmc f , ‰;  ( cmf , Mpa) 1,772 1,875 1,967 2,069 2,162 2,246 2,324 2,397 2,465 

5,31 cu (‰), kai 50ckf  Mpa 

  41 100/98278,2 cmcu f , ‰, 

kai 50ckf  Mpa 

3,5 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5 

)05,1( 11 ccmcmc Ef  

( cmf , Mpa; cmE ,Gpa; 1c , ‰) 
0,397 0,426 0,453 0,483 0,510 0,535 0,558 0,580 0,601 

23 11  cc  0,809 0,722 0,641 0,551 0,470 0,395 0,326 0,260 0,197 

12 21 cc  0,206 0,148 0,094 0,034 0,020 0,070 0,116 0,160 0,202 

221

432
1

wwnc
cc
  0,282 0,296 0,310 0,325 0,338 0,351 0,362 0,373 0,384 

221

543
1

wwmc
cc
 

11 


cw

w




1cw   0,172 0,182 0,192 0,202 0,212 0,221 0,229 0,236 0,244 
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Išvados
1.  x, zc, εs ir εc parametrų reikšmių sijų skerspjūvyje 

apskaičiavimas siūlomu teoriniu ZI metodu, kuriame 
panaudojama realiausia iš visų EN2 reglamentuose 
pateiktų kreivinė įtempiųdeformacijų tarpusavio 
priklausomybė, yra logiškas, nesudėtingas ir gana 
tikslus. Metodas gali būti taikomas ne tik kons
trukcijoms projektuoti, bet ir įvairių faktorių, pvz., 
σc – εc priklausomybės diagramos „krentančios“ dalies 
įtakai skaičiavimo rezultatams tirti, gniuždomos 
betono zonos įtempių diagramos formos įtakai x, zc, 
εs ir εc dydžiams tirti ir t. t.

2. Straipsnyje nagrinėjamais betono stiprio ir armavimo 
atvejais gautas geras εs  ir εc + εs  rezultatų, apskaičiuotų 
STR ir EN2 metodais, sutapimas. Tai leidžia εs ir εc + 
εs  reikšmes skaičiuoti teoriškai ZI metodu, o toliau 
plyšių plotį ir elementų kreivį skaičiuoti STR metodu, 
t. y. pagal STR formules.

3. Tikslinga tęsti tyrimą, siekiant panaudoti ZI metodą 
elemento su plyšiais tempiamoje zonoje vidutiniam 
kreiviui (kartu ir įlinkiui) bei plyšių pločiui teoriškai 
apskaičiuoti, t. y. visai atsisakyti empirinių STR 
formulių.
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CALCULATION OF STRESS-STRAIN STATE PARAMETERS AT RECTANGULAR CROSS-SECTIONS OF 
FLEXURAL REINFORCED CONCRETE MEMBERS ACCORDING TO EN-2 CURVILINEAR CONCRETE 

STRESS DIAGRAM

Vytautas Kovaitis, Tautvydas Užgrindis, Ipolitas Židonis

Summary

The width of vertical cracks of flexural reinforced concrete members mostly depends on the tensile zone reinforcement 
strain εs of the member. In order to calculate the values of deflections of members with cracks in the stretching zone, it is also 
necessary to know the value of concrete strain εc in the compression zone of a member. There are three unknowns: εs, εc and x. 
For the calculation of the value of x the STR analysis method employs an empirical formula. A highly conditional rectangular 
compressive zone concrete stress diagram is used, which is a shortcoming of the present method.

In this research, the value x is calculated theoretically by using the ZI method proposed by the third author of the present 
paper. The research uses the Eurocode (EN2) curvilinear stressstrain relation for concrete in the compression zone. This 
relation is then replaced by an easytointegrate 3rd degree equation. The parameters of the equation are calculated according to 
the EN2 formulae. The required reliability of the strength of the compression zone of the concrete of the beam is achieved by 
dividing the force by the partial factor for force (safety factor). The value of the factor can be assumed to be equal to 1.3.

The values of x, εs and εc are calculated using the ZI method and then compared with the values calculated using the 
STR method. The paper analyses the most important strength classes of the regular concrete, which are indicated in the EN
2 regulations. The reinforcement of the beams is regular and ranges from low to high. The results of the calculation are very 
good.

The ZI method is suitable not only for the calculation of the values of x, εs and εc of beams but also for the analysis of 
the impact of various factors on them.

Keywords: concrete, reinforced concrete, beams, curvilinear stress diagrams, strain.
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ĮTEMPIŲ-DEFORMACIJŲ BŪVIO PARAMETRŲ APSKAIČIAVIMAS
LENKIAMŲ GELŽBETONINIŲ ELEMENTŲ STAČIAKAMPIAME SKERSPJŪVYJE,

TAIKANT EN-2 KREIVINĘ BETONO ĮTEMPIŲ DIAGRAMĄ

Vytautas Kovaitis, Tautvydas Užgrindis, Ipolitas Židonis

Santrauka

Lenkiamų gelžbetoninių elementų statmenųjų plyšių pločiui daugiausia įtakos turi elemento tempiamos zonos armatūros 
εs  deformacija. Elementų su plyšiais tempiamoje zonoje įlinkiams apskaičiuoti reikalinga dar ir elemento gniuždomos zonos 
betono εc  deformacija. Yra trys nežinomieji: εs, εc ir x. STR metodikoje x reikšmei apskaičiuoti vartojama empirinė formulė. 
Imama labai sąlyginė stačiakampė gniuždomos zonos betono įtempių diagrama. Tai yra metodikos trūkumas.

Straipsnyje x reikšmė apskaičiuojama teoriškai bendraautoriaus I. Židonio pasiūlytu ZI metodu. panaudojama Eurokodų 
EN2 kreivinė gniuždomo betono įtempiųdeformacijų priklausomybė. Ši priklausomybė pakeičiama lengvai integruojama 
trečiojo laipsnio lygtimi. Lygties parametrai apskaičiuojami pagal EN2 formules. Sijų betono gniuždomos zonos jėgos reikiamas 
patikimumas pasiekiamas, dalijant jėgą iš jėgos dalinio koeficiento. Šio koeficiento reikšmę galima imti lygią 1,3.

ZI metodu εs, εc ir x reikšmės apskaičiuojamos ir lyginamos su apskaičiuotomis STR metodu. Nagrinėjamos svarbiausios 
EN2 reglamentuose nurodomos įprasto (normalaus) betono stiprumo klasės. Sijų armavimas – įprastas, nuo mažo iki gausaus. 
Skaičiavimo rezultatai geri.

ZI metodika tinka ne tik sijų εs, εc ir x reikšmėms apskaičiuoti, bet ir analizuoti įvairių faktorių įtaką joms.
Prasminiai žodžiai: betonas, gelžbetonis, sijos, kreivinės įtempių diagramos, deformacijos.

Įteikta 20130414


