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Ivadas

Stochastiniame programavime, kai atsitiktiniy pa-
rametry tikimybiniai pasiskirstymai yra zinomi, papras-
tai naudojama aproksimacija imtimis. Reikia taip sumo-
deliuoti visg atsitiktinio parametro erdve, kuri biity kiek
jmanoma arciau tikrosios, imant pakankamg imties dydj,
kad tikimybiné tikslo funkcijos reik§mé kiekvienoje itera-
cijoje geréty. Tradiciniuose imtimis gristuose metoduose
tai pasiekiama modelio imitavimu su duotu imties dydziu,
po to apskaiciuojant tikimybinés tikslo funkcijos reikSme
(t. y. tikeéting tikslo funkcijos reikSme). Du tokie meto-
dai yra: L pavidalo (L shaped) dekompozicijos metodas
(Shapiro, 2000) ir nuoseklios paieSkos Monte Karlo serijy
jverciais metodas (Sakalauskas, 2002, 2004). Esminis Sio
metodo bruozas — sumazinti scenarijy skai¢iy, kuris reika-
lingas gauti tikimybinés tikslo funkcijos statistiniy jverciy
priimtinus pasikliovimo intervalus.

Dydzio pasikliovimo intervalo ilgis priklauso nuo
dispersijos, taigi, norint sumazinti pasikliovimo intervalo
ilgj, reikia mazinti dispersija. Stochastiniame programavi-
me, kai aproksimuojama imtimis, dispersijos sumazinimo
priemong¢ ir kartu scenarijy skai¢iaus sumazinimo — reiks-
mingy im¢iy metodas. Reik§mingy im¢iy metodas remia-
si tuo, kad tam tikros atsitiktinio kintamojo reik§més turi
didesne jtakg parametrui, kurj norime jvertinti (Bucklew,
2004; Changhe, Druzdzel, 2006; Kurtz, Song, 2013). Jei
Sios ,reikSmingos® reikSmeés yra dazniau parenkamos
imtyje, jvercio dispersija gali biiti sumazinta. Vadinasi,
pagal reik§mingy imciy metodologija reikia parinkti tokj
pasiskirstyma, kuris ,,paskatina“ reikSmingas reikSmes.
Realizuojant reik§Smingy im¢iy metodg modeliavime, pa-
grindiné problema yra toks pasiskirstymo, kuris susijes su
duotuoju, parinkimas, kad kintamyjy reik§més patekty i
reik§mingas sritis.

Tyrimo tikslas — patobulinti stochastinio programa-
vimo metoda.

Stochastinio programavimo patobulinimas, nau-
dojant reik§mingy im¢iy metodg

Tarkime, kad reikia minimizuoti tam tikra tikimybi-
ne tikslo funkcija F'(z) (tikétinos i§laidos, tikétinas su-

trikimo laikas ir pan.):

F(x)=Ef(x,0) > min,

zeDcR"

(1

¢ia; @ € £ yra elementarusis jvykis i§ tikimybinés
erdvés (Q,Z,Px), funkcija f:R"xQ —> R tenkina
tam tikrus integruotumo, diferencijuotumo ir iskilumo rei-
kalavimus, D < R" yra leistiny sprendiniy aibé ir P,
yra tikimybinis matas, kuris yra absoliu¢iai tolydus ir aps-
kritai priklauso nuo x, t. y. jis gali biiti apibréztas tankio
funkcija p :R" xQ - R, E yra matematinés vilties
simbolis.
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Esant tokioms prielaidoms tikslo funkcijai, nagriné-
jamas uzdavinys uzraSomas kartotiniu integralu:

F(x) = [ /(x,5)p(x,)ds. @

Iveskime atsitiktinj vektoriy, jj apibrézdami tankio
funkcija @ : R"” xQ — R, , kuri priklauso nuo determi-
nuoty parametry ) € R” vektoriaus, kurio parinkima ap-
tarsime Zemiau. Dabar (2) tikslo funkcija tampa vidurkiu
naujo atsitiktinio vektoriaus atzvilgiu:

F(x)= [ £(x,5)-4(x,3,5)- p(y,5)ds. ()

p(x,s)

(3) integralu antrasis momentas yra:

cia q(x,,s) = . Atsitiktinés funkcijos po

D(x, ) = [(£(x,9)q(x,,5)) - 9(y,5)ds =

:IUumymnwfﬁ_ @

o(y,s)

Lengva isitikinti, kad atsitiktinés funkcijos po (3) in-
tegralu dispersija D(x, y) — F(x)* maéja, jei antrasis
momentas (4) mazéja. Vadinasi, kei¢iant (4)-oje kintamaji
), galima sumazinti dispersija, taigi idéja — optimizuoti
Y parinkima.

Tuo tikslu sprendziamas dviejy lygiy stochastinis
optimizavimo uzdavinys:

F() = [ f(x5)-q(x, y,5)- 0(y,)ds —

— min

9
xeDcR"”

D(x,y) = [(/(x,5)-4(x,3,9)) - (v, 5)ds —>

©)

— min, (6)
y
¢ia: pirmasis uzdavinys yra lyderio, o antrasis — pa-
sekéjo uzdavinys (Christiansen ir kt., 2001).
Nagrinékime, pavyzdziui, dviejy etapy stochastinj
tiesinj uzdavinj:

F(x):c-x+E{miny[q-z|W.Z_._T.xsh,

zeRj”]}—) min, (7
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¢ia: matricos W, T, 4 ir vektoriai ¢, g, h, b yra atitin-
kamy matavimy, / vektorius yra atsitiktinis daugiamatis
normalusis N(u,%), 4 yra vidurkiy vektorius, 2 yra
kovariacijos matrica. Vektoriaus N(),2) tankio funkci-
ja pazymékime p(s, ). Tegu vidurkiy vektorius y tan-
kio funkcijoje p(s,)) yra kei¢iamas tam, kad sumazin-
tume dispersijg. Pazymékime

Sk = o B ®
zeR!

Po nesudétingy pertvarkymy turime:

F(x)= [ £(x,h)-q(y,h)- plh, y)ds, ©)
)= plh,p) _
q(y,h) o(hy)
—exp(-(u—»)" T -(u+y-2h).  0)
Atitinkamai:

S,k ph)) -
p(h,y)

Lengyva jsitikinti, kad (4) dispersijos gradientas para-
metry vektoriaus y atzvilgiu yra:

oD(x,y) _
Oy

= [(h=y)-=7-d(x,y,h)- p(h,y)dh, (12)
Q

_dp(h,y)
dy ’

D(x, y) =j( an

d(x,y,h) = (f(x,h)- p(h, 1))’ (13)

Pastebésime, kad (7) tikslo funkcijos gradientas gali
biti iSreikstas per tam tikros vektorinés funkcijos mate-
mating viltj. IS tikryjy, pagal tikslo funkcijos dualuma ji
gali buti iSreikSta taip:

F(x) =c~x+E{max,,[(h—T-x)~u - W' +q2>0,

ue R}

Pagal matematinés vilties diferencijavimo taisy-
kles ir maksimumo savybes (Rubinstein, Melamed, 1998;
Sakalauskas, 2002, 2004) galime jsitikinti, kad tikslo
funkcijos gradientas yra lygus matematinei vil€iai:

V F(x)=Eg(x,h), (14)
gia: g(x,h)=c-T-u", (15)
0 u' yra dualaus tiesinio uzdavinio:
(h—T-x)" -u" =

= max, [(h=T-2) - u- W' +q>0,

ue R:] sprendinys

Monte Karlo reik§mingy im¢iy metodas
stochastiniam programavimui

Apibrézkime Monte Karlo jvercius ir iteracing pro-
cediirg (7) stochastinio programavimo uzdavinio sprendi-
mui reik§mingy im¢iy metodu. Tarkime, kad bet kuriam
leistinam sprendiniui z € D < R" galima sugeneruoti
tam tikro dydzio N Monte Karlo imtj:

H=hh",...hY), (16)

¢ia h’, 1< j < N yranepriklausomi vienodai pa-
siskirste atsitiktiniai vektoriai, kuriy tankis yra p(h,')).
Iverdiai, naudojant $ig imtj, yra apskai¢iuojami pagal (8),
(13 ir (15):

- 1 &

Fx,y)=—>1n’, (17)
N j:l

~ 1 N .

G(xay)zﬁ jzlg.]’ (18)

~ 1 . L
Dey)=— 20 (0 =)= d’ . 19)

 ciapazyméta: 177 = f(x,h'), g' = g(x,y,h’),
d' =d(x,y,h’),1<j<N.

Tarkime, pradiné aproksimacija x° € D c R”,
= 11, pradinis imties dydis N’ yra duoti ir atsitiktiné

3
seka {xt ¥, N }°° yra apibréZta taip:
A =0

xt“:xt—p-(N?g(x’,yt), (20)
Y=y —a D', y"), @1
N =é-N’, 22)

Cia: G‘g (xt, y t) yra stochastinio gradiento & -projek-
cija ] leisting aibg (Zr. apibrézima — Sakalauskas, Zilinskas),
p>0,a>0,b" >0 yratam tikri metodo parametrai.

Galima jrodyti, kad (20)~(22) procediira konverguoja
beveik tikrai (b. t.) 1 (5), (6) uzdavinio sprendinj, atitinkamai
(determinuotai ar stochastiskai) parinkus metodo parametry
reik§mes (zr. Sakalauskas, 2002, 2004). Pastebésime, kad
Monte Karlo imties dydzio pagal (22) parinkimas leidzia is-
spresti uzdavinj, atliekant priimting skaiciavimy kiekj ir, pa-
siremiant apibrézty Monte Karlo jverciy asimptotiniu Gauso
konvergavimu, sukonstruoti statistines algoritmo stabdymo
taisykles (Sakalauskas, 2002; Sakalauskas, Zilinskas, 2008).
I§ tikryjy, iteracinis procesas gali biti stabdomas, patikrinus
statisting hipotezg apie tikslo funkcijos gradiento lygybe nu-
liui, kai tikslo funkcijos jvercio pasikliovimo intervalas ilgis
tampa mazesniu uZ reikiama tiksluma.

Kompiuterinis modeliavimas

Suformuluotas reik§mingy im¢iy metodas buvo is-
tirtas kompiuteriniame modeliavime, sprendziant dvie-
jy etapy stochastinj tiesinj optimizavimo uzdavinj, kuris
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Tikslo funkcijos reik§mé: 182.94234 + 0.066.
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— Vidutiné tikslo funkcijos reik§mé

1 pav. Vidutinés tikslo funkcijos reikSmés

yra paimtas i§ duomeny bazés http://www.math.bme.
hu/~deak/twostage/ 11/20x20.1 (taip pat zr. Sakalauskas,
Zilinskas, 2008).

Uzdavinio matavimai yra tokie: pirmame etape yra
10 eiluciy ir 20 kintamyjy, antrame etape — 20 eiluciy ir
30 kintamyjy. Tikslo funkcijos jvertis, kuris yra pateiktas
duomeny bazéje, yra 182,94234 + 0,066.

Pavyzdys apraSytu metodu buvo sprestas 50 karty su
tokiomis parametry reik§memis: o =0.0005, ¢ =0.1.
b’ buvo parinktas pagal (Sakalauskas, Zilinskas, 2008)

aprasSyta biuida. Iteracijy skaiCius buvo fiksuojamas, kai
stabdymo salygos buvo pirma kartg patenkinamos (statis-
tiné hipotezé apie tikslo funkcijos gradiento lygybe nuliui
néra atmetama ir tikslo funkcijos jvercio pasikliovimo in-
tervalo ilgis nevirsija priimtinos reik§més & = 2). 1 pav.
pavaizduotos vidutinés tikslo funkcijos reikSmes, taikant
reikSmingy im¢iy metoda, 2 pav. — skirtumai tarp einamo-
sios ir prie§ tai buvusios vidutinés tikslo funkcijos reiks-
miy, 3 pav. — iteracijy skaiciaus, kai patenkintos algoritmo
stabdymo salygos, daznis.
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2 pav. Skirtumai tarp einamosios ir buvusios vidutiniy tikslo funkcijos reikSmiy
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ISvada

4. Kurtz N., Song J., 2013, Cross-entropy-based adaptive

Tyrimo rezultatai leidzia teigti, kad reikSmingy im-
¢iy metodas leidzia sumazinti iteracijy skaiciy, kuris rei-
kalingas, kad biity patenkintos stabdymo salygos, taip pat
sumazinti Monte Karlo imties dydj kiekvienoje iteracijoje.
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IMPORTANCE SAMPLING METHOD FOR TWO-STAGE LINEAR STOCHASTIC PROBLEM
Valerijonas Dumskis, Leonidas Sakalauskas
Summary

In this paper, a two-stage linear stochastic problem is investigated, and solved by applying the method of approximation by
sampling. When we approximate by samples, importance sampling is used, i.e., we choose samples for which values of variables
lie in important regions. To solve the problem, we proposed a procedure in which the variance of sample and the & - projection
of stochastic gradient is used. This procedure converges almost certainly to the true solution of the problem. In this procedure,
the size of the sample is regulated. The conditions for termination of the algorithm are also stated. The iterative process can be
stopped by testing the statistical hypothesis of the equality of the gradient of the objective function to zero, when the confidence
interval of the estimator of the objective function becomes of the proper accuracy. We then use importance sampling conditions
for the stopping algorithm which are satisfied at the iterations whose number is less than using simple samples. The proposed

method was investigated by solving the two-stage linear stochastic problem. Thus, the results obtained enable us to conclude

that importance sampling enables us to decrease the number of iterations needed to achieve the termination conditions as well
as to decrease the Monte-Carlo sample size at each iteration.
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REIKSMINGU IMCIU METODAS DVIEJU ETAPU STOCHASTINIAM TIESINIAM UZDAVINIUI
Valerijonas Dumskis, Leonidas Sakalauskas
Santrauka

Nagrinéjamas dviejy etapy tiesinis stochastinis programavimo uzdavinys, kurj sprendziant naudojamas aproksimacijos
im¢iy metodas. Aproksimuojant imtimis parenkamos reikSmingos imtys, t. y. imtys, prie kuriy kintamyjy reikSmés patenka j
reikSmingas sritis. Pateikéme uzdavinio sprendimo procediirg, kurioje naudojama imties dispersija ir stochastinio gradiento & -
projekcija. Si procediira konverguoja beveik tikrai j uzdavinio sprendinj. Sioje procediiroje yra reguliuojamas imties dydis. Taip
pat yra suformuluotos algoritmo stabdymo taisyklés.

Iteracinis procesas gali biiti stabdomas, patikrinus hipotezg¢ apie tikslo funkcijos gradienty lygybe nuliui, kai tikslo funkci-
jos jvercio pasikliovimo intervalo ilgis tampa maZesniu uz reikiama tiksluma. Kai taikome reik§mingy im¢iy metoda, algoritmo
stabdymo salygos yra patenkintos iteracijoje, kurios numeris yra mazesnis, nei taikant paprastas imtis.

Pasitlytas metodas buvo istirtas, sprendziant dviejy etapy tiesinj stochastinj uzdavinj. Taigi, gauti rezultatai leidZia teigti,
kad reik§mingy im¢iy metodas sumazina iteracijy skaiciy, prie kurio yra patenkintos algoritmo stabdymo salygos ir taip pat
sumazina Monte Karlo imties dyd;j kiekvienoje iteracijoje.

Prasminiai ZodZiai: dviejy etapy tiesinis stochastinis programavimo uzdavinys, Monte Karlo metodas, reikSmingos im-
tys, konvergavimas.
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