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Įvadas 
Stochastiniame programavime, kai atsitiktinių pa-

rametrų tikimybiniai pasiskirstymai yra žinomi, papras-
tai naudojama aproksimacija imtimis. Reikia taip sumo-
deliuoti visą atsitiktinio parametro erdvę, kuri būtų kiek 
įmanoma arčiau tikrosios, imant pakankamą imties dydį, 
kad tikimybinė tikslo funkcijos reikšmė kiekvienoje itera-
cijoje gerėtų. Tradiciniuose imtimis grįstuose metoduose 
tai pasiekiama modelio imitavimu su duotu imties dydžiu, 
po to apskaičiuojant tikimybinės tikslo funkcijos reikšmę 
(t. y. tikėtiną tikslo funkcijos reikšmę). Du tokie meto-
dai yra: L pavidalo (L shaped) dekompozicijos metodas 
(Shapiro, 2000) ir nuoseklios paieškos Monte Karlo serijų 
įverčiais metodas (Sakalauskas, 2002, 2004). Esminis šio 
metodo bruožas – sumažinti scenarijų skaičių, kuris reika-
lingas gauti tikimybinės tikslo funkcijos statistinių įverčių 
priimtinus pasikliovimo intervalus. 

Dydžio pasikliovimo intervalo ilgis priklauso nuo 
dispersijos, taigi, norint sumažinti pasikliovimo intervalo 
ilgį, reikia mažinti dispersiją. Stochastiniame programavi-
me, kai aproksimuojama imtimis, dispersijos sumažinimo 
priemonė ir kartu scenarijų skaičiaus sumažinimo – reikš-
mingų imčių metodas. Reikšmingų imčių metodas remia-
si tuo, kad tam tikros atsitiktinio kintamojo reikšmės turi 
didesnę įtaką parametrui, kurį norime įvertinti (Bucklew, 
2004; Changhe, Druzdzel, 2006; Kurtz, Song, 2013). Jei 
šios „reikšmingos“ reikšmės yra dažniau parenkamos 
imtyje, įverčio dispersija gali būti sumažinta. Vadinasi, 
pagal reikšmingų imčių metodologiją reikia parinkti tokį 
pasiskirstymą, kuris „paskatina“ reikšmingas reikšmes. 
Realizuojant reikšmingų imčių metodą modeliavime, pa-
grindinė problema yra toks pasiskirstymo, kuris susijęs su 
duotuoju, parinkimas, kad kintamųjų reikšmės patektų į 
reikšmingas sritis.

Tyrimo tikslas – patobulinti stochastinio programa-
vimo metodą.

Stochastinio programavimo patobulinimas, nau-
dojant reikšmingų imčių metodą

Tarkime, kad reikia minimizuoti tam tikrą tikimybi-

nę tikslo funkciją )(zF  (tikėtinos išlaidos, tikėtinas su-
trikimo laikas ir pan.):
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čia: Ω∈ω  yra elementarusis įvykis iš tikimybinės 
erdvės ( )xP,,ΣΩ , funkcija ℜ→Ω×ℜnf :  tenkina 
tam tikrus integruotumo, diferencijuotumo ir iškilumo rei-
kalavimus, nD ℜ⊂  yra leistinų sprendinių aibė ir xP  
yra tikimybinis matas, kuris yra absoliučiai tolydus ir aps-
kritai priklauso nuo x, t. y. jis gali būti apibrėžtas tankio 
funkcija +ℜ→Ω×ℜnp : , E  yra matematinės vilties 
simbolis.

Esant tokioms prielaidoms tikslo funkcijai, nagrinė-
jamas uždavinys užrašomas kartotiniu integralu:

∫
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Įveskime atsitiktinį vektorių, jį apibrėždami tankio 
funkcija +ℜ→Ω×ℜm:ϕ , kuri priklauso nuo determi-
nuotų parametrų my ℜ∈ vektoriaus, kurio parinkimą ap-
tarsime žemiau. Dabar (2) tikslo funkcija tampa vidurkiu 
naujo atsitiktinio vektoriaus atžvilgiu:
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(3) integralu antrasis momentas yra: 
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Lengva įsitikinti, kad atsitiktinės funkcijos po (3) in-
tegralu dispersija 2)(),( xFyxD −  mažėja, jei antrasis 
momentas (4) mažėja. Vadinasi, keičiant (4)-oje kintamąjį 
y , galima sumažinti dispersiją, taigi idėja – optimizuoti 
y parinkimą.

Tuo tikslu sprendžiamas dviejų lygių stochastinis 
optimizavimo uždavinys:
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čia: pirmasis uždavinys yra lyderio, o antrasis – pa-
sekėjo uždavinys (Christiansen ir kt., 2001).

Nagrinėkime, pavyzdžiui, dviejų etapų stochastinį 
tiesinį uždavinį: 
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čia: matricos W, T, A ir vektoriai c, q, h, b yra atitin-
kamų matavimų, h vektorius yra atsitiktinis daugiamatis 
normalusis ),( ΣµN , µ  yra vidurkių vektorius, Σ yra 
kovariacijos matrica. Vektoriaus ),( ΣyN  tankio funkci-
ją pažymėkime ),( ysp . Tegu vidurkių vektorius y tan-
kio funkcijoje ),( ysp  yra keičiamas tam, kad sumažin-
tume dispersiją. Pažymėkime
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Po nesudėtingų pertvarkymų turime:
    

∫
Ω

⋅⋅≡ dsyhphyqhxfxF ),(),(),()( ,  (9)

čia: 

( ))2()(exp
),(
),(),( 1 hyy

yhp
hphyq T −+⋅Σ⋅−−== − µµµ

( ))2()(exp
),(
),(),( 1 hyy

yhp
hphyq T −+⋅Σ⋅−−== − µµµ

.       (10)

Atitinkamai:
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Lengva įsitikinti, kad (4) dispersijos gradientas para-
metrų vektoriaus y atžvilgiu yra:
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Pastebėsime, kad (7) tikslo funkcijos gradientas gali 
būti išreikštas per tam tikros vektorinės funkcijos mate-
matinę viltį. Iš tikrųjų, pagal tikslo funkcijos dualumą ji 
gali būti išreikšta taip:
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Pagal matematinės vilties diferencijavimo taisy-
kles ir maksimumo savybes (Rubinstein, Melamed, 1998; 
Sakalauskas, 2002, 2004) galime įsitikinti, kad tikslo 
funkcijos gradientas yra lygus matematinei vilčiai:
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čia:  *),( uTchxg ⋅−= ,               (15)

o 
*u  yra dualaus tiesinio uždavinio: 
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   sprendinys

Monte Karlo reikšmingų imčių metodas 
stochastiniam programavimui

Apibrėžkime Monte Karlo įverčius ir iteracinę pro-
cedūrą (7) stochastinio programavimo uždavinio sprendi-
mui reikšmingų imčių metodu. Tarkime, kad bet kuriam 
leistinam sprendiniui nRDz ⊂∈  galima sugeneruoti 
tam tikro dydžio N Monte Karlo imtį:

),,...,,( 21 NhhhH =                          (16)

čia jh , Nj ≤≤1  yra nepriklausomi vienodai pa-
siskirstę atsitiktiniai vektoriai, kurių tankis yra ),( yhp ⋅ . 
Įverčiai, naudojant šią imtį, yra apskaičiuojami pagal (8), 
(13) ir (15):
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čia pažymėta: ),( jj hxf=η , ),,( jj hyxgg = , 
),,( jj hyxdd = , Nj ≤≤1 .

Tarkime, pradinė aproksimacija nDx ℜ⊂∈0 , 
µ=0y , pradinis imties dydis N0 yra duoti ir atsitiktinė 

seka { }∞=0,, t
ttt Nyx  yra apibrėžta taip:
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čia: ),(~ tt yxGε  yra stochastinio gradiento ε -projek-
cija į leistiną aibę (žr. apibrėžimą – Sakalauskas, Zilinskas), 

0,0,0 >>> tbαρ  yra tam tikri metodo parametrai.
Galima įrodyti, kad (20)–(22) procedūra konverguoja 

beveik tikrai (b. t.) į (5), (6) uždavinio sprendinį, atitinkamai 
(determinuotai ar stochastiškai) parinkus metodo parametrų 
reikšmes (žr. Sakalauskas, 2002, 2004). Pastebėsime, kad 
Monte Karlo imties dydžio pagal (22) parinkimas leidžia iš-
spręsti uždavinį, atliekant priimtiną skaičiavimų kiekį ir, pa-
siremiant apibrėžtų Monte Karlo įverčių asimptotiniu Gauso 
konvergavimu, sukonstruoti statistines algoritmo stabdymo 
taisykles (Sakalauskas, 2002; Sakalauskas, Zilinskas, 2008). 
Iš tikrųjų, iteracinis procesas gali būti stabdomas, patikrinus 
statistinę hipotezę apie tikslo funkcijos gradiento lygybę nu-
liui, kai tikslo funkcijos įverčio pasikliovimo intervalas ilgis 
tampa mažesniu už reikiamą tikslumą.

Kompiuterinis modeliavimas
Suformuluotas reikšmingų imčių metodas buvo iš-

tirtas kompiuteriniame modeliavime, sprendžiant dvie-
jų etapų stochastinį tiesinį optimizavimo uždavinį, kuris 
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yra paimtas iš duomenų bazės http://www.math.bme.
hu/~deak/twostage/ l1/20x20.1 (taip pat žr. Sakalauskas, 
Zilinskas, 2008).

Uždavinio matavimai yra tokie: pirmame etape yra 
10 eilučių ir 20 kintamųjų, antrame etape – 20 eilučių ir 
30 kintamųjų. Tikslo funkcijos įvertis, kuris yra pateiktas 
duomenų bazėje, yra 182,94234 ± 0,066.

Pavyzdys aprašytu metodu buvo spręstas 50 kartų su 
tokiomis parametrų reikšmėmis: 1.0,0005.0 == αρ . 

tb  buvo parinktas pagal (Sakalauskas, Zilinskas, 2008) 

aprašytą būdą. Iteracijų skaičius buvo fiksuojamas, kai 
stabdymo sąlygos buvo pirmą kartą patenkinamos (statis-
tinė hipotezė apie tikslo funkcijos gradiento lygybę nuliui 
nėra atmetama ir tikslo funkcijos įverčio pasikliovimo in-
tervalo ilgis neviršija priimtinos reikšmės 2=ε ). 1 pav. 
pavaizduotos vidutinės tikslo funkcijos reikšmės, taikant 
reikšmingų imčių metodą, 2 pav. – skirtumai tarp einamo-
sios ir prieš tai buvusios vidutinės tikslo funkcijos reikš-
mių, 3 pav. – iteracijų skaičiaus, kai patenkintos algoritmo 
stabdymo sąlygos, dažnis.
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Išvada
Tyrimo rezultatai leidžia teigti, kad reikšmingų im-

čių metodas leidžia sumažinti iteracijų skaičių, kuris rei-
kalingas, kad būtų patenkintos stabdymo sąlygos, taip pat 
sumažinti Monte Karlo imties dydį kiekvienoje iteracijoje. 
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IMPORTANcE SAMPLING METhOD FOR TWO-STAGE LINEAR STOchASTIc PROBLEM

Valerijonas Dumskis, Leonidas Sakalauskas

Summary

In this paper, a two-stage linear stochastic problem is investigated, and solved by applying the method of approximation by 
sampling. When we approximate by samples, importance sampling is used, i.e., we choose samples for which values of variables 
lie in important regions. To solve the problem, we proposed a procedure in which the variance of sample and the ε - projection 
of stochastic gradient is used. This procedure converges almost certainly to the true solution of the problem. In this procedure, 
the size of the sample is regulated. The conditions for termination of the algorithm are also stated. The iterative process can be 
stopped by testing the statistical hypothesis of the equality of the gradient of the objective function to zero, when the confidence 
interval of the estimator of the objective function becomes of the proper accuracy. We then use importance sampling conditions 
for the stopping algorithm which are satisfied at the iterations whose number is less than using simple samples. The proposed 
method was investigated by solving the two-stage linear stochastic problem. Thus, the results obtained enable us to conclude 
that importance sampling enables us to decrease the number of iterations needed to achieve the termination conditions as well 
as to decrease the Monte-Carlo sample size at each iteration.
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Valerijonas Dumskis, Leonidas Sakalauskas

Santrauka

Nagrinėjamas dviejų etapų tiesinis stochastinis programavimo uždavinys, kurį sprendžiant naudojamas aproksimacijos 
imčių metodas. Aproksimuojant imtimis parenkamos reikšmingos imtys, t. y. imtys, prie kurių kintamųjų reikšmės patenka į 
reikšmingas sritis. Pateikėme uždavinio sprendimo procedūrą, kurioje naudojama imties dispersija ir stochastinio gradiento ε - 
projekcija. Ši procedūra konverguoja beveik tikrai į uždavinio sprendinį. Šioje procedūroje yra reguliuojamas imties dydis. Taip 
pat yra suformuluotos algoritmo stabdymo taisyklės.

Iteracinis procesas gali būti stabdomas, patikrinus hipotezę apie tikslo funkcijos gradientų lygybę nuliui, kai tikslo funkci-
jos įverčio pasikliovimo intervalo ilgis tampa mažesniu už reikiamą tikslumą. Kai taikome reikšmingų imčių metodą, algoritmo 
stabdymo sąlygos yra patenkintos iteracijoje, kurios numeris yra mažesnis, nei taikant paprastas imtis.

Pasiūlytas metodas buvo ištirtas, sprendžiant dviejų etapų tiesinį stochastinį uždavinį. Taigi, gauti rezultatai leidžia teigti, 
kad reikšmingų imčių metodas sumažina iteracijų skaičių, prie kurio yra patenkintos algoritmo stabdymo sąlygos ir taip pat 
sumažina Monte Karlo imties dydį kiekvienoje iteracijoje.

Prasminiai žodžiai: dviejų etapų tiesinis stochastinis programavimo uždavinys, Monte Karlo metodas, reikšmingos im-
tys, konvergavimas.
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