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Ivadas

XX a. viduryje pasirodzius L. Le Kamo
(1960), H. Cernovo (1952) ir N. P. Salihovo (1973)
darbams apie atsitiktiniy procesy tikimybiniy maty
ir paprasty hipoteziy asimptotines savybes, atsirado
butinybé iSplétoti atsitiktiniy procesy tikimybiniy
maty asimptotinio atskiriamumo teorija. Buvo
publikuota nemazai moksliniy straipsniy $ia tema.
Dauguma juy sistemiskai apdorojo ukrainieciy
mokslininkas J. N. Linkovas monografijoje
,,2Asimptotiniai atsitiktiniy procesy statistiniai meto-
dai“ (1993). Sioje knygoje pateikti tikimybiniai
kriterijai, leidziantys iStirti konkrec¢iy tikimybiniy
maty asimptotini atskiriamumg. Kadangi Sios
teorijos konkreCiy taikymy yra labai mazai, tai
misy pateiktas darbas yra bandymas likviduoti Sig
spraga, tiriant atstatymo procesa.

Straipsnio pradzioje pateiktas tikimybiniy
maty asimptotinio atskiriamumo apibrézimas, tiki-
mybinis kriterijus, kuris remiasi Helingerio inte-
gralu ir kuriuo jis tikrinamas. Toliau apibréziamas
atstatymo procesas turintis tolydy kompensatoriy.
Randamas to proceso Helingerio integralas. Pritai-
koma didziyjy nuokrypiy teorija ir gaunama S$io
integralo asimptotika. IStiriamos salygos, kada
atstatymo procesas su tolydziu kompensatoriumi
tenkina tikimybiniy maty asimptotinio atskiria-
mumo apibrézima. Rezultatai iliustruojami dviem
pavyzdziais, kur nereikalaujama patenkinti gautas
bendrasias salygas.

Kad (Xt,Bt,Pt,ﬁt)’

1eR, = [0,00) — statistiniy eksperimenty $eima,

Sakykime,

kurioje X g stebéjimy aibé, B yra X ' poaibiy
c —algebra, o P “ir P'— tikimybiniai matai.

1 apibrézimas. Maty Seimos (P t) ir (P t),
vadinamos visiSkai asimptotiSkai, atskiriamos
(zymima (PI)A(P ')), jei egzistuoja skaiiy seka
t, T 0 N> jraibes 4, € B tokios, kad
P"(4,)—>0 iy P"(4,)>1, n—>o

Priesingu atveju Seimos (P [) ir (P ’), vadi-
namos visiskai asimptotiskai, neatskiriamos, Zymi-
mos (P JA(P')

2 apibrézimas. o — eilés Helingerio integralu
H (OC;P P t) vadinsime dydi
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H(a;ﬁ’,P’ ): EIQE;XZ,HX i
dpP' dpP' o
th 5 th > -

dominuojantis matas, t. y. P'<<Q', P'<<Q".
Suformuluosime pagrindinj kriterijy, kuriuo
tikrinamas tikimybiniy maty asimptotinis atski-
riamumas.
1 teorema [5]. Tokios salygos yra ekviva-
lencios:
)

a) (P)a (P
by lim H (e PP )=0 i a e (0).

t—0

zZ, =

kai 0!6[0,1], gia Z, =

Kartu stochasting  baz¢

(QFF, F,,0 € ©) gy abstrakéia aibe © , kurioje

nagrinésime

. = <
apibréztas atstatymo procesas N, ZMT n St ),

n=1
t€R,, pagal apibrézima turintis to paties skirs-
tinio nepriklausomus momentus 7; =T, -T,,
i=12,. (T 0= 0)- Toki procesa charakterizuoja
T, pasiskirstymo funkcija F (H:t ): Fy (Tl <t ),
teR,, 0ec0O. Tarkime, kad & pasiskirstymo
funkcija yra absoliuéiai tolydi, t. y.

F(@,Z)Z J.p(ﬁ,s)ds su tankiu p(@,s).
0

Pazymékime F = O-(Ns’s < t) ir tegul
toliau [ = (.TtN)tzo- Tada atstatymo procesas N,
turi (P H’F) — kompensatoriy pavidalo (KaniSaus-

kas, 1998):

4,00)= ]k(H,LS )ds = %‘K(H,ri )+K(0,L,),

p(0.1)
1-F(0,t)

t
K(G,t): Ik(ﬁ,s)ds. Tegul By :Pe|.7:rNa
0
! € R, .Iveskime matg (a)’ ae (0,1) atitinkantj
atstatymo procesa N, toki, kad pakankamai gausioje

kur s S TN.\,, 4

k(0,t)=

macioje erdvéje (Q,f ) tarpiniai atstatymo mo-

mentai 7; turi pasiskirstymo funkcija:
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F(t) Fzz,b’lﬁz (t):l—

p{ ;Kak(e.,s)+<1—a>k<ez,s>>ds},

ac(0l), 6,,0,€0,0, #0,.

Tada atstatymo proceso N, o — eilés Helin-
gerio integralas gali biiti pavaizduotas pavidalu
(Kanisauskas, 1998)

H, (a;PH’] By, )= Eexpl- d’(a)},
kur

N,
Zh’l g(a,tr ),

r=1

d'(a)= Iln gla,L,)aN, =
0

B ok(0,,x)+(1-a)k(8,,x)
 k(6,,%)k(0,,x)™

o E yra matematinis vidurkis, atitinkantis mata
P(a).

1 lema [3]. Tarkime, kad atstatymo proceso

gla,x)

N, tarpiniai atstatymo momentai T;» [=1,7n
tenkina Kramerio salyga:

W(A) = Ee™ <0 gy tam tikru 4 > 0.

Tada tikimybinis matas
1, (B)= P(% = Bj, BeB(R,)

tenkina didziyjy nuokrypiy principg su greicio
funkeija £y (*¥) pavidalu
1 (x)= xA(lj,
X

¢ia A(x) yra didziyjy nuokrypiy greicio funkcija,
atitinkanti atsitiktinj dydi 7, t.y.
A(x)=sup(xA — Iny(2))

z .

2 teorema [4]. Tarkime, kad egzistuoja
4>0, toks, kad l//(i)z Ee' < (Kramerio
salyga). Tada
lim¢ " InH, (oc;Pa’1 By,

1—00

) =— infb (x+1(x)),

0<x<—
a

ae(0,1),

kur

0<a=ala)=Fr, <o,
b=b(a)=Elng(d,z,)< oo,

1(x)= %A(%} A(v) = sup(yi—Iny/(2))

[rodymas.
Bet kuriems atsitiktiniams jvykiams A ir B
teisingos formulés:
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P(B)< P(B|4)+ P(4) -
P(B)> P(B|4)P(4) .
Iveskime toki tikimybinj mata
P/(B)=P(t"'N(¢t)D(t)e B), B<B(R),
N(z)
far D)= M) ' Ying(0.7)
i=l1
IS Kramerio salygos iSplaukia, kad

a=Er, <o j b= }Elng(ﬁ,rl)< ©. Vadinasi,
galioja didziyjy skaiéiy désniai atstatymo procesui
N; ir sumai D(?):

P limﬂ =a, P —1limD(t) = b,

t—o 11—
kur P- }EE reiSkia konvergavimg pagal tikimybe.

Todél bet kuriam €>0 ir 0>0 egzistuoja
ty =1, (8,5) tokie, kad
P(Df)> l-¢, t>1,,
kur
D’ ={weQ:D, e(b-05,b+0)}
Tikimybei P,l (B ) pritaikome (*) formule ir

pasinaudojame didziyjy nuokrypiu teorija, pagal
kuria gauname, kad dél kiekvienos uzdaros aibés F'

( )
b

limsup?™ lnP,ll (F)<—inf1,

[—0 xeF

= —inffA(éj,
xeF b X
1
kur Ly (y ) = yA ; — grei¢io funkcija

N
tikimybiniy maty Seimai 4, (B ) =P (Tt €B j i§
pries tai buvusios lemos.
Analogiskai P,I (B ) pritaikome (**) su

4= Df - Pasinaudodami mato K, (B ) didziausiais
nuokrypiais gauname, kad bet kuriai atvirai aibei G

(Xj
b .

P! tenkina didziujy

liminf ¢ In P'(G)> —inf I,

t—© xeG

Gavome, kad matas

nuokrypiy  principa  su  grei¢io  funkcija
x) x (b
1 (x) =1y (EJ = EA[;) Dabar Helingerio inte-

gralui H, (a; F, atl ’Patz) galime pritaikyti Varadano
teorema [ |:
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lim¢™" In A, (a;Pg’] P, ):

>0

= }imt’1 In J.e’(’x)P,’ (dx)=sup(-x—I(x))=
—® xeR,

=— Oigrgé(x +1(x)).

Irodymas baigtas

ISvada. Esant patenkintoms teoremos saly-
. . . . t t .
goms, Helingerio integralas H, (a’})(il aPaz uZra-
Somas pavidalu:

H,(oc;Pg’l B, )= expy—¢| inf (x+1(x))+o(1) |},
xe| 0,—
&ia 0(1) — 0 kaj I > ©.

Akivaizdu, kad matui P reikalaujama Kra-
merio salyga gali biti pakeista maty F, ,i1=1,2
atzvilgiu:

vag - .
‘/’(’la‘gi): Ee,e <®© 1= L2 gy tam tikru
Kadangi didZiyjy nuokrypiy greicio funkcijos
I(X)ZO su visais ¥ ir [(x)zo,kai x=pu>0_
prie tam tikros tikros konstantos, tai
lim #, (o £y, P} )= 0
visada esant patenkintai Kramerio salygai (***), kai
0, #0,.

Pastebésime, kad
H (05 Py Py )=1, ki 6, =0,

Dabar galima suformuluoti pagrindini darbo
rezultata.

Nt su
t
PHI r

3 teorema. Atstatymo proceso

tolydziais kompensatoriais tikimybiniai matai
t

Fy, . kai 0, #0, yra visiskai asimptotiskai atski-

riami, jei momenty 7; pasiskirstymo funkcijos

t

F(0,1)=1- exp{— _[k (0.s)ds } tenkina Kramerio
0

salyga (***).

Pavyzdziai

1. Eksponentinis atstatymo procesas

Nagrinésime atstatymo procesa

N, = Z](T S t), kurio tarpiniai atstatymo mo-

n=1

mentai & =71 =T turi eksponentinj skirstini su
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pasiskirstymo funkcija:
F(0,t)=1-¢", >0 t>0.
Remiantis K. Adomaitiene (2009), Sio atsta-

tymo proceso *— eilés Helingerio integralas turi
pavidala:

H, (oc;PH’1 P, ): exp{— t(@la +(1-a)9, —6,"6)" )}

2 lema. Kai 0 # 0, teisinga formulé

0,00+ 0,(1—a)-6,"05" > 0.

[rodymas

Pazymékime
g(el ) =0,a+0, (1 - a)— 0,0,

Irodysime, kad & (‘91)> 0, kai 6, #0,. Tuo
tikslu ieSkome funkcijos & (61) ekstremumuy:
g'(0,)=a—a0,""0,".

Prilyginame nuliui:
a—ab, "0y =0
0" =0,

Vadinasi, ¢ =0, yra funkcijos & (91) mini-
mumo taskas, nes

g”(el ) = oc(l - a)ela_ze;a >0,
kai @ € (01), 6, >0, 5
g(62)= rglliglg(gl): 0.
Kadangi pagal gerai zinoma nelygybe (ILIu-
psieB, 1989)
af, +(1-a)d, —6,°6," >0,

tai
af, +(1-a)d, —6,"0,“ >0,
kai ‘91 # 92.

[rodymas baigtas

Remdamiesi lema, gauname, kad
lim #, (o Py , ;)= 0,
kai 0 # 0, .

Vadinasi, galima teigti, kad eksponentinio
atstatymo proceso tikimybiniai matai F, o[1 ir B 012 yra

visiS8kai asimptotiSkai atskiriami, kai 0, #0,.
Pastebésime, kad c¢ia Kramerio salygos paten-
kinimo nereikalavome.
2. Geometrinis atstatymo procesas

Nagrinésime

atstatymo procesa

N, = Z](T n S ), kurio tarpiniai atstatymo mo-
n=1

mentai T; turi geometrinj skirstini:
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P, (z, = K)=01-0)", 00 =(01) f,,(gz)_a(a——1)<o_

k=12, - 0,(1-0,)
Remiantis K. Adomaitiene (2009), Sio atsta- Taigi,
tymo proceso o — eilés Helingerio integralas turi _ _papl-a
pavidalq: f(HZ) gg;‘]lzil f(el) 02 92 +
o nl-a o —a [t] a -a
H(w Pl P )=]o 0 + (-0, (1-0,)] 1-0,)1-0,)"=1.
gia [1] - sveikoji skaitiaus 7 dalis. Vadinasi, su visais 01,0, € (0.1) ir 0, # 0,

0<7(0,)=0"0"+(1-6,)(1-6,)" <1.
3 lema. Kai 0, #0,, ‘91»926(0’1), l L | 2

o< (0,1), teisinga formulé [rodymas baigtas
limH, (o P, , P )=0
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ASYMPTOTIC SEPARABILITY OF PROBABILITY MEASURES OF RENEWAL PROCESS
Kristina Pikturnaité, Vaidotas KaniSauskas
Summary

The paper analyses a problem of asymptotic separability of a renewal process. The paper provides essential concepts,
definitions, theorems and criteria that are used in the following theories: asymptotic separability of probability measures,
large deviations theory, and Hellinger integral theory. All Hellinger integrals under analysis have been included in the
paper, because asymptotic separability of probability measures is directly related to respective asymptotics of Hellinger
integral. Asymptotics of Hellinger integral when time increases indefinitely was also examined. The findings allowed

t t
determining that any pair of probability measures Pe, and , of the renewal process with continuous compensator,

exponential renewal process and geometric renewal process are asymptotically separable when their parameters differ,

ie.0,#0,, 0,0, 0.
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ATSTATYMO PROCESO TIKIMYBINIU MATU ASIMPTOTINIS ATSKIRIAMUMAS
Kristina Pikturnaité, Vaidotas KaniSauskas
Santrauka

Straipsnyje nagrinéjamas atstatymo proceso asimptotinio atskiriamumo uzdavinys. Teoringje dalyje, pateikiamos
bitinos savokos, apibrézimai, vartojamos teoremos ir kriterijai i§ tikimybiniy maty asimptotinio atskiriamumo teorijos, i$
didziyjuy nuokrypiy teorijos ir Helingerio integralo teorijos. Kadangi tikimybiniy maty asimptotinis atskiriamumas tiesiogiai
susijes su atitinkama Helingerio integralo asimptotika, straipsnyje rasti visi nagrinéjami Helingerio integralai. Taip pat
istirta Helingerio integralo asimptotika, kai laikas neapibréztai didéja. Remiantis tuo, iSaiskinta, kad atstatymo proceso su
tolydziu kompensatoriumi, eksponentinio atstatymo proceso, geometrinio atstatymo proceso bet kuri tikimybiniy maty

r . t . oy . .. .. .
pora P ir P, yra asimptotiskai atskiriama, kai ju parametrai nesutampa, t. y. 0, # 0,, 6,,0, € ©.

[teikta 2011-06-06
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