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Ivadas

Statistingje literatliroje gausu pavyzdziy, ku-
riuose stebiniai yra pasiskirst¢ pagal 2-parametrini
Pareto désni £, w0 kurio tikimybés tankio ir pasis-
kirstymo funkcijos yra

Poy () =107 F, (x)=1-p%x™,
x2U,

¢ia pu > 0 yra poslinkio parametras, o > 0 — désnio
F,  uodegos indeksas. Papildomas skalés ¢ > 0
parametras praple¢ia 2-parametrin désni F . iki
3-parametrinio Pareto désnio su pasiskirstymo funk-
cija

Faﬂa(x):l—(l+x_vj , X2V, (1)
” aoc

Cia: v € R . Pastebékime, kad tarp désniy F o
(taip vadinamo standartinio Pareto désnio) ir F o
egzistuoja rySys: jei ats. dydis & yra pasiskirstgs
pagal désni F |, tai ats. dydis

n=v+aoEe-1) @
yra pasiskirstes pagal désnj £, ot
Ko gero Zinomiausi désnio F, ~ uodegos
indekso a jvertiniai yra gaunami maksimalaus tiké-
tinumo ir momenty metodais (zr. Singh, Guo, 1995).
Kity parametro o jvertiniy apzvalga galima rasti
S. F. Juarez (2003) straipsnyje. Siame straipsnyje
mes sukonstruosime parametro o jvertini modifi-
kuodami semiparametrini Qi (2010) jvertini. Pasta-
rojo konstrukcija pagrista stebiniy grupavimu: i$
anksto parinkus 2 < m < N, stebiniai X, X, ..., X,
padalijami i n = [N /m] grupiu G, ..., G , kur

G = (X X V1<k<n, 3)

k (k—Dym+1°

¢ia ir toliau [] zymi sveikaja skaiciaus dali. Grupés

G, variacin¢ seka zymima

X, <X, <<X,,.

Tada Qi(2010) {vertinysyra _ 1 _ lzlr{ Xim j
k,m—1

Ivertinys OALN’m yra invariantiSkas skalés at-
zvilgiu (nesikeicia stebinius X, ..., X, pakeitus
1 cX, ., cX, kur ¢, >0 yra konstanta) ir néra
invariantiSkas poslinkio atzvilgiu, t.y. ivertinys
a Nom pasikeicia vietoj stebiniy X R, ¢ imant c,+
X, ..., ¢, T X, kur c,> 0 taip pat yra konstanta.

Sitilome invariantiska poslinkio ir skalés atz-
vilgiu jvertinio o, ~modifikacija, kuri gaunama 18-
naudojant trecia pagal diduma kiekvienos grupés (3)
elementaq:

1 ka _kafz
=—>1In ’ ’ ,
QN,m n kz_; (Xk’ml —X

k,m—2

gia3<m<N.

Pazymékime

, _ max{r,.Y, -1
min{y;, ¥, }-1’

¢ia Y, ir Y, yra nepriklausomi standartiniai Pareto

ats. dydziai. Apibrézkime funkcija
¢(e) =E{n(2)} (4)

Pirmiausia bitina aptarti optimaly m parin-
kima (vidutinio kvadratinio nuokrypio prasme) bei
statistikos O, asimptotini normaluma prie optima-
laus m parinkimo.

1 teorema Tegul stebiniai X, .., X, yra
nepriklausomi ats. dydZiai, pasiskirste pagal tripa-
rametrini Pareto deésnj (1). Tada

() Q,,,, yranepaslinktas parametro q = o (0t.)
ivertinys su bet kokiu 3 <m <N;

(i1) Asimptotinis vidutinis kvadratinis nuo-
krypis E(Q,, . — q)? yra maziausias prie m = 3;

(ii1) Ivertinys Q, ; yra asimptotiskai norma-
lus:

N"(Qy; —q) = N(0,3Var(Z)), N — ). (5)

kur = Zymi konvergavimg pagal pasiskirstyma, o
N yra normalusis ats. dydis.
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Desiné (4) pusé néra iSreiSkiama elementariosiomis

funkcijomis:

o(0) =20y (200) —y (1)), (6)
ciay (o) =T"()/T(r) zymi digama funkcija, o

)= fx‘“ exp{-x}dx, a> 0

yra gama funkcija (arba kitaip — pirmos raiSies Oilerio
integralas). Funkcija ¢ yra tolydi ir monotoning, kai
a > 0 (zr. lema 2.1), todel egzistuoja jai atvirkstine
funkcija, kuri zymima ¢ ! Vadinasi,

= (I) - (QN,3 ) (7

yra uodegos indekso a > 0 jvertinys.

2 teorema Tegul tenkinamos 1.1 teoremos sq-
lygos. Tada

N2

—a) = N30 (@) Var(2) )

@y

(N — o0). ®)
I3 (8) i¥plaukia, kad {vertinio O ,, asimptotinis

kvadratinis nuokrypis yra (kai stebiniai tenk-

ina 1.1 teoremos salygas)

of = War(Z) o)

©'() *N’

Kyla natiralus klausimas — ar jvertinys a,
gerina jvertinj Ol v | Kad buty galima atsakyti 1 §i
klausima, reikia pasinaudoti de Haan ir Peng (1998)
pasitilyta jvertiniy palyginimo schema. Yra Zinoma
(zr. Qi, 2010; Paulauskas, Vaiciulis, 2011), kad kai
stebiniai X, ..., X, tenkina 1.1 teoremos salygas, tai
minimalus asimptotinis kvadratinis nuokrypis Qi
fvertiniui yra

By -

El(a,?N,m*_cx)Z = C(aaﬂa J)N—2/(0!+2)’ N —> OO,(IO)

¢ia m* zymi optimaly elementy grupeléje skaiciaus
parinkima. I8 tiesy optimalus m parinkimas m" prik-
lauso nuo désnio F  parametry ir imties turio N,
detaliau apie tai dlSkutUO] ama V. Paulausko ir M. Vai-
ciulio (2011) straipsnyje.

Paiymékime

~)’

Sekdami de Haan ir Peng (1998) schema, sakysime,
kad jvertinys ¢, yra pranadesnis uz jvertini o o
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jei A < 1. Pasinaudoj¢ (9)—(10) mes nesunkiai
randame, kad 4 = 0 su bet kokiu o > 0. Tokia pat
iSvada galima padaryti paémus vietoje ivercio
a Nt bet kuri kita semiparametrinj jvertini. Taigi,
jei preliminari duomeny analizé rodo, kad stebiniai
yra nepriklausomi ir pasiskirst¢ pagal deésnj (1), tai
uodegos indeksui vertinti rekomenduojame greta
kity parametriniy jvertiniy vartoti ir {vertini . .

Antrame Sio straipsnio skyrelyje mes patei-
kéme (7) ivertinio taikymo metodologija. Visi iro-
dymai yra nukelti { trecig skyrelj.

Metodologija

Kad biity galima taikyti (7) uodegos indekso
o > 0 vertinimui, siiilome vartoti dviejy zingsniy
procedura: (i) panaudoti {vertini O, ; jver€iui q su-
rasti; (ii) O atzvilgiu iSspresti lygti
o@)=p. (11)
Su netiesinés lygties sprendimu susiduriama taikant
kitus parametrinius jvertinius (zr. Singh, Guo, 1995).
Reikalingos kelios analizinés funkcijos ¢ (o) savy-
bés.

1 lema (i)0(00) —In(4), kai o — oo; (ii) Kai
o> 0 funkcija O(OV) turi iSsvesting

X% '1 2x“ fIn(x) "

—X

#(a)=2[" (12)

(iii) Kai a > 0 funkcija ¢/(0t) yra monotoniskai ma-
Zéjanti

egzistuoja funkcgal O(a), a> 0 atv1rkst1ne funkcua
® (), ¢ > In(4), kuri yra monotoniné, o tai reiskia,
kad bet kuriam ¢ > In(4)egzistuoja vienintelis
lygties (11) sprendinys. ISnaudodami funkcijos ¢
monotoniSka mazéjima, taikysime keliy zingsniy
procediira apytiksliam lygties (11) sprendiniui rasti:
1. Surasti maziausig naturaly skaiCiu k, toki, kad

biity tenkinama nelygybé g > ¢ (ko + 1).

2. Surasti toki maziausig skaiiy &, € {0, 1, ..., 9},
kad biity tenkinama nelygybé
k, +1
7> @ k, +— .
q ¢( 0 10 j
3. Surasti tokj maziausia skaiciy k, € {0, 1, ..., 9},

kad biity tenkinama nelygybé
A k k +1
q> ¢(k0 + j

10 100
Tesdami analogiskai toliau, po ¢ € N Zingsniy tu-
rime lygties (11) sprendinj (£ skaitmenuy po kablelio
tikslumu) & = k,, k&, ,....k,.
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3. Irodymai
X

X

- Xk,m—Z
-X ’

k,m-2

k,m

Pazymékime W, , =

1<k<n. fomt

Pirmiausia iSveskime formulg, siejancia ikiribiniy
ats. dydziy anL ,, Ir ribiniy ats. dydziy In(Z) mo-
mentus.

1 lema Tegul C, ..., X, yra nepriklausomi ats.
dydziai, pasiskirste pagal désnj, kurio pasiskirstymo
funkcija yra (1). Tada su bet kokiais s > 1 ir 3 <m <
N yra teisinga lygybé
E{ln(W, )} =E{In(Z)} (13)

[rodymas. Ats. dydis W, yra invariantiSkas
poslinkio ir skalés atzvilgiu, todél pasinaudojus sa-
ry$iu (2) pakanka (13) tvirtinima jrodyti laikant, kad
stebiniy X, 1 < k < N pasiskirstymo funkcija yra
F_ | (x). Taikydami vidurkio apibrézima, gauname,

kad kaire (13) puse yra lygi

1 20 o X —X
m rdFa,l (xl)J’ dFa,l (xz)_r In’ (ﬁdea,l (33) %

x J’ dF,, (x,)... f " dF, \(x,)

Apskaiciave paskutinius m — 3 integralus, pakeiskime
integravimo tvarka. Tada vidurkis E {M(Wl,m)} tam-

pa lygus

(m —.3)! rdF“" () r dF, (x) %

<[ ln{x—jF”’ *(x,)dF,, (x,)
Xy = X3
(mm'3)' rFm 3(x3)d 1(’53)><

j ().

Atlike integravimo kintamuyjy x, ir x, pakeitimus
X, ZX,V,X, = XU, turirne

E{lns( )}( =31

X rpa,l (V)dvf Do, (@)In’ (z—:}jdu.

deal(xZ)fln [

r _Mpa V() E)T 3(x3 )dx; x
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Atlike integravimo kintamojo pakeitima # = x;"
gauname

r “Paa(x)E (x3)dx3 = Itz(l_t)

Paskutinis integralas yra lygus
IrG)r(m—-2)/T'(m+1)=2(m-3)!/m!, todél

m3 dt.

Bl 7,)j=2[ p., 00 [ pa‘,(unn“{‘v‘_‘ijdu. (14).

Lieka pastebéti, kad lygybiy (13) ir (14) desiniosios
pusés sutampa. Lemos 3.1 jrodymo pabaiga.

ISvada

Tegul X, ..., X, yra nepriklausomi ats. dydZiai,
pasiskirste pagal désnj, kurio pasiskirstymo funkcija
yra (1). Tada su bet kokiu 3 < m < N yra teisingos
lygybés

E{Q, .} =E{ln(2)}, (15)

lVar{ln(Z)}. (16)
n

Var {Q Nom } =

[rodymas. Ats. dydziai W, 1 <k <n yra

vienodai pasiskirste, todél E{Q, m} =E{ln(W, )}.
Pasinaudoje (13) sus =1 gaunarﬁe (15). ‘

Kadangi Var{QN’m} = E{QN,m_ E{QN,m} 2

tai pasinaudoj¢ 1§ (15) iSplaukiancia lygybé

i m)}, 1< k < n gauname

E{QNym} =E{In(W

VarlQ, |~ {Z{m%) E{IH(W’””)}}}Z

— ZE{ln(Wk ) —Efn@y, oy, ) -Efn@;, )}

nkll

Ats. dydziai W, , 1 <k < n yra ne tik vienodai
pasiskirste, bet ir nepriklausomi, todél

ZE{ln(W )—~Efino, )}
m,m>}-

Kad biity gauti (16) lieka pasinaudoti (13) sus =1 ir
s = 2. Irodymo pabaiga.

Teoremos 1.1 jrodymas. Tvirtinimas (i) yra
irodytas, zr. (15). Kad bty galima irodyti tvirtinima
(i1), pakanka pasinaudoti (15) ir (16):

B, , ~aff = Varfinor,, )}

Var{ Nm}

= 1 Var {ln(
n
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Dispersija Var {ln(Wl’m)} nepriklauso nuo N, m, o
santykis 1/n =1/[N/m] yra maziausias, kai m yra ma-
ziausias imanomas, t. y. kai m = 3.
Liko irodyti tvirtinima (iii). Rasykime
Oy~ E{ N,3} _ [NZB] In(W, ;) - E{ln(Wm }
Varis,,))”  SINA] Variingr, )

Ats. dydZiai
In(W, ;) — E{ln(Wk 3 )}
: ’ N/3
NEREIT R

yranepriklausomi, vienodai pasiskirstg bei turi nulinj
vidurki ir dispersija, lygia 1/[N/3]. Todé¢l, remiantis
Liapunovo teorema, sarysis

QN,S _E{ N,3}

(Var {S N3 })1/2

bus irodytas, jei parodysime, kad s > 2 eilés Liapu-
novo trupmena

k=12,..

=N(0,1), N > (17)

VR | In(W, ;) - E{ln(¥, )} |
‘ N/3 1/2 Val’ ln(Wk3)})l/z‘

(18)

M

k=1
art¢ja { nulj, kai N — oo. Desiné (18) pusé yra lygi

o2 B, )~ Efinw, )|
[N / 3] (Var {ln w, )})s/z

Kombinuodami Minkovskio ir Liapunovo nelygybes
(jas galima rasti Shiriayev, 1996) gauname

E[ln(,,) ~ E{n(7,,)| < 2°Efln* 0,.,)}

Pasinaudoje (13) gauname nelygybe

2 Elln’ (2)]

(Var{ln(Z) })S/ >

Kadangi 1 — (s/2) <0, tai [N/3]'~¢?— 0, kai N —
o, Vadinasi, kad biity galima baigti sarySio (17)

L <[yl

irodyma, reikia jrodyti, kad

E{In*(Z)} < oo, (19)
kai s > 2. IS (14) turime
-1
EIYZ :2 2 —a—ld —a—lls y d
{n ( )} o rx xfy n (x—lj ly
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Pastebékime, kad (y — 1)/(x — 1) > 1 su bet kokiais
1 <x <y <o. Todél In((y — 1)/(x — 1) > 0. Pasirin-
kime » >0 toki, kad bity tenkinama nelygybé
s/r <min {a, 1}. Pasinaudoj¢ nelygybe In(x) < rx'",
kuri yra teisinga, kai x > 1, gauname, kad

Efln' @)} [ v (=) e [y

(y - I)S/r dy, (20)

¢ia konstanta C priklauso tik nuo « ir ». Nesunku
isitikinti, kad

[y 'o-n"dy <o

IS tiesy,

21

[y to-nlde< [y ay,

o paskutinis integralas konverguoja, kai s/7 < a.. Kad
bty irodyta, jog nelygybé

f N x =1 dy < o, (22)
yra teisinga, atlikime integravimo kintamojo pakei-
tima 7 = 1/x. Tada

mefafl (x B 1)4/,, dy = £ta+(s/r)—l (1 _ t)fs/r dt =
= B(O{ + (S/l"),l - (S/I")),

¢ia B zymi beta funkcija, kuri konverguoja, kai jos
abu argumentai yra teigiami. Taigi, i§ 1 — (s/7) > 0
iSplaukia (22). Savo ruoztu, i§ (20)—(22) iSplaukia
(19).

Pasinaudoje (15)—(16) bei fakty [N/3]/(N/3)
—1, (N — o) sarysiui (17), perrasykime:

NY? (QN,3 —-q ):> 312 (Var {1n(Z )})1/2 N(Ool)

N — oo,
o i$ Cia i$plaukia (5). Teoremos 1.1 jrodymo pabai-
ga.

Irodykime (6). Kad tai padarytume, pakanka
irodyti lygybe

rpal(v){ f P @)ln’ [ Jdu}dv—

=y QLa)-y(a). (23)

Taikydami integravimg dalimis vidiniame integrale,
gauname, kad kairé (23) pusé yra lygi
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arv'“'ldvfu_“ ul—l
= fu""(l—u’“) ! |

u—

du :aru'“ du_rv_“_'dv

u—1

du.

Paskutiniame integrale atlikime integravimo kinta-
mojo pakeitima z = 1/u:

|

L. A. Medina ir V. H. Moll (2009) yra irodg, kad su
bet kokiais 5, € R ir s, € R yra teisinga lygyb¢

si=1 syl

z zZ
sz =y (s,)—w(s).

Pasinaudoje Siuo rezultatu, gauname (23). Taigi, (6)
jrodéme.

Lemos 2.1 jrodymas. (i) Yra zinoma, kad su
bet kokiu a > 0 yra teisingos nelygybés

In(@)- 1 < pla)< 1n(a)_2i, (24)
(94 (04

(zr. N. Batir, 2005). Pasinaudoj¢ (24) gauname, kad

In(4) < #(er) < In(4)+ %

Lieka pereiti prie ribos (kai a — 0), kad biity gautas
(1) tvirtinimas.

(ii) Irodydami (23) esame gave funkcijos ¢ (OC)
integraling iSraiSka

Za—l _ ZZa—l
¢(0{) =2 £?d2,

kuria diferencijuodami gausime (12).
(ii1) Diferencijuodami funkcijos y (o), a > 0
integraling iSraiSka

1—x*"

dx,
1—-x

wla)=-r+

o-1

dkx,

ve)=y+ [

1-x

kur y=0.577216... yra Oilerio konstanta, gauname
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dy(a)
da

0 i§ Cia i8plaukia nelygybé y'(a) > 0, kai a > 0, t. y.
funkcija y(a) yra didéjanti. Zinoma, kad didéjanciy

_ _£ x“ " In(x) p

funkcijy skirtumas yra monotonin¢ funkcija, tad
q)(oc)(x > 0 yra monotoniné. Taigi, kad bty galima
frodyti, jog funkcija q)(OL),OL >0 yra maze¢janti,
pakanka parodyti, kad ¢(2)—¢(1)< 0. Pasinaudoj¢
v funkcijy savybe y (o +1)-y(@)=1/o, a > 0,
gauname ¢(2)-¢(1)=-1/3. Lemos 2.1 jrodymo
pabaiga.

Teoremos 1.2 jrodymas. Remiantis teorema
apie atvirkstinés funkcijos iSvesting (zr. Fichtengol-
cas, 1965), funkcijos q)f1 iSvestiné taske ¢(0c) yra
lygi 1/¢’(oc). Taikydami delta metoda (zr. Van der
Vaart, 1998), gauname, kad i§ (5) iSplaukia (8).
Teoremos 1.2 jrodymo pabaiga.
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ESTIMATOR OF THE TAIL INDEX FOR THE PARETO LAW

Ingrida Paulauskaité, Marijus Vaiciulis

Summary

By modifying Qi(2010) tail index estimator we introduce shift and scale free tail index estimator for the 3-
parametric Pareto law. Asymptotic normality of the new estimator is derived. By applying de Haan and Peng(1998)
comparison scheme for the tail index estimators it is obtained that new estimator outperforms Qi(2010) estimator when
observations are independent and identically distributed Pareto random variables.

Keywords: tail index, estimator, variables, Pareto law.

PARETO DESNIO UODEGOS INDEKSO J[VERTINYS

Ingrida Paulauskaité, Marijus Vaiciulis

Santrauka

Modifikuodami Qi (2010) uodegos indekso ivertinj, pasitiléme nauja 3-parametrinio Pareto désnio uodegos indekso
tvertini, kuris yra invariantiskas poslinkio ir skalés atzvilgiu. [rodyta, kad naujas jvertinys yra asimptotiskai normalus.
Taikant de Haan ir Peng (1998) jvertiniy palyginimo schema, pademonstruota, kad, kai stebiniai yra nepriklausomi Pareto
ats. dydziai, tai naujas jvertinys yra pranasesnis uz Qi (2010) jvertinj.
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