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Ivadas

Sakoma, kad neneigiamo atsitiktinio dydZzio
X tikimybiy pasiskirstymas F(x) pasizymi sunkia
uodega, jei egzistuoja konstanta 0 < ¢, < oo ir para-
metras o > 0 (vadinamas skirstinio uodegos indeksu),
jei
liinx“(l—F(x) =c,. (1.1)

Statistikoje formuluojamas toks uzdavinys:
stebiniai X, ..., X, yra neneigiami, nepriklausomi,
vienodai pasiskirst¢ pagal désnj F, kuris tenkina se-
miparametring prielaidg (1.1) atsitiktiniam dydziui;
reikia jvertinti uodegos indeksa a. Dar 1975 m. se-
miparametrinius uodegos indekso ivercius pasitilé
Hill ir Pickand. I$samias zinomy uodegos indekso
iverCiy apzvalgas galima rasti M. I. Gomes, L. Castro
(2008) apzvalginiame straipsnyje bei N. Markovich
(2007) monografijoje.

Statistingje literattiroje, o ypa¢ kompiuteriniy
tinkly statistin¢je literatiiroje gausu realiy duomeny
pavyzdziy, demonstruojanciy, kad stebiniy skirstinys
pasizymi sunkia uodega, pvz., uzklausy skaiciaus,
siun¢iamy faily dydzio skirstiniai (Crovella ir kt.,
1998; Munoz-Rodriguez ir kt., 2006; Park ir kt.,
2000; Markovich, 2007). Paprastai, jei kompiuteriniai
tinklai nelabai apkrauti, tai i$ ju gautuose duomenyse
gausu nuliy ar mazy skai¢iy. Tuo tarpu uodegos
indeksas yra dideliy reikSmiy charakteristika, todél
surinkti duomenys agreguojami taikant viena ar
kelias agregavimo schemas.

Tikslas. Kombinuojant DPR skirstinio uode-
gos indekso iverti su stebiniy max-agregavimu, su-
konstruoti nauja skirstinio uodegos indekso iverti
max-DPR, kurio minimalus asimptotinis vidutinis
kvadratinis nuokrypis yra mazesnis, kai max-agrega-
vimo eilé yra fiksuota.

Pagrindinis rezultatas

Siame darbe mes pasidlysime Yu. Davydov,
V. Paulausko ir A. Rackausko jver¢io modifikacija,
kurioje max-agregavimas inkorporuotas | jverti, t. y.
vietoje uodegos indekso jvercio stebiniams X , ..., X,
mes uzraSysime auk§¢iau paminétg jvert] agreguotai

. ) 2q alN/q]
maksimumu imc¢iai v X, v X,,.., v X,
k=1 k=g-+1 k=([N/q1-1)g+1
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¢ia: g>2yrasveikas skaicius ir Zymi max-agregavimo
eilg, o [] zymi sveikaja skaiciaus dalj. Pastaraja imti
suskirstykime { grupeles pom >2 m>2 elementy:

G Jq
= \Y
Gk =g

o r = [[n/q]/m]. Tegul L,.. ir lq,m, , Zymi k-tosios gru-

X, (k=Dm+1<j< km}, k=12,..r,

pelés Gq,m, , didZiausia ir antra pagal diduma elemen-
tus. Apibrézkime

R I« L, i
Pym =—2vq,m’k,vq,m’k =2 (1.2)
= Lk
Mes tvirtiname, kad jvertis
. Pym
Ay =07 (1.3)

1- ﬁ q,m
vertina parametra o. [stat¢ ¢ = 1i (1.2)—(1.3) gauname
Yu. Davydov, V. Paulausko ir A. Rackausko (2000)
pasitilyta skirstinio uodegos indekso ivertj, sutrum-
pintai vadinama DPR jver¢iu (Qi, 2010). Kadangi
max-agregavimas yra inkorporuotas { DPR jvertj 4, ,,
atrodo, natiralu a,, vadinti max-DPR skirstinio
uodegos indekso jverciu.

Sustiprinsime semiparametring prielaida (1.1),
tvirtindami, kad F yra Pareto désnis su minimalia
reikSme x> 0 ir uodegos indeksu a. > 0,

F(x)=1-xgx*,x>x,. (1.4)

V. Paulauskas (2003) yra jrodgs, kad p,,, yra
asimptotiSkai normalus bei nepaslinktas parametro
p = o/(o + 1) ivertis, kai stebiniai X, ..., X, yra
nepriklausomi Pareto atsitiktiniai dydziai. Taip pat
irodyta, kad optimalus G, . grupés plotis vidutinio
kvadratinio nuokrypio prasme Pareto paprastajai
imciai yra m = 2. Prie bendresniy, nei (1.4) prielaidy,
iver¢io p,, asimptotinis normalumas apraSytas
V. Paulausko (2003), V. Paulausko, M. Vaiciulio
(2010a), V. Paulausko, M. Vaiciulio (2010b), Qi
(2010) straipsniuose. Misy pagrindinis rezultatas
tvirtina, kad jvertis o 4m Yra asimptotiskai norma-
lus.

Teorema 1.1. Tegul stebiniai X,, ..., X, yra
nepriklausomi, pasiskirste pagal désnj (1.4) atsitik-
tiniai dydziai. Tegul m = m(N) — o , kai N — oo,

(1) Tegul

g=q(N) >, N >wx (1.5)
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ir

L3—>12 €[0,0) N > (1.6)
qm

Tada
Jré,, —a)=(@+1)*N(u,c?), N—>wo, (17)

Cia ir toliau = Zymi konvergavima pagal pasiskirs-
tyma, N —normalyji désnj, o asimptotinés konstantos
yra
a 2
= 5 o
(a+DRa+1)

S
(a+D*(a+2)

(i1) Tegul agregavimo eilé q yra fiksuota ir te-
gul tenkinama sqlyga (1.6). Tada

Jra,,,

—a)=(a+1)’N(Uu,6%), N>w, (1.8)

kur u, =u(g-1)/q.

Treciame skyrelyje, taikydami L. de Haan
ir L. Peng (1998) pasitlyta metodika, irodéme,
kad minimalus asimptotinis iver¢io d,, vidutinis
kvadratinis nuokrypis yra mazesnis, kai agreguojama
naudojant fiksuota agregavimo eile g. Tame paciame
skyrelyje palyginome jver¢iy @, bei DPR jver¢io
d.,,, minimalius vidutinius kvadratinius nuokrypius.
Ketvirtame skyrelyje jrodyta 1.1 teorema.

Optimalios agregavimo eilés parinkimas

Straipsnyje sitiloma metodika, kaip palyginti
du skirtingus uodegos indekso a jver&ius. Sia meto-
dika mes adaptuosime, kad galétume palyginti 1.1
teoremoje minimas agregavimo eiles. Siame sky-
relyje max-DPR {verti su agregavimo eile g = ¢ (N)
tolstanCia kartu su N i begalybg, zymésime o,
Sekdami L. de Haan ir L. Peng (1998), sakysime,
kad fiksuota agregavimo eil¢ yra pranasesné nei tols-
tanti | begalybe¢ agregavimo eile, jei

. A 2
1nfq(N)22,m22 E(aq(N),m -a)

(2.1)
—a)2

A= lim — -
N lnfq(N)ZZ,mZZ E(aq,m

>1.

Pradékime nuo (2.1) poribinio reiskinio var-
diklio asimptotikos. Pasinaudoj¢ prielaida (1.6) ir
sarysiu (1.8), gauname

R qu'
E - ~ | , N>

Subalansuokime skliaustuose {...} esanciy
démeny artéjimo { nulj greicius parinkdami grupiy
G,pls k <rnariy skai¢iy m, = DN'3, kur 0 <D < oo
nepriklauso nuo N. Tada
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2 1 2/3

E(OAlqm a)2~(a 1) { +qDo ]ENJ , N — 0.

Kad surastume minimaly asimptotini vidu-
tini kvadratini nuokrypi, reikia minimizuoti asimp-
toting konstantg f(g,D) = “;D—z +¢Dd*. Nesunku
patikrinti, kad funkcija f{g, D) yra didéjanti pagal
q > 0. Prisiming, kad ¢ = 1 atitinka stebiniy neagre-
gavima, 0 maziausia agregavimo eilé yra 2, gau-
name, kad ¢, = 2 yra optimalus agregavimo eilés
parinkimas. Minimizuodami funkcija f(2, D) pagal
D > 0 randame, kad IBi(I)lf(2,D) =36 2D, ir §is mi-

>

1/3

2

u

4G 2
Vadinasi, iver¢io @, ,, minimalus asimptotinis

vidutinis kvadratinis nuokrypis (kai agregavimo eilé

fiksuota) yra

nimumas igyjamas prie D, =(

) 1/3
inf W(oc —a) ~ 3oc(a +1) o N3,

q22,m22 o+2 4(o +2)

N > .

Pereikime prie {jvercio Oiq ., DMinimalaus
asimptotinio vidutinio kvadratinio nuokrypio paies-
kos. Pasinaudoj¢ prielaida (1.6) ir (1.7), randame

2/3
E(@yyy — @) ~(a+1) {D + Do JE%] ,

N —> .

Grupés nariy skai¢iumi m" = D(N/q(N))'3,
kur 0 < D < oo nepriklauso nuo ¢g(N) ir N (N), balan-
suojame artéjanciy i nuli démeny greicius:

n? Mzn
o) ~ (o +1) [D + Do ][ N j

2.3)

E (ocq’m*

N —>ow.

Remdamiesi prielaida (1.5), gauname, kad
E (dq . —o)*E artéja { nulj lé¢iau nei N2°. Taigi,
A = o, vadinasi, max-agregavimas, kai agregavimo
eile ¢ fiksuota, yra pranaSesnis uzZ max-agregavima,
kai agregavimo eil¢ g(N) auga { begalybe¢ kartu su
stebiniy skai¢iumi N.

Teoremos jrodymas

Irodykime 1.1 teoremos atveji (i). Pazymékime
v

q,m
EVv,,)",ueN asimptotikos.

Teiginys 3.1. Tegul stebiniai X, ..., X, yra
nepriklausomi, pasiskirste pagal désnj (1.4) atsi-
tiktiniai dydziai. Tegul W € N ir m = m(N) — oo, kai
N — . Tegul g = g(N) — o, kai N — o. Tada

=V, nm1- Mums bus reikalingos momenty
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a ou

m
(a+ w)2a+ )

E(qu)ﬂ -
’ a+u

3.1)

[rodymas. Tegul Gq(x) zymi atsitiktinio dydzio

max{X, .., X} pasiskirstymo funkcija. Nesunku
isitikinti, kad
G 3 0 xX<Xx,,

¢ (¥)= (F(x)? x>x, (3.2)

Pasinaudoje¢ vidurkio apibrézimu, gauname,
kad

dG,(x) m :
E(v,,)" =m! f ;—ﬂ‘ fxg dG, (x,) f dG, (x,)...

1

f dG,(x,)

Apskaiciave paskutinius m — 2 integralus, gauname

E(,,)" = (m=bm [ xdG, () [ y*(G,(:))"dG, ().
Integruokime vidinj integrala dalimis. Tada

E@, )" =m [ (G, )" dG, (x)= pm [ x°*

{[ UG, )" dy}dGq (x). Nesunku jsitikinti, kad

paskutinés lygybés desinéje puséje esantis pirmasis
démuo yra lygus 1. Tuo tarpu, antrajame démenyje
pakeitg integravimo tvarka, gauname

E(Vq,m "= _:um_[:yﬂl(Gq(y))MIdy{ijﬂpq(x)dx}

=1-K, 1 &a p(x)=agxix G, (x), XX,

zymi pasiskirstymo funkcijos Gq(x) tankio funkcija.

Vidiniam K, .\ integralui taikydami integravima dali-
mis, gauname

Py G (3.3)
o+

kur pazyméta

_o’g(g —Dxp” um

K =
m.1
o o+u 0

yHG, ()

q,m,1

{ f x""‘z""le_2 (x)dx}dy. Integruodami dalimis K

vidini integrala, gauname

K =K, s tK (3.4)

q,m,2 q,m, 4>
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Kur:
_a’q(g = 1)xg” um

= 20 (= xx )2 gy,
" (a i)Qa+ ) )
3 3a
o q(q B l)xo Hm pu—1 m—1
= G
q.m,4 (a T ,11)(205 T ILI) , y ( q (y))
{ fx7/1*3a71 Gq,3 (.x)dx}dy )
Atlikq integravimo kintamojo pakeitima
z=xyx ", gauname:
_ alg =Du
q,m3

(o + w)(2a + p)(gm—1)

Kadangi g — oo ir m — o0, tai i§ paskutinés lygybés
gauname
ap
(o + w)Qa+ pym’
Atsizvelgiant i (3.3)—(3.4) ir (3.5), tvirtinimas
(3.1) bus irodytas, jei parodysime, kad lickamasis

(3.5)

qm3 "~

narys K, tenkina asimptotini sarysi

K, ,=o(m™"), (g—>0om—>wx). (3.6)

q.m,4
Pasinaudoje¢ pasiskirstymo funkcijos apréztu-
mu, gauname

MK, 0% Cata = Dia =2 [ 376,00 [ aay

<Cqlq-Dig-2m [ 1= 2" Ve <

o i§ Cia, peréjus prie ribos kai ¢ — o« ir m — o,
iSplaukia (3.6). Teiginio jrodymo pabaiga.

Sekdami V. Paulausku ir M. Vaiciuliu (2010a),
iveréio o 4.m asimptotini normalumg (1.7) jrodysime
taikydami triju pakopuy procediira. Pirmiausia
irodysime kad (atitinkamai normuotas) skirtumas
Pym —E; yraasimptotiskai normalus. Taikydami
Si rezultatq, parodysime, kad iver¢io p,, ribinis
désnis yra normalus, ir pagaliau irodysime jvercio
d,,, asimptotini normaluma.

Taikydami (1.2), gauname lygybe

Nr (Do = Ej, )
Ew,, £, )"

14

r

= qu,m,.i ’

=

E

q,m.k Vamk

qu,m )2)|/2 :

e \/7(E(Vq,m —

K

Atsitiktiniai dydziai qu [ e Kq o d=2535 s
m, m=2,3, ... yra nepriklausomi. Be to, EKq = 0,
ZVarK gm,; =1 . Vadinasi, kad jrodytume sarysj
=1
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\/;(ﬁq,m - Eﬁqm )
/2

(E(anm - Ew_m )2)‘
pakanka parodyti, kad jis yra ketvirtos eilés Liapuno-
vo trupmena L, = ZE (K

= N, N>, (3.7)

4, kuri artéja i nuli,

K

q,m,r >

q,m,j)
=1

kai N —oo. Atsitiktiniai dydziai K,

qg=2,3,.., m=2,3, .. yrane tik nepriklausomi, bet

Ev,,-E, )

r(Var(v,,))”

qm

ir vienodai pasiskirste, todél L, =

Pasinaudoje lygybémis

EW _qu_m)2 :E(Vq,m)2 _(qu’m)z,

q.m

EWv

q.m

-E, )'=Ev,,)' ~4EQ,,)EV,,)+
+ 6E(vq’m)2(quvm ) — 3(E,,, )
bei 3.1 teiginiu, gauname:

Varw,,)~c’ (3.8)

Ev,, —E, )~ 3a(a’ —a+2)
Tl gAY+ 3)(a + 2) (@ + 1)

q,m—>o . (3.9)

IS prielaidos (1.6) iSplaukia, kad » — oo, kai
N — 0. I§ Cia bei 18 (3.8)~(3.9) seka, kad L, — oo, kai
N — o0, Kombinuodami (3.8) ir (3.10), gauname

Vr(py,—E;, )= N(O0.6%), N>, (3.10)

Pastebékime, kad yra teisinga lygybé
Nr Dy —Ey V2N (Do = D)+ (P, ).
Pasinaudoj¢ (1.6) ir asimptotika (3.1) su p = 1
gauname, kad vr(p —E, )—Au. Taigi, 1§ paskuti-
nio sarysio ir i§ (3.10) iépiéukia
Nr(pym = P) = N(A,*), N = 0. 3.11)

Kadangi r -, kai N — o, tai i§ (3.11)
iSplaukia, kad skirtumas p,,, — p artéjainuli pagal
tikimybe. Todél yra teisingas sarysis

N By = )Py — P) = (N(Apt,07),0),

N >, (3.12)

Zr. 4.4 teorema P. Billingsley (1968) mono-
grafijoje. Pasinaudojg iver¢io d o.m 181aiSka per jvertj
Py.m» gauname lygybe
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_ ANrGyp
A=p) =(A=p)Xp—Dym)

Jré,, —a)

Taikydami tolydaus atvaizdavimo teorema, i$
paskutingés lygybes ir (3.12) gauname (1.7).

Dabar irodykime (1.8). Nesunku isitikinti, kad
kai agregavimo eilé g yra fiksuota, tai atsitiktinio
dydzio max{X,.., X } skirstinio G, (x) uodega
tenkina taip vadinama antros eilés asimptotini sarysi
1-G,(x)=gxgx™ - q(qT_l)xgaxfza +o(x**), kai
x = o . Kad gautume (1.8), liecka pasinaudoti 2 teo-
rema, apraSyta V. Paulausko ir M. Vaiciulio (2010a)
straipsnyje.
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MAX-DPR ESTIMATION OF DISTRIBUTION TAIL INDEX

Marijus Vaiciulis, Liudvikas Kaklauskas
Summary

In this paper we introduce a so-called max-DPR tail index estimator. This estimator is based on the combination
of well-known distribution DPR tail index and max-aggregation of observations. The asymptotic normality of max-DPR
estimator is analyzed with the following conditions: (i) aggregation order is fixed and (ii) aggregation order tends to
infinity together with number of observations. It is proven that under fixed aggregation order max-DPR estimator has
lesser minimal asymptotic mean squared error.

Keywords: DPR tail index, tail index, aggregation, max-aggregation.

SKIRSTINIO UODEGOS INDEKSO MAX-DPR [VERTIS
Liudvikas Kaklauskas, Marijus Vaiciulis

Santrauka

Siame straipsnyje pasiiiléme nauja skirstinio uodegos indekso iverti, kuri pavadinome max-DPR. Sis jvertis
sukonstruotas kombinuojant gerai zinoma DPR skirstinio uodegos indekso jvertj su stebiniy max-agregavimu. Max-
DPR jvercio asimptotinis normalumas jrodytas, kai (i) max-agregavimo eilé yra fiksuota ir kai (ii) max-agregavimo eilé
tolsta { begalybe kartu su stebiniy skai¢iumi. [rodyta, kad max-DPR iver¢io minimalus asimptotinis vidutinis kvadratinis
nuokrypis yra mazesnis, kai max-agregavimo eilé yra fiksuota.

Prasminiai Zodziai: DPR uodegos indeksas, uodegos indeksas, agregavimas, max-agregavimas.
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