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Ivadas

Martingalinai jverciai iSlikimo teorijoje buvo
pradéti taikyti praeito amziaus aStuntajame deSimt-
metyje, pasirodzius O. Alano straipsniui (1978 m.).
Po to publikuota daug Sios srities darby, galima pa-
minéti [2], [3]. Misuy darbe nagrinéjamas skaiciuo-
jantis procesas, kurio rizikos grei¢io funkcija turi
gana sudétinga pavidala. Gautas ieSkomos funkcijos
martingalinis jvertis, jrodomas to jvercio tolydus
pagristumas ir asimptotinis normalumas.

Tarkime, kad tikimybingje erdvéje (2, F, P)
apibréztas skaiciuojantis procesas:

N (f) = il(x,. <t) tel[0+ o),
i=1

kuriame atsitiktiniai dydziai X, X,, X yra ne-
priklausomi, neneigiami ir absoliuciai tolydis. Juos
charakterizuoja pasiskirstymo arba rizikos greicio
funkcija:

........

A0
1-F @)

kur F (t) = P(X, <t), tankis F" (t) =f(t).
Misy tikslas — iSnagrinéti skai¢iuojantj pro-
cesa, kurio atsitiktiniai dydziai X, turi

o () = kOa®) + u®], i =1n (M

Cia o(s) — nezinoma funkcija, o p(s) ir k(s) Zinoma
rizikos greicio funkcijos.

Mums zinomuose Saltiniuose tokio pavidalo
(1) funkcija dar nebuvo nagrinéta.

1. Lema [6]: Tarkime, kad turime nepriklauso-
mus atsitiktinius dydzius X, X, ,X_, kuriems ga-
lioja riba:

a‘i(t):

hrn—ZDX =0,

I’l*}OCn -1

tada daliné suma S =X + ...
skai¢iy tokio pavidalo désni:

IZX ——ZEX

nig i=1

+ X, tenkina didZiyjy

‘—)0 n— o,

¢ia E — Zymi matematinj vidurkj.

2. Lema [4]: Jei M(t) yra kvadratu integruoja-
mas lokalus martingalas, su visais d > 0 ir >0,
t € [0,+0) tenkina nelygybe:
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P(sup [M (1) > 1) < % + P(< M(1) >> 0). (2)
n

s€[0.7]

Paprastai nezinoma funkcija o(f) néra vertina-
ma, tik vertinamas jos integralas:

L(t) = ]a(s)ds-

Pirmiausia rasime $ios funkcijos martingalini
tverti. Tam tikslui randame skaiCiuojancio proceso
N () natiiraly kompensatoriy. Kaip Zinome [2], jis
yra tokio pavidalo:

A (1) = ja (5)Y,(s)ds> 3)

i=l1

c¢ia Y (s)=1(X,; = 5), o 1(A4) yra aibés A indikato-
rius.
Istate i Sig formulg (1), gauname:

A,0=Y [k )@ )+ () ¥, ()b,

kuria pertvarke gauname:

A (s)= ]-a(s)Hn (s)ds + ]Kn (s)ds,

kur H, () = Yk, (8)Y, () =3k, (91X, 2 8)

K, (s)= z k,(s)W,(s)Y,(s) :i k, (), ()X, = 5)>(4)

Deél (4) formuléje esanciy pointegraliniy funk-
ciju absoliutaus tolydumo galima (4) formulg per-
dA, (s) K (S)

tvarkyti i pavidala:
t t
L) = |a(s)ds =
Jeon= [ 55
Dabar L(#) martingalinis {vertis gaunamas vietoje
kompensatoriaus A (s) iraSius taskini procesg N (s):

A K
to=[ 3 j H(5)"

gavome lokalyji martingala:

]'d(N 2 (8)=4,(5))
5 H,(s)

5

>

-1 = [ -
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kaip Zinome [4], lokalaus martinglo vidurkis lygus
nulivi: E(L, (¢#) — L(#)) =0, vadinasi, L, () yra ne-

t

t

paslinktas L(¢) ivertis.

Randame to martingalo kvadrating variacija:

(a(s)H ,(s)ds + K, (s)ds) =

Tk () 5)
ds |.

< l’:n(t)—Ln(t) >= sz—(S)dAn(S) — szl (S)
a)H,(s) o K, () a(s) n
= ds
J. H2,(s) 6|.H2n(S) " J.IH(S) +.[
n
Ivedame sglygas:

A: funkcijos k(s) ir p(s), i = 1,7 tokios, kad:

hm—z:k2 (s)=0, hm zikzi(S)uz(S):O.

n—>x0 n i-1
Egzistuoja funkcijos a(s) ir b(s) tokios, kad su
visais t € [0,+ o).

inf >0, inf b(s)>0.
slel[’}),t] a(S) ’ slel[}),t] (S)

(6)
lim —EH L(s)=a(s), 11m EK,(s)=b(s)-

n—> 0 n

Teorema: Tarkime, kad patenkmtos A saly-
gos. Tada, kai n — oo, t € [0,+ o0).

sup
s€[0,¢]

(7

1

n? <L (t)-L(t) >= N(oj (S)

b(s)
ds -
(8))° ©

Ji
Teoremos jrodymas remiasi (2) nelygybe lo-
kaliems kvadratu integruojamiems martingalams.
Misy atveju L, (¢)— L(¢) kaip tik ir yra lokalus ka-
vadratu inegruojamas martingalas. Remiantis (5) for-
mule ir (6) salygomis gaunama, kad:
P
L,(t)-L(t)—>0, n—o. 9)
Vadinasi, pagal (2) nelygybe su kiekvienu g >0
teisinga formule:

lim P(sup

n—o s€[0,¢]

Ln(t)—L(t)‘>8):0,

kas yra tapatu (7) formulei. 1

Kadangi lokalaus martingalo 7% - (L (t)—L(1)
kvadrato  jvertis yra  kvadratine  variacija
n<(L,(t)— L(¢) > ir ji yra baigtiné¢ funkcija, kai n
neapibréztai didéja dél (6) salygy, kai t fiksuotas, tai
jam galima taikyti centring ribing teorema. Sio mar-
tingalo vidurkis lygus nuliui, o dispersija sutampa su
(5) formulés desinés pusés riba, padaugintai i$ n, kai
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P (L, ()
n

t — oo . Vadinasi:

n <L (f)— L(t) >= N(0, ]Z((j)) + j(j(g))zds,

¢ia rodyklé zymi silpng konvergavima, o N(0,6%) —
normalyji tikimybini désni.
Teorema jrodyta.

Pastaba: Pastebésime,t kad (8) formulé néra
labai patogi fukcijos L(?) = IOL (s)ds pasikliautina-

jam intervalui ieskoti, nes i (fispersijq ieina nezino-
ma funkcija o(s). Cia vietoje martingalo in (t)—L(?)
kvadratinés charakteristikos <[:n (1)—L(2)> galima
vartoti jos martingalinj jverti — opcionalg charakteris-
tika [f,n (1) — L(?)), kuri asimptotigkai su tikimybe 1
sutampa su <£n (1) = L(1)>.

Primename, kad <L, (f)— L(#)> uzraSoma ir
tokiu pavidalu:

t

<L,(-L@)>= | Hzl(s)

0 n

dA (s).

Vietoje A (s) iraS¢ taskini procesa N (t), gau-
name opcionale charakteristiqu

[L,(0)-L®)]=

1
H,(s)
Dabar tpagal centring ribing teorema martinga-
lams, kai n — oo, gauname:

Ln-Lo)  _ iarlm

1 t 1

L (t)-L(®)])?
([L, )~ L] ()

Si formulé taikoma L(t) pasikliautinajam intervalui
ieSkoti:

= N(O,). (10)

L, (0~ L(t) .

1<Z/l

@
2

i M, (s)

Pertvarke skliausty viduje esancig israiska,
gauname funkcijos L(t) pasikliauting intervala:
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. t 1 1 . t 1 1
PIL(t)-u ,-( dN,(s)? <L()<L,t)+u ,-( dN,(s)? |=1-a.
[0 i SR THE
Hipoteziy tikrinimas H,: L(t) = L (t) esant alternatyvai H : L(t) # L(t),
t
Tikriname neparametring statisting hipoteze kur Ly (f) = J.Oco( $)ds — #inoma funkcija.
0
. t 1 1 . t 1 1
Jei L ()e|L,(t)—u - dN, (s)*,L (t)+u , - dN, (s))? |, tai gauti duome-
(1) [ (0= o (JHj(s) )7L 0+ o <OJH5(S) <)>J

nys nepriestarauja hipotezeés H teisingumui.

t 1 t 1
. A 1 S 1 > .
Jei L,(1) g [Ln O-u (a2 L0 +u_, - ([—dN,(5))’ ] tai H, atmeta-
me. = o H () - o H,(s)
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APPLICATION OF MARTINGALE ESTIMATORS IN SURVIVAL THEORY
Erika Sabutyté, Vaidotas KaniSauskas

Summary n
There is analyzed the complex form of empirical process, NV, (f) = ZI(X ; <) te[0,+ ), where continuo-

= o
usly distributed survival times X, has hazard rate function o,(t) = k(t)[a(t) + n®l, i= 1,7 where the k(t) and p(t) are
known hazard rate functions and a(t) is unknown function. In this paper we established the uniform consistency and the

!
asymptotic normality of the martingale estimator of integrated hazard rate A(t) = Ia ( S)ds. By using the asymptotic

normality of martingale estimators we obtained confidence intervals of 4(f) and by %sing that tested the corresponding
statistical nonparametric hypothesis.
Keywords: martingale estimator, survival theory, survival times, hazard rate function.
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Santrauka

Nagrinéjamas sudétingo pavidalo empirinis procesas, kurio rizikos grei¢io funkcija uzraSoma per nezinomos funk-
cijos sumg i sandaugg su kitomis dviem zinomomis funkcijomis. Gautas nezinomos funkcijos integralo martingalinis
ivertis, nustatytos to jvercio asimptotinés savybés: pagristumas, nepaslinktumas ir normalumas. Taikant asimptotinj nor-
maluma, gautas ieSkomos funkcijos pasikliautinasis intervalas ir patikrinta atitinkama neparametriné statistiné hipoteze.

Prasminiai Zodziai: martingaliniai jverciai, i§likimo teorija, atsitiktiniai dydziai.
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