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Ivadas

Beveik kontaktinés struktiiros (¢, &, n7) tenzori-
niu metodu buvo pradétos tyrinéti 1960 metais Japo-
nijoje [4]. Ju analogai ir apibendrinimai tiriami iki
Siy dieny ivairiose Salyse [2, 3-5, 6]. 1968 metais
Kazanéje buvo pradéti nagrinéti Siy struktiiry hi-
perboliniai analogai [8], suteikiant tradicinéms (¢,
&, n)-stuktiiroms elipsinio tipo beveik kontaktiniy
struktiiry varda.

Nuo 1976 mety ivairiy Saliy matematikai tyré
hiperbolinio tipo II riiSies struktiiras, pavadindami
jas beveik parakontaktinémis metrinémis struktiiro-
mis [5]. Tuo tarpu beveik parakontaktiniy metriniy
struktiiry elipsiniai analogai [8] nuo ju ivedimo 1968
metais, galima sakyti, netyrinéti. Mums zinomas tik
vienas straipsnis [7], analizuojantis elipsinio tipo II
rusies beveik kontaktines metrines struktiiras.

Pateikiamas darbas skirtas elipsinio tipo II
rasies (¢, &, n, g)-struktiiroms, egzistuojancioms
elipsinio tipo B-erdviy hiperpavirSiuose. Struktiiry
savybiy tyrimas praturtina minéty erdviy pavirSiy
teorija.

Beveik kontaktinés struktiiros ir jy savybés

Nelyginio matavimo daugdaroje M,  beveik
kontakting struktiira (¢, &, ) apibrézia afinorius @/,
vektorius &' ir kovektorius M ;» tenkinantys aksio-
mas [1]: normaligja, jei lygus nuliui tenzorius § ; :

0/9; ==8/+&M,, oM, =¢/5' =0, &M, =1. (1)

v o 1, jei i =k, L L
Cia 9, = . yra Kronekerio simbolis, i, j,
0, jei i # k,
k,..=1,2,...,2n—1.
Tarkime, jog daugdaroje M,  duotas metrinis
tenzorius g, kuris kartu su tenzoriais ¢, ¢, # (1) tenki-

na salygas:

P/ & = Pu = PPii» &y&" = &11;,
p==1, e==1. 2)

Atveji, kai p =—1, € =1, o metrika g, yra tei-
giamai apibrézta, tyré japony matematikai [4]. Daug-
daroje M, | apibrezta (o, &, 17, g)-struktiirg (1), (2)
jie pavadino beveik kontaktine metrine struktiira. Jei
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metrika g nebitinai teigiamai apibrézta, t. y. € = %1,
p=-1, (¢, & n, g)-struktiira buvo pavadinta elipsi-
nio tipo I riiSies beveik kontaktine metrine struktra,
o kai p =1, — Il riiSies struktdira [8].

Matematinéje literatiroje gerai Zinomos to-
kios $iy stuktiiry savybés.

(¢, &, n)-stuktiira (1) vadinama integruojamaja,
jei afinoriaus ¢ Nijenhuis’o tenzorius N;.‘ lygus 0:

€)
“)

N} =0l0,0" —0/0,0! - 0} (0,0, - 0,0/ )=0;

ir kontaktine, jei kovektoriaus 7 rangas yra maksima-
lus, t. y.

nAadna...Andn =0.
%/—J

n-1

)

Cia: d— iSorinio diferencijavimo simbolis, A —i3ori-
nés daugybos simbolis.

Elipsinio tipo II rasies (¢, &, 1, g)-struktiira,
kurios struktiiriniai tenzoriai tenkina aksiomas (1),
(2), kai p =1, € =%1, vadinama parakontaktine
metrine [7], jei

Vi, +V.n =2ap,, a=const#0. (6)

Cia: V —kovariantinio diferencijavimo simbolis met-

rikos g, apibréztos Rymano sieties atzvilgiu.
Panagrin¢kime lyginio matavimo daugdarg

M, , kurioje apibréztas afinorius Faﬁ ir metrinis ten-

zorius G tenkinantys salygas

F’F! =-67, F’G, =F,_=F

a” p a’ ta < py a;

A ™)
Cia: 8 — Kronekerio simbolis, o a, f, .= 1, 2,...,
2n. Tokia daugdara vadinama beveik kompleksine
daugdara su B-metrika [7]. Jei afinorius F yra kova-
riantiSkai pastovus metrikos G, apibréztos Rymano
sieties atzvilgiu, tuomet daugdara M, (F, G) vadi-
nama elipsinio tipo B-erdve, o Rymano sietis — F-
sietimi.

Tarkime, jog daugdaroje M, (x") (7) hiperpa-
virSius M, | (v ) apibréZtas parametrinémis lygtimis
x* =x*(y"). Normalizuokime hiperpavirsiy be-
veik kontaktiniu vektoriumi, t.y. tokiu vektoriumi,
kurj paveike afinoriumi F gauname hiperpavirSiaus
lieciamaji vektoriy.
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Teorema 1 [8]. Beveik kompleksinés daugda-
ros M, , turinCios B-metrika, hiperpavirSiuje M.
normalizuotame beveik kontaktiniu e-vienetiniu vek-
toriumi

Cc* = \/l_(n +eul g n ) =F n“n’,
1+ 4’ (8)
£=G,CC" =G n"n" ==1,

inivariantiskai apibréztu normalés e-vienetiniu vek-
toriumi n* # iFﬁO‘nB , indukuojasi elipsinio tipo II
rusies beveik kontaktiné metriné strukttra (¢, &, 7,
2), gaunama i§ sistemos

F(B)=¢] B+nC.F(C)=-£'B

— o pP
g,= GuﬂBi B} . )
Cia B, — hiperpavirSiaus lieiamieji vektoriai, kuriy

ox*”

i

koordinatés B/ =

Pastebime, jog simetrinis tenzorius F' " (7) yra
daugdaros M, metrinis tenzorius. I§ (8) formulés ma-
tome, jog normalés vektorius #n* yra beveik kontakti-
nis vektorius C “ tada ir tik tada, kaiu = F, ﬂn”n/‘ =
t. y., kai normalés vektorius yra izotropinis metrikos
F, atzvilgiu.

Teorema 2 [8]. Elipsinio tipo B-erdvés hiper-
pavir$ius turi integruojamaja elipsinio tipo II rtsies
(¢, & n, g)-struktiirg tada ir tik tada, kai galioja ten-
zoriné lygybé

hypl —h,p! = @b, En, - h N, (10)

kj

ir normaligja (¢, &, #, g)-struktiira, kai galioja viena
i$ ekvivalenciy salygu
1) on, =0;

2) hyp|

_6,77,-

| 11
~hyp] =0. ()

Cia A yra hiperpavirSiaus asimptotinis tenzorius,
R i
gaunamas i§ Gauso lygciu:

h, =0,B7C, +Bianr;ﬂCy’ (12)

C, randami i3 sistemos C, B} =0, C,C* =1,01,
yra metrikos Gaﬂ Kristofelio simboliai.

Jei elipsinio tipo II rasies (¢, &, 1, g)-struktiira
yra normalioji, tai ji yra ir integruojamoji.

Irodymas iSplaukia i§ normalumo apibrézimo
(4) ir teoremos 2. Pavyzdziui, umbilinis hiperpa-
virSius, kurio asimptotinis tenzorius h = /lg tenki-
na(11) salyga, todél turi normaliaja, ta1g1 ir mtegruo-
jamaja elipsinio tipo II riisies (¢, &, 1, g)-struktiira.
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Elipsinio tipo II rusies beveik kontaktiniy
metriniy struktiiry Seimos savybés

Elipsinio tipo B-erdvéje M, (x*) panagrineki-
me dviparametring metriky Seima

Gop= (13)

tarp kuriy yra B-metrika (a = 1, b = 0) ir metrika F ”
(a=0, b =1). Keiciantis parametrams « ir b hiperpa-
virSiuje M, ()') gauname normalés vektoriy dvipara-
metring Seima #'(a, b). Pagal (8) formule vektoriams
n' randame beveik kontaktinius vektorius C'(a, b).

Lema 1. Beveik kontaktiniy vektoriy C’ kryp-
tis nepriklauso nuo parametry a ir b.

Kadangi vektorius n'(n’ *) yra statmenas hiper-
pavirSiui metrikos G', atzv1lg1u tai

Guyn'“Bl =aG,, /“Bﬁ+hF n’“B} =0.

I3 &ia ir (7) formules G, (a n’ “+bF/'n'7)
BB =0, todél a n’ “+ bF n' 'z vn“ Pastaranly—
gybq paveikime aﬁnor1um1 F ir vél pritaikykime (7)
formulg:

aG +bF

@ b=

const,

Faﬁ (an *+ bFY“n' 7’)=VFUB n

aFP?

yone—bn /’:VFaBna .
Vadinasi, dvimaté vektorine erdve V,, kurio-
je yra vektoriai n' ¢, F| B“ n' £, sutampa su vektorine
erdve, kurios baz¢ yra (n*,n* = F'n"). Bet vekto-
rin¢je erdveje V, egzistuoja vienintele beveik kontak-
tin¢ kryptis, kuri gaunama hiperpavirsiaus lie¢iamaja
erdve kertant erdve V, ir sankirtg veikiant afinoriumi
F.TaigiC'=t C.

Normuokime vektoriy C ' taip, kad
a/jC"’C'ﬂzsl ==1.

Pritaike (8) ir (13) formules, randame

(n“ + f,yF;nﬁ ),

Gl

Cra: 4
1+’

&

2
7% =61/(GyC'C) = :
HGwCE) aG,,C*C" +bF,,C*C”

1
7(a,b) = ———. (14)
Jei(as — ub)
Lema 2. Normalizuojant hiperpavirSiy

M, < M, beveik kontaktiniu vektoriumi C '= 1 C,
Jame 1nduku0Jas1 dviparametriné elipsinio tipo II
risies beveik kontaktiniy metriniy strukttry (¢, &',
', ') Seima, kuriy struktiriniai tenzoriai yra

1
= —n D
bﬂ’?,«’],--

0/=¢/ =t

g =ag; T bg;+
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(9', &', 1, g)-struktiry egzistavimas iSplau-
kia i§ teoremos 1. Struktiiriniai tenzoriai gaunami i$
sistemos

F(B)=¢;’ B+n'C, F(C)=-¢"B,

g,=G', BB’ (15)

Palyging (9) ir (15) formuliy pirmasias lygy-
1

Rasime metrini tenzoriy g I (9) ir (13) for-
muliy

g4=aG,zB}B" +bF, BB’ =

bes, gauname, jog ¢'/=@/, &=t n',

ag;; +b[¢ikBli/ +77icy]G7ﬂBjﬁ =
ag, +bp, +bn,G ,C"BY =

=ag,; +bg,; +bunn,,

nes pagal (7), (8), (9) formules
1

GyﬂCny :ﬁgﬂG F“n“Bﬂ
1+ 7
:\/;LNG n ((pB +77C)
N — H G nFin’ |=um,
\/1+y2 g \/l+y \/1+,u ! H

Teorema 3. Elipsinio tipo II rasies (¢, &, 7,
g)-struktiiros elipsinio tipo B-erdvés hiperpavirsiu-
je integruojamumas, normalumas, kontaktiSkumas
ekvivalentus kiekvienos (¢', &', n’, g')-struktiiros i$
dviparametriniy strukttiry Seimos atitinkamai integ-
ruojamumui, normalumui, kontaktiSkumui.

Kadangi ¢'/= (pij , 0 struktiiros integruojamu-
mo biitina ir pakankama salyga (3) priklauso tik nuo
afinoriaus, tai pirmoji teoremos dalis jrodyta.

Kai normalizatoriy C*(8) padauginame i$ t
(14), dydziai C, pasikeicia { dydZius ' , gaunamus

=0,C,C*=1:C, lCa. Tuo
T

i§ lygybiy C', B}

tarpu F-sietis /7, nepasikeiCia, todél i§ formules

(12)

hy= L

q

0B Cu+ B/ BﬂF’ C, =
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Pagal antraja teorema (¢, &, 7, g)-struktiiros
normalumo kriterijus yra lygybé (11). Padauginki-

1
me Sig lygybe i§ — . Pritaike antraja lema, gauname,
jog K
UV : :
h ij(pk‘/ A% ’ o= ;(hzlwk/ - hk/(p}/) =0.

Vadinasi, visos Seimos struktiiros yra norma-
liosios. Atvirksciai, jei nors viena (¢', &', n', g')-
strukttira yra normalioji, t. y. 7', @, — ', ¢/’ =0, tuo-
met galioja (11) lygybeé, ir (¢, &, 1, g)-struktiira yra
normalioji.

Tarkime, kad (¢, &, 7, g)-struktiira yra kontakti-

1
né, todél teisinga nelygybé (5). Kadangi n,=-";,
1 T
t#0,0dy = d(l/r)/\n-i- dn, tai
n'Adn'A..ndn =—(n AdN A AdN)#O,
%,—/ %{—J

nes NAmN = 0 Taigi, visos Seimos struktiiros yra kon-

taktings.

Akivaizdu, kad vieno kurio nors kovektoriaus
1’ kontaktisSkumas salygoja ir kovektoriaus n kontak-
tiSkuma.

Literatiira

1. Baskiené A., 2006, Tenzorinés struktiiros. Siauliai:
SUL.

Matsumoto K., Mihai ., 2002, Warped product mani-
folds in Sasakian space forms. SUT J. Math. Vol. 38.
P. 135-144.

Mazétis E., 1996, On intristic tensor structures of a se-
cond order tangent bundle. Lith. Math. J. Vol. 36 (4).
P. 409-419.

Sasaki S., 1960, On differentiable manifolds with
certain structure which are closely related to almost
contact structure, 1. 7ohoku Math. J. Vol. 12. P. 459—
476.

Sato 1., 1976, On a structure similar to almost contact
structures. Tensor. Vol. 30 (3). P. 219-224.

Tripathi M., Song Y., Kim J., 2003, On hypersurfa-
ces of manifolds equipped with hypercosymplectic
&-structure. Commun. Korean Math. Soc. Vol. 18 (2).
P. 297-308.

Bamikene A., 1987, Dnnuntuyeckrue NoYTH NapakoH-
TaKTHbIE METPHYECKHE TUNeprosepxHoctd B 7(V)).
Liet. matem. rink. Ne 27 (1). P. 3—-14.

Kpunrronaiire A., 1968, O0 ycnoBusix HOpMaJIEHOCTH
W HHTCTPUPYEMOCTH ITOYTH KOHTAKTHBIX CTPYKTYD
Ha TUICPIOBEPXHOCTSIX KOMIUICKHOTO W JIBOHHOTO
NpoCTpaHcTBa. Yu. 3an. Kasanckoeo yu-ma. T.

128 (3). C. 55-75.

N



FIZINIAI MOKSLAI

ALMOST CONTACT METRIC STRUCTURES IN HYPERSURFACES
OF B-SPACES OF ELLIPTIC TYPE

Deimanté Kravcéenkaité, Angelé BaSkiené

Summary

An almost contact metric structure (¢, , 1, g) of the elliptic type and of the second kind is defined in (2n-1)-dimen-
sional manifold M, | by affinor ¢/ , vector &', covector n, and metric g; satisfying the conditions:

ool =6 +&n, o/n, =9/ =0, &, =1.
¢ijgjk =@y =Pyi» gijgj =é&n;» &=*1.

Such a structure is induced in normalized hypersurfaces M, | of manifolds M, equipped with almost complex
structure / and B-metric G. If Riemannian connection is F-connection, manifold M, is called the B-space of elliptic ty-
pe.

In the article, 2-parametric set aG+bF, a, b=const, of metrics in M, is reviewed. The set is defined in the hypersur-
face M, : a set of almost contact metric structures (¢', &', 7', g") of elliptic type of the second kind.

The main result of the article is demonstration of the theorem.

If M, is B-space of elliptic type, then normality, integrability, contactness of one structure in the set of almost con-
tact metric structures is equivalent to normality, integrability, contactness, of all structures respectively.

Keywords: almost contact metric structure of elliptic type of second kind, B-space of elliptic type, normality, in-
tegrability, contactness.

BEVEIK KONTAKTINES METRINES STRUKTUROS ELIPSINIO TIPO
B-ERDVES HIPERPAVIRSIUOSE

Deimanté Kravcenkaité, Angelé BaSkiené

Santrauka

Elipsinio tipo antros riiSies beveik kontakting metring struktiira (¢, ¢, #, g) (2n-1)-matéje daugdaroje M, | apibrézia
afinorius ¢/, vektorius &, kovektorius 1 ; ir metrka g tenkinantys salygas:

ool == +&n, o/n, =/ =0, &y, =1.
0/ gy =Py =0> 8,8 =em,, =11

Tokia struktiira egzistuoja daugdaru M, , turin¢iy beveik kompleksing strukttira /' ir B-metrika G, normalizuotuose
hiperpavirSiuose M, . Jei Rymano sietis yra F-sietis, daugdara M, vadinama elipsinio tipo B-erdve.

Straipsnyje nagrinéjama daugdaros M, dviparametriné metriku aG+bF, a, b= const, $eima, kuri apibrézia hiperpa-
virSiuje M, , elipsinio tipo antros riiSies beveik kontaktiniu metriniy struktiry (¢', £, 77, g") Seima.

Pagrindinis straipsnio rezultatas yra §ios teoremos jirodymas.

Jei M, yra elipsinio tipo B-erdve, beveik kontaktiniy metriniy struktiiry Seimos vienos struktiiros normalumas,
integruojamumas, kontaktiSkumas ekvivalentus visy Seimos struktiiry atitinkamai, normalumui, integruojamumui, kon-
taktiSkumui.

Prasminiai ZodZiai: elipsinio tipo Il riiSies beveik kontaktiné metriné struktiira, elipsinio tipo B-erdvé, normalumas,
integruojamumas, kontaktiskumas.
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