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SKRITULINIO SKERSPJ�VIO STRYPO TAMPRIAI PLASTINIO GRYNOJO LENKIMO 
TYRIMAS 

Algis Paulauskas, Serg�jus Rimovskis, Art�ras Sabaliauskas 
Šiauli� universitetas, Technologijos fakultetas 
 
 
�vadas 

Dauguma mašin� ir mechanizm� detali� 
(pvz., ašys, velenai) eksploatacijos metu veikiamos 
lenkimu arba lenkimu ir sukimu. Esant trumpa-
laik�ms perkrovoms, ypa� paleidžiant ir stabdant 
�rengimus, šiose detal�se gali atsirasti tampriai 
plastinis �tempi�-deformacij� b�vis. Kadangi tokios 
perkrovos dažniausiai periodiškai kartojasi, detal�s 
ar j� atskiri elementai patiria ciklin� tampriai 
plastin� deformavim� (mažacikl� deformavim�). Ta-
�iau mažaciklio deformavimo tyrimas ne�manomas 
be detalaus statinio tampriai plastinio deformavimo, 
m�s� atveju – grynojo lenkimo, tyrimo. Esant gry-
najam lenkimui, elemento skerspj�vyje atsiranda 
norminiai tempimo ir gniuždymo �tempiai. 
Didžiausios �tempi� reikšm�s fiksuojamos lenkia-
mos detal�s paviršiaus taškuose, kurie yra labiausiai 
nutol� nuo �tempi� neutraliojo sluoksnio. 

Analitiniuose tampriai plastinio deformavi-
mo skai�iavimuose sud�tinga naudoti kreivalini-
jines deformavimo diagramos formas. Toki� dia-
gram� matematin�s išraiškos yra sud�tingos, tod�l 
statinio tempimo ir gniuždymo diagram� plastin�s 
dedamosios aproksimuojamos. Dažniausiai taikoma 
tiesin� arba laipsnin� aproksimacija. Lenkimas už 
proporcingumo rib� labai išsamiai aprašomas 
T. X. Yu knygoje [1]. Autorius pateikia daug teo-
rin�s medžiagos ir eksperiment� duomen�, ta�iau 
joje plastinis lenkimas labiau nagrin�jamas 
lakštini� detali� formavimo aspektu, daug d�mesio 
skiriant liekamosioms deformacijoms. 

Lenkiam� stryp� skai�iavimas, kai tiek tem-
piamos, tiek gniuždomos kreiv�s charakteristikos 
vienodos, yra papras�iausias. Ta�iau beveik kiek-
vienos medžiagos tiek proporcingumo ribos, tiek ir 
sustipr�jimas tempimo ir gniuždymo atvejais yra 
skirtingi. Tai �vertino M. Daunys, atlikdamas teori-
nius sta�iakampio skerspj�vio strypo, apkrauto sta-
tiniu ir cikliniu tampriai plastiniu grynuoju lenki-
mu, tyrimus [2]. Šiame darbe pateikiami skai�ia-
vimai, leidžiantys nustatyti �tempi� neutralaus 
sluoksnio poslinkio ir lenkimo momento priklau-
somybes nuo didžiausios deformacijos. Skai�ia-
vimams taikyta tiesin� deformavimo kreiv�s plas-
tin�s dedamosios aproksimacija. Skritulinio skers-
pj�vio elemento statinio ir mažaciklio lenkimo 
skai�iavimai, taikant tiesin� aproksimacij�, taip pat 
nagrin�jami ir kituose moksliniuose darbuose [3–
6]. �tempi�-deformacij� kreiv�s aproksimavimas 

laipsnine funkcija aprašytas [7, 8] mokslo šalti-
niuose – autoriai tyr� sta�iakampio skerspj�vio 
strypo lenkim�. 

Šiame straipsnyje pateikiami skritulinio 
skerspj�vio strypo statinio grynojo lenkimo, taikant 
laipsnin� tampriai plastin�s deformavimo kreiv�s 
plastin�s dedamosios aproksimacij� ir �vertinant 
medžiagos deformavimo tempimu ir gniuždymu 
charakteristik� skirtumus, analitiniai tyrimai. Ana-
litini� tyrim� duomenys palyginami su eksperi-
ment� rezultatais. Eksperimentams pasirinktas ma-
šin� ir �rengim� detali� gamyboje pla�iai naudo-
jamas plienas 45. 

Skritulinio skerspj�vio strypo tampriai plastinio 
grynojo lenkimo skai�iavimai 

Kaip rodo bandymai [1, 2, 9], plokš�i� pj�-
vi� hipotez� lenkiamiems strypams tinka ir tada, 
kai �tempi� reikšm�s žymiai viršija proporcingumo 
rib�. Taigi, deformacij� pasiskirstymo strypo išilgi-
niame pj�vyje vaizdas bus toks, kaip parodyta 
1 pav. �tempi� pasiskirstymas išilginiame pj�vyje 
parodytas 2 pav. (a), o tampraus ir plastinio defor-
mavimo zonos skersiniame pj�vyje – 2 pav. (b). 
Šiose schemose deformacijos  ir �tempiai e �  iš-
reiškiami santykiniais vienetais ir žymimi br�kšne-
liu virš simbolio:  
 

preee � ,  (1) 
 

pr��� /� ,  (2) 
 

�ia:  ir pre pr�  – atitinkamai proporcingumo ribos 
deformacija ir �tempis. 

Indeksu 1 žymimos visos apkrovimo tipo 
charakteristikos (tempimas arba gniuždymas), kurio 
proporcingumo riba yra mažesn� (  ir 12 prpr ee �

12 prpr �� � ). Tamprumo modulis E  tempimo ir 
gniuždymo atvejais yra vienodas, o statinio defor-
mavimo kreivi� plastini� dali� sustipr�jimai 
�vertinti laipsnio rodikliais  ir . Kaip matyti iš 
1 ir 2 pav., atstumas  gali b�ti išreiškiamas 
santykiniu dydžiu 

1m 2m
y

� : 
Ry 2�� .  (3) 

�ia: R  – strypo skerspj�vio spindulys. Sluoksnio 
Rdyd 2��  plotis b  apskai�iuojamas lygybe: 
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241 ���b .  (4) 
 

Tada skritulinio skerspj�vio strypui galima 
užrašyti normini� �tempim� pusiausvyros ir  
lenkimo momento lygybes [4]: 
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Lenkimo momentas (6) lygyb�je išreiškiamas 

santykiniu dydžiu, t. y.: 
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1 pav. Deformacij� pasiskirstymo lenkiamo strypo 

išilginiame pj�vyje schema 
 

1prM
MM � .  (7) 

 
 

Toliau nustatomos analitin�s �tempi� �  
išraiškos. �vertindami �tempi� neutraliojo sluoksnio 
poslinkius  nuo strypo skerspj�vio simetrijos ašies 
(atstumas 	 ) plastiškai deformuojamiems strypo 
sluoksniams, užrašome lygybes [6]: 
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�ia: �  – santykinis strypo skerspj�vi� pokrypi� 
kampas  ( �� e� ), K  – nevienodo priešinimosi 
tampriai deformacijai koeficientas ( 12 prpr eeK � ). 

Tampriai deformuojamiems strypo sluoks-
niams galioja lygyb�: 
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Taikant (8–10) lygybes, (5) integral� galima 
užrašyti taip: 
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2 pav. �tempi� pasiskirstymo lenkiamo strypo išilginiame pj�vyje schema (a) ir tampri� bei plastini� 

deformacij� zonos skersiniame pj�vyje (b) 
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3 pav. �tempi� pasiskirstymo lenkiamo strypo 

išilginiame pj�vyje schema, kai Ke �2  
 
 

3 pav. pateiktas atvejis, kai silpnesn�je strypo 
pus�je deformacijos viršija , o priešingoje pu-
s�je visi strypo sluoksniai deformuojami tik tamp-
riai. Tai vyksta iki 

1pre

Ke �2 . Toks deformavimas gali 
b�ti išreiškiamas integralu: 
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Iš 1 pav. ir 3 pav. matome, kad santykinis 

atstumas nuo išorinio strypo sluoksnio su �tempi� 
reikšme 1��  iki �tempi� neutraliosios linijos gali 
b�ti apskai�iuojamas lygybe: 
 

	� �� 5,01 .  (13) 
 
Taikant (11) arba (12) ir (13), galima 

nustatyti priklausomyb� 
 ��� f�1 , o žinant, kad 

12e�� , gaunama priklausomyb� 
 �11 ef�� . 
Analogiškai, naudodami �tempi� išraiškas 

(8–10), perrašome (6) integral�: 
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Jei Ke �2  (14) integralas užrašomas 
papras�iau:  
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Gautais integralais galima apskai�iuoti 

skritulinio skerspj�vio strypo, apkrauto tampriai 
plastiniu grynuoju lenkimu, santykinio momento 
M  reikšm�, taip pat kamp� � , arba j� atitinkan�i� 
maksimali� deformacij� e . Prieš tai (13) lygybe 
reikia �vertinti ši� deformacij� atitinkant� poslink� 
	 . 

4 ir 5 pav. pateiktos teorin�s 
 �ef�1�  ir 

 �efM �  kreiv�s iki 9�e , esant tokioms K  ir 

 reikšm�ms: m 0,1�K ; ; ; 1,1�K 1,0�m 2,0�m ; 
3,0�m ; 4,0�m . 
Pateiktos priklausomyb�s gali b�ti 

pritaikytos ir cikliniam tampriai plastinio grynojo 
lenkimo analitiniam tyrimui. Šiuo atveju visose 
lygyb�se deformacijos e  ir �tempiai �  turi b�ti 
pakeisti santykin�mis ciklin�mis deformacijomis �   
�tempias S  , kaip tai rekomenduojama literat�roje 
[9, 10]. 

Kaip matyti iš 4 pav., kai  ir 21 mm � 1�K , 
poslinkis 0�	  ir 501 ,�� . Tokiu atveju lenkia-
mame strype, nepriklausomai nuo deformacijos 
dydžio, �tempi� neutralusis sluoksnis visada 
sutampa su strypo skerspj�vio simetrijos ašimi. 
Taigi, tiek tempimo, tiek gniuždymo diagramos 
plastin� dedam�j� aproksimuojant vienodu laipsnio 
rodikliu , lenkimo momentas gali b�ti 
išreiškiamas taip: 

m
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Teorini� ir eksperimentini� duomen� 
palyginimas 

Skritulinio skerspj�vio stryp� ciklinio 
grynojo lenkimo eksperimentini� tyrim� metodika 
apib�dinta moksliniame pranešime [3].  
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4 pav. Santykinio atstumo nuo išorinio lenkiamo strypo sluoksnio su �tempi� reikšme 1��  iki �tempi� 
neutraliosios linijos priklausomyb� nuo deformacijos, kai: a) 0,1�K ; b)  1,1�K
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5 pav. Skritulinio skerspj�vio strypo, apkrauto grynuoju lenkimu, santykinio lenkimo momento 
priklausomyb� nuo deformacijos, kai: a) 0,1�K ; b) 1,1�K  
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 deformacij� m
veikim

 naudojamas vidutinio anglingumo plie-
nas 45

Šiame straipsnyje pateiktos apkrovimo �ren-
atavimo �tais� schemos bei ginio ir

as, bandini� br�žiniai, eksperiment� atlikimo 
s�lygos. 

Eksperimentams pasirinktas detali� gamybo-
je pla�iai

. Atlikus šio plieno penkis statinio tempimo 
bandymus ir apskai�iavus gaut� rezultat� aritmetin� 
vidurk�, nustatytos pagrindin�s mechanin�s charak-
teristikos, nurodytos 1 lentel�je, nubraižyta �tem-
pi�-deformacij� diagrama tikrose ir santykin�se 
koordinat�se (iki 10�e ), kuri pateikta 6 pav. [6]. 
Naudotos statinio tempimo bandym� �rangos 
aprašymas pateiktas M. Daunio straipsnyje [10]. 

1 lentel�. Plieno 45 mechanin�s charakteristikos 

pr� , MPa 2,0� , MPa u� , MPa 
�tempiai 

3 5 7875 44 6 

pre , % 2,0 , % e u , % eDeforma-
cijos 0,22 0,42 29,3 
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6 pav. Plieno 45 statinio tempimo diagrama 

ia-
ramos plastin�s dedamosio (iki 

 
6 pav. taip pat pateiktas ir deformavimo d

g 8$e ) aproksi-
mavim

�jim
as tiese (1) ir laipsnine funkcija (2). Nusta-

tytas santykinis plieno 45 sustipr o modulis 
176,01 �TG  ( %%11 �TG ) ir laipsnio rodiklis 

330,�m . 
mo skai uose [4–6] tiek tempia-

1

Lenki �iavim
miems, tiek ir gniuždomiems strypo sluoksniams 
buvo taikoma ta pati sustipr�jimo modulio reikšm� 

21 TT GG � . Taikant laipsnin� aproksimavim�
pat laikom m

, taip 
a, kad 21 m� . 

aproksima
ys [4]) tvaizduoti 7 pav. Kaip 

matyt

Analitin�s skritulinio skerspj�vio lenkiamo 
plieninio strypo moment� priklausomyb�s nuo de-
formacijos kreiv�s, taikant tiesin� ir laipsnin� 

cijas, ir eksperimentiniai taškai (0-nio 
pusciklio duomen  a

i, deformacij� ribose 8�e  ir tiesinio, ir 
laipsninio aproksimavimo atveju gauti geri teorini� 
kreivi� ir eksperimentini� tašk� sutapimai. 
 

 
 

7 pav. Grynuoju lenkimu apkrauto plieno 45 skritu-
linio skerspj�vio strypo moment� priklausomy-
b�s nuo deformacijos eksperimentiniai taškai ir 
teorin�s kreiv�s: 1 – taikant tiesin� aproksima-
cij�; 2 – taikant laipsni  aproksimacij� 

Iš

1.
 analiti-

n�s priklausomyb�s. Naudota laipsnin� �tem-
acij� kreiv�s plastin�s dedamosios 

simacija, �vertinti mechanini� medžiagos 

n�
 

vados 

Nustatytos skritulinio skerspj�vio strypo stati-
nio tampriai plastinio grynojo lenkimo

pi�-deform
aprok
charakteristik� skirtumai tempimo ir 
gniuždymo atveju ( 1m , 2m , K ). 
Pateikta skai�iavimo metodika gali b�ti taiko-
ma �tempi� neutraliojo sluoksnio pad�ties po-
ky�iams deformavimo metu ir lenkimo mo-
mento ir didžiausios strype atsirandan�ios de-
formacijos priklauso yb  nu taty

2.

m ei s ti. 
3. Analitiškai apskai�iuotos moment� kreiv�s ge-

rai sutapo su eksperimentiniais taškais. Pateik-
tos priklausomyb�s gali b�ti pritaikytos ir skri-
tulinio skerspj�vio strypo cikliniam grynajam 
lenkimui tirti. 
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ANALYSIS OF CIRCULAR CROSS-SECTION BEAM UNDER ELASTIC-PLASTIC PURE BENDING 

Algis Paulauskas, Serg�jus Rimovskis, Art�ras Sabaliauskas 

Analysis of circular c presented in the paper. A 
simple power relation of stress strain curve in the region of uniform plastic deformation is used. The derived 
mathematical model allows to calculate dimensionles ral axis deviation from symmetry axis of an element 
and di

SK AI PLASTINIO GRYNOJO LENKIMO TYRIMAS 

Algis Paulauskas, Serg�jus Rimovskis, Art�ras Sabaliauskas 

Straipsnyje pateikiam lastiniu grynuoju lenkimu, 
tyrimas. Taikomas deformavimo diagramos plastin�s dedamosios aproksimavimas laipsnine funkcija. Taikant pateikt� 
metodik�, galima nustatyti �tempi� neutraliojo sluok  poky�i� ir lenkimo moment� priklausomybes nuo 
didžiau

�teikta 2008-04-02 
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Summary 

ross-section beam loaded by static elastic plastic pure bending is 

s stress neut
mensionless pure bending moment versus monotonic strain. Theoretical curves of those parameters for different 

material constants were drawn. Results of theoretical analysis are compared with experimental date. 
Key words: pure bending, elastic-power hardening. 

 
 

RITULINIO SKERSPJ�VIO STRYPO TAMPRI

Santrauka 

as skritulinio skerspj�vio strypo, apkrauto statiniu tampriai p

snio pad�ties
si� lenkiamo strypo deformacij�. Nubraižytos teorin�s ši� parametr� kreiv�s, esant skirtingoms medžiagos 

charakteristikoms. Teorini� tyrim� duomenys lyginami su eksperiment� rezultatais. 
Prasminiai  žodžiai: grynasis lenkimas, laipsnin� aproksimacija. 

 
 


