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IVADAS

Aktualumas. Nuo pirmyjy Euklido, jrodZiusio, jog pirminiy skaiciy yra be galo daug,
darby iki dabar matematikus (ir ne tik) domina pirminiy skai¢iy iSsidéstymo naturaliyju skai-
¢iy aibéje problema. Remdamiesi B. Rymano (Riemann) idéjomis ir Rymano dzeta funkcijos
((s) savybémis, de la Valé Pusenas ir Adamaras (nepriklausomai) jrodé, kad pirminiy skaiciy

skaiCius 7(x) turi asimptotika:

7T($)zle/;

p<w

du
log u

(14 0(1)), z— .

Analogiska problema apie pirminiy skaiciy pasiskirstyma aritmetinéje progresijoje k + im (1
kE<l, m=0,%+1,£2,...) sprendé P. Dirichlé (Dirichlet) — jis nagrinéjo funkcijos

mx)= > 1

p<z
p=k(mod 1)

asimptotika, kai (k,l) = 1 ir z — oo. Tokio tipo bei kitiems uzdaviniams spresti prireike
naujy matematiniy objekty — dzeta ir L funkcijy, kurios tam tikroje pusplokstuméje apibre-
ziamos Dirichlé eilutémis -

> ape ., seC.

m=1

Cia {a,, : m € N} — kompleksiniy skai¢iy seka, {\,, : m € N} — nemazéjanti realiyjy skaiciy
seka, tokia, kad nlblillm An = +oo. Tokio tipo eilute vadiname bendraja Dirichlé eilute su
koeficientais a,, ir rodikliais \,,. Akivaizdu, jog kai \,, = logm, turime paprastaja Dirichlé
eilute § om Vystantis mokslui pasirodé, jog tai labai naudingi, taciau ir labai sudétingi
objektgi.:1

Dzeta ir L funkcijy universalumo savybé yra vienas didziausiy fenomeny analizinéje skai-
¢iy teorijoje. Si savybe reiskia, kad analizinés funkcijos gali buti aproksimuojamos duotu
tikslumu dzeta arba L funkcijy postumiais tam tikrose srityse.

1975 m. rusy matematikas S. Voroninas (Voronin) jrodé [21] Rymano dzeta funkcijos

((s) = § nlw o > 1, universaluma, t.y., jog kiekviena tolydi nelygi nuliui skritulyje
{seC :W|L;|1 < 1} funkcija ir analiziné jo viduje norimu tikslumu gali buti aproksimuojama
((s) postumiais.

Voronino atradimas pasirodé gana jdomus, todeél juo susidoméjo daugelis skaiciy teorijos
specialisty. Buvo pastebéta, kad analogiska universalumo savybe turi ir daugelis kity klasi-
kiniy dzeta ir L funkcijy. Be to, Voronino teorema buvo sustiprinta dviem kryptimis. Pirma,
skritulys, kuriame aproksimuojama analiziné funkcija, buvo pakeistas bendresne aibe. Antra,
irodyta, jog funkcijos dzeta postumiy ((s + i7), kurie norimu tikslumu aproksimuoja duota
analizine funkcija, yra be galo daug (apatinis tankis yra grieztai teigiamas). Sis rezultatas

pateikiamas profesoriaus A. Laurin¢iko monografijoje [8].
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Veéliau buvo atrasta, kad dauguma kity klasikiniy dzeta ir L funkcijy taip pat yra uni-
versalios pries tai nurodyta prasme. ISsamiai apie dzeta ir L funkcijy universaluma rasoma
K. Matsumoto apzvalginiame straipsnyje [13]. Universalumo teorijos vystymasis ir jos pri-
taikymas pateikiami 1.1 magistro darbo poskyryje.

Sie ir kiti pavyzdziai rodo, jog démesys dzeta funkcijy universalumui motyvuoja tes-
ti tokio tipo tyrimus. Ivairiose Salyse (Lietuvoje, Japonijoje, Vokietijoje, Kanadoje, Pietu
Koréjoje, Prancuzijoje) isikurusios mokslininky grupés, tirianc¢ios dzeta funkciju universa-
lumo savybes, dar kartg patvirtina apie dzeta funkcijy svarba siuolaikinés skaiciy teorijos

problemy rate.
Moksliné problema. Praktikoje daznai tenka aproksimuoti ir jvertinti analiziniy funk-

cijuy sistemas. Si problema sekmingai sprendziama, remiantis dzeta funkcijy jungtiniu univer-
salumu. Taciau kur kas sudétingesné problema yra jungtinio universalumo nagrinéjimas, kai
aproksimuojancios funkcijos yra skirtingos tam tikra prasme (placiau apie tai 1.2 poskyryje).
Tokios rusies jungtinis universalumas vadinamas misriuoju jungtiniu universalumu.

H. Misu (Mishou) pradéjo nagrinéti jungtinj dzeta funkcijy, turinéiy ir neturinéiy Oile-
rio sandaugos pagal pirminius skai¢ius, universaluma. Jis jrodé [15] jungtine universalumo
teorema Rymano dzeta funkcijai ((s) ir Hurvico dzeta funkcijai ((s,«) su transcenden-
¢iuoju parametru «. Primename, jog ((s,«) pusplokStuméje o > 1 apibréziama eilute
((s,a) = ioj m ir analiziskai pratesiama ] visg C, isskyrus paprasta poliy taske s = 1
su reziduumu 1. Akivaizdu, jog ((s,1) = ((s).

Misu teorema [15]. Tarkime, kad skaicius « yra transcendentusis, Ky, Ko — kompaktinés
juostos D = {S eC: % <o < 1} aibés su jungiaisiais papildiniais, funkcija fi(s) yra tolydi
ir nelygi nuliui aibéje K ir analiziné jos viduje, o funkcija fa(s) tolydi aibéje Ky ir analiziné
jos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

| :
hTrgloréf Tmeas{t € (0,7) Sseulg IC(s+i1) — fi(s)| <&,

sup [((s + i1, ) — fo(s)| < 5} > 0.
s€EKo

Cia meas A zymi macios aibés A € R Lebego mata.
Véliau Misu teorema buvo apibendrinta periodinei dzeta funkcijai ir periodinei Hurvico

dzeta funkcijai, Rymano dzeta funkcijai ir naujyjuy formy dzeta funkcijy rinkimui bei kitoms
funkcijoms [9], [17], [19].

Magistro darbo tikslas — jrodyti misriojo jungtinio universalumo teorema Selbergo
klases L funkcijoms ir periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms.

Siuo atveju jrodysime teorema apie duoty analiziniy funkcijy rinkinio vienalaikj aprok-
simavima L funkcijy, turinc¢iy Oilerio sandauga pagal pirminius skaic¢ius ir Hurvitzo tipo

dzety funkcijy, neturinéiy Oilerio sandaugos, postumiais.



Tyrimo objektas. Tam, kad suformuluotume pagrindinj magistro darbo rezultata, pa-
teiksime nagrinéjamy objekty — Selbergo klasés funkcijy ir periodiniy Hurvico dzeta funkcijy
— apibrézimus.

1989 m. A. Selbergas (Atle Selberg) apibrézé placia paprastuju Dirichlé eiluciy
= Z —, s=o0+1i,
m=1 m?

klase, turincia Oilerio sandauga, analizinj pratesima, Rymano tipo funkcine lygtj ir tenki-
nan¢ia Ramanudzano hipoteze koeficientams a,,. Sig funkcijy klase Zymésime S (iSsamia
informacija apie Sia klase pateikiame 2.1 ir 2.2 poskyriuose). Magistro darbe naudojamos

funkcijos i$ Selbergo klasés, tenkinancios papildoma reikalavima vidurkio kvadratui:

lim — Z la(p)|* = Kk, Kk — teigiama konstanta.
T—00 7'(' p<:):

Tegul b = {b,, : Ny = NUO0} yra kompleksiniy skai¢iy su minimaliu periodu [ € N seka,
oa, 0 < a <1, yra fiksuotas parametras. Tuomet periodiné Hurvico dzeta funkcija ((s, o, b)

pusplokstumeéje o > 1 apibréziama eilute

oo bm
C(s,a,b) = z_: it o)

Kadangi koeficientai b, yra periodiniai, tai pusplokstuméje o > 1 galioja lygybé

C(s, 0, b) lls meg( m”‘)

kuri duoda funkcijos ((s,a, b) analizinj pratesima i visa kompleksing plokStuma, isskyrus

taskg s = 1, kuris yra paprastas polius su reziduumu 1.

Jeigu b = 0, tai ((s, a, b) yra sveikoji funkcija. Kai b,, = 1 ir [ = 1, tuomet ((s, o, b) virsta
Hurvico dzeta funkcija.

Magistro darbe nagrinésime rinkinj ((s, a;; a;), kur 0 < a; < 1ir aj; = {an; : m € No}

yra periodinés kompleksiniy skaiciy sekos su minimaliu periodu ¢; € N, j = 1,...,r, | =
1,...,l;. Be to, tegul ¢; yra maziausias bendras sekos gj1, . . . ,g;;, kartotinis ir
a1 Qg2 -.. Q141
a9251 A252 ... Q24].
A = j j il
Qgjj1 Qg;52 -+ Qgjjl;

Platesne informacija apie ((s, a, b) pateikiame 2.3 ir 2.4 poskyriuose.
Tegul K, yra kompaktiniy juostos D, = {5 €cC:or<o< 1}, kur o, = max {;, 1 -

dlL}, aibiy su jungiaisiais papildiniais klasé, o Hy.(K') — tolydziu, nelygiy nuliui ir analiziniy
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srities K viduje funkcijy klase, K € K. Be to, tegul I yra kompaktiniy juostos D = {s S

2
funkcijy klasé, K; € K.

C:l<o< 1} aibiy su jungiaisiais papildiniais klasé, o H(Kj) — tolydziy ir analiziniy

Pagrindiné teorema. Tarkime, kad L € S ir tenkina sqglyge: lim —~ 3 |a(p)|? = &,

T—00 TF(Q?) p<x

k — teigiama konstanta. Tegul skaiciai an,...,q, yra algebriskai nepriklausomi virs Q ir
rank (A;) =1;,j =1,..., r. Be to, tequl K € K. ir f(s) € Hye(K), 0 K; € K ir fj(s) €
H(Kj), visiems j=1,....rirl=1,...,1;. Tuomet su kiekvienu ¢ > 0

1
lim inf T meas{T € [0,T] :sup |L(s+iT) — f(s)| < ¢,

T—o0 seK

sup sup sup |((s+ i, a5 a;) — fu(s)] < 6} > 0.
1<5<r lglglj SEKJ'Z

Akivaizdu, kad pagrindiné teorema apima ankstesnius matematiky darbus [4], [6], [9],
[11], [12], [17], kur vietoje Selbergo klasés funkciju buvo nagrinéjama Rymano dzeta funk-
cija, paraboliniy formy, naujyjy formy dzeta funkcijos, ar normuotos paraboliniy formy L
funkcijos su sasukomis.

Svarbu akcentuoti tai, jog Siuo atveju galime pateikti ir parametry o pavyzdj. Tarkime,

jei r = 2, tokiu atveju
a1 = 27%, Qg = 27%,

nes jrodyta [3], kad skaiciai oy = 2V2 i1 qp = 2 V4 yra algebriskai nepriklausomi virs Q.

Tyrimo metodai. Magistro darbe gauty universalumo teoremy jrodymui naudotas
iSvystytas tikimybinis metodas, paremtas ribinémis teoremomis apie silpnajj tikimybiniy
maty konvergavimg. Sis metodas sujungia mato ir ergodinés teorijy elementus. Naudojama
ir Mergeliano teorema.

Darbo struktura. Magistro darbg sudaro jvadas, trys skyriai, iSvados, literaturos sg-
rasas bei santraukos lietuviy ir angly kalbomis. Apibrézimai, teoremos ir formulés Zymimos
skaiciais, nurodant skyriaus bei objekto numerj skyriuje.

Aprobacija. Magistro darbo rezultatai pristatyti Studenty moksliniy darby konferenci-
joje 2019 m. gruodzio 20 d. Siauliy universitete.



1. UNIVERSALUMO SAMPRATA IR REZULTATAI

Siame skyriuje pateikiama universalumo samprata, aptariami jungtinio ir misriojo jung-

tinio universalumo atvejai, pagrindziantys magistro darbe gauto rezultato svarba.

1.1. Dzeta funkcijy universalumo teorija ir jos taikymas

Trumpai aptarsime universalumo savoka. Pirmaji universalumo rezultata 1914 metais

gavo M. Feketé (Fekete). Jis jrodé, jog egzistuoja tokia realioji laipsniné eiluteé
> apa™, ze[-1;1], (1.1)
m=1

kuri diverguoja su visomis x # 0 reikSmémis, ir Sis divergavimas yra toks blogas, kad su
kiekviena tolydzia funkcija f(z),z € [—1,1], f(0) = 0 egzistuoja tokia didéjanti teigiamy
sveikyjy skaiciy n; seka, kad

lim Y apa™ = f(z)

k—
 m<ny,

tolygiai, kai = € [—1,1]. Akcentuosime tai, kad jrodytas tik 1.1 eilutés egzistavimas, taciau
néra zinoma jos iSreikstiné forma. Véliau rasta daug universaliy tam tikra prasme objektuy,
taciau isreikstiniu pavidalu jie nebuvo pateikti.

1975 metais S. M. Voroninas (Voronin) pateiké [21] pirmajj iSreikstinj universaly tam

tikra prasme objekta — Rymano dzeta funkcija ((s), kuri pusplokstumeéje o > 1 apibréziama

eilute ((s) = X nis ir yra analiziSkai pratesiama j visa C plokStuma. Jis jrodé toliau
0

pateikta teorem@:.

1.1 teorema. Tequl 0 <r < %, f(s) yra tolygi ir nejgyjanti nuliy skritulyje |s| < r funkcija
bei analiziné to skritulio viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0, egzistuoja toks realusis skaicius
T =1(¢), kad

max C(S—Fi—FiT) — f(s)| <e.

Sis rezultatas rodo, kad plati analiziniy funkcijy klasé juostoje % < o < 1 gali buti
aproksimuojama tolygiai spindulio r skrituliuose Rymano dzeta postumiais (s + 7). Siuo

metu zinoma kur kas bendresné Voronino teoremos versija, kurig pateiké A. Laurincikas [8].

1.2 teorema [8]. Tegul K yra juostos
1
D:{SEC:2<J<1}

kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, o f(s) yra tolydi ir nejgyjanti nuliy aibéje K

funkcija bei analiziné aibés K viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

liminf; meas{T € (0,7 : sup |((s +iT) — f(s)| < e} > 0.

T—oo seK



Si nelygybé leidzia teigti, jog yra be galo daug realiyjy skai¢iy 7, kad kiekviena duota
analiziné funkcija norimu tikslumu gali buti aproksimuojama Rymano dzeta funkcijos postu-
miais ((s + i7), tiksliau, tokiy postumiuy 7 aibés apatinis tankis yra teigiamas. 1.2 teorema

turi ir diskretyjj analogg.

1.3 teorema. Tegul h > 0 yra fiksuotas skaicius, o K ir f(s) yra tokie pat, kaip ir 1.2

teoremoje. Tuomet su kiekvienu € > 0

#{O <m < N :sup|((s+imh) — f(s)] < 5} > 0.

lim inf L
T—oo N +1 seK

Voroninas pastebéjo, jog ir kai kurios kitos dzeta ir L funkcijos taip pat turi panasia
aproksimavimo savybe, jis jrodé ir Dirichlé L bei Hurvico dzeta funkcijy su racionaliuoju
parametru universaluma. Voronino tyrimus tesé S. M. Gonekas (Gonek), B. Bagéis (Bagchi),
K. Matsumotas (Matsumotas), J. Staudingas (Steuding), A. Laurincikas ir kiti.

Be to, Liniko - Ibragimovo (Linnik - Ibragimov) hipotezé teigia, kad funkcijos tam tikro-
je plokstumoje apibréZiamos Dirichlé eilute, analiziskai pratesiamos j kaire nuo absoliutaus
konvergavimo pusplokstumés ir tenkinancios kai kurias naturalias augimo sglygas, yra uni-
versalios Voronino prasme.

Dabar, pra¢jus jau daugiau kaip 40 mety po teoremos publikavimo 1975 m., anot K.
Matsumoto [13], galime iSskirti tris pagrindinius universalumo teorijos plétojimo etapus:
1975-1987 m., 1996-2007 m., 2007 m.— dabar.

Pirmagjame etape Voronino atradimas buvo visiskai naujas konceptas skaiciy teorijoje.
Voronino jkvépti matematikai bandé sukurti jvairius apibendrinimus, analogijas ir patobu-
linimus dzeta funkcijy universalumo teorijoje. Pirmajame plétojimo etape buvo pasiekti sie
rezultatai: jungtinis universalumas; stiprusis universalumas (Hurvitzo dzeta funkcijoms);
stiprusis pasikartojamumas; diskretus universalumas; y-universalumas; hibridinis universa-
lumas.

Kai kurie pirmajame universalumo teorijos laikotarpyje nagrinéti klausimai ir aspektai
buvo isplétoti tik vélesniame laikotarpyje. Taip nutiko, nes daug Voronino, Bagci ir Goneko
darby buvo tiesiog nepublikuoti. Tuo galime paaiskinti ir laikotarpj tarp 1987 ir 1996 metuy,
kai publikacijy dzeta funkcijy universalumo tema buvo ypa¢ mazai.

Antrajame, Matsumoto [13] iSskiriamame etape, pastebime svary proverzj, kuris padé-
jo pamatus dabartinei dzeta funkcijy universalumo mokyklai Lietuvoje. Jvade minéta, 1996
metais publikuota Laurin¢iko monografija [8] mokslo pasauliui atskleidé niekur nepublikuoty
Bag¢i darby detales ir praplété universalumo teorijos supratima. Siame darbe Laurincikas
irodo ribines teoremas Rymano dzeta ir Dirichle L-funkcijoms, reikalingas siy funkcijy uni-
versalumo jrodymams. Antrojo etapo metu daug profesoriaus Laurinc¢iko studenty pasirinko
tyrinéti jvairiy dzeta funkcijy universalumo savybes, taip suformavo dabar jau visame pasau-
lyje zinomg Lietuvos dzeta funkcijy tyrimo mokykla. Siame etape pagrindiné mokslininky

uzduotis buvo praplésti dzeta ir L funkcijy klase, turinciag universalumo savybe.



Treciasis etapas. Dabar universalumo teorija plétojama jvairiomis kryptimis. Paskuti-
niu metu nagrinéjamas misrusis bei sudétinis universalumai. Kartu atsiranda vis daugiau

universalumo teorijos krypciy bei pritaikomumo galimybiy.

Taikymas. S. M. Voronino atrastas dzeta funkcijy universalumas taikomas daugelyje
teoriniy ir praktiniy uzdaviniy. I$ universalumo teoremy isplaukia funkcinis nepriklausomu-
mas, kurj dar 1900 m. numaté garsus matematikas D. Hilbertas. Funkcijos ((s) atveju,
tai reiskia, kad su tolydZiomis funkcijomis Fy, Fi, ..., Fxn, : C*™' — C, kurios ne visos yra

tapatingai lygios nuliui, {(s) netenkina jokios diferencialinés lygties

3B (G065 20, s

Dzeta funkcijy universalumas gali buti taikomas ty funkeijy nuliy pasiskirstymo tyrimui. Nu-
statyta, jog tam tikrais atvejais egzistuoja rysys tarp kartotiniy dzeta funkcijy universalumo
ir nuliy.

Funkcijos ((s) universalumas buvo pritaikytas kvantinéje mechanikoje aptinkamiems in-
tegralams pagal analizines kreives jvertinti [2]. Universalumas yra glaudziai susijes su sa-
viaproksimavimu, taigi ir su Rymano hipoteze. Yra zinoma, kad Rymano hipotezé yra
ekvivalenti tvirtinimui, kad funkcija {(s) gali buti aproksimuojama jos pacios postumiais
((s +i7). Tokio tipo rezultatus gavo T. Nakamura ir L. Pankovskis, Lietuvos matematikai

R. Garunkstis ir E. Karikovas.

1.2. Jungtinis misrusis dzeta funkcijy universalumas

Magistro darbe nagrinéjamas jungtinis misrusis dzeta funkcijy universalumas, kai viena
is funkcijy turi Oilerio sandauga pagal pirminius skaicius, o kita — ne. Pirmuosius rezulta-
tus, patvirtinan¢ius misriojo universalumo egzistavima, gavo Misu [15], véliau Sanderis su
Staudingu [19].

Taciau pirmiausiai priminsime, jog dzeta funkcijy universalumo savybé gali buti apibend-
rinta baigtiniam analiziniy funkcijy rinkiniui, aproksimuojant ji dzeta funkcijy postumiais,
tokiu atveju turime taip vadinama jungtinj universaluma. Pirmuosius jungtinio universalu-
mo rezultatus taip pat pateiké Voroninas Dirichlé L funkcijoms.

Tegul x yra Dirichlé charakteris moduliu ¢. Priminsime, jog Dirichlé L funkcija L(s, x)

pusplokstumeéje o > 1 apibréziama eilute

Lis) = 3 X

s
m=1 m

ir, kai x yra ne pagrindinis charakteris, ji yra analiziskai pratesiama j sveikaja funkcija. Kai

X = Xo yra pagrindinis charakteris moduliu g,

Lo xo) =) T (1- ).

plg



L(s, xo) yra meromorfiné funkcija, turinti paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu

n(i-)

plg p

Be to, pusplokstumeéje o > 1, funkcija L(s, x) gali buti isreiskiama Oilerio sandauga pagal

pirminius

Liso) =TI (1 B x(p)>‘1‘

pS

p

Priminsime, jog Dirichle charakteriai xy; moduliu ¢; ir x2 moduliu ¢ vadinami ekvivalenciais,
jei jie yra generuojami to paties primityvaus charakterio. Pateikiame Voronino jungtinio

universalumo teorema Dirichle L funkcijoms.

1.4 teorema. Tarkime, x1,..., X, yra poromis neekvivalentus Dirichlé charakteriai. Be to,
tequl K; C D yra kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, o f;(s) yra tolydi ir nejgyjanti
nuliy aibéje K; bei analiziné aibés K; viduje funkcija, 7 = 1,...,r. Tuomet su kiekvienu
e>0

lim inf ;meas {T € [0,7] : sup sup |L(s+i7,x;) — fi(s)] < 5} > 0.

T—o00 1<j<r s€Kj

Jungtinio universalumo savybé jrodyta ir kity dzeta funkcijy rinkiniams, pavyzdziui,
Hurvico dzeta funkcijoms bei periodinéms dzeta funkcijoms, be to, daugelis darby skirta
jungtiniam periodiniy Hurvico dzeta funkcijy universalumui nagrinéti. Plac¢iau apie tai K.
Matsumoto apzvalgoje [13].

Akivaizdu, jog jungtinio universalumo teoremose aproksimuojanciosios dzeta funkcijos tu-
ri buti tam tikra prasme nepriklausomos. Pavyzdziui, Voronino teoremoje Dirichlé L—funkcijy
nepriklausomumas nusakytas Dirichlé charakteriy neekvivalentumu, o Hurvico dzeta funk-
cijy atveju reikalaujama parametry aq, ..., a, algebrinio nepriklausomumo vir$ racionaliyjy
skaiciy kuno Q.

Voronino universalumo teoremoje Rymano dzeta funkcijai reikalaujama, kad aproksi-
muojama funkcija nejgyty nuliy aibéje K, o Hurvico dzeta funkcijai su transcendenciuoju
parametru « Sis reikalavimas néra butinas. Tai paaiskinama galimybe nagrinéjama funk-
cija isreiksti Oilerio sandauga pagal pirminius skaicius ({(s) atveju) arba tokios galimybes
nebuvimu ({(s, ) atveju).

Jungtinis dzeta funkcijy, turin¢iy bei neturinciy Oilerio sandaugos pagal pirminius, uni-
versalumas vadinamas misriuoju jungtiniu universalumu. Pirmaja tokio tipo teorema
funkcijoms ((s) ir (s, «) jrodé H. Misu (Mishou) [15]. Tegul D = {s eC:i<o< 1}.

1.5 teorema. « yra transcendentinis skaicius. Tegul K1 C D ir Ko C D yra kompaktiniai
poaibiai su jungiaisiais papildiniais, funkcija fi(s) yra tolydi ir nejgyjanti nuliy aibéje K

bei analiziné aibés Ky viduje, o funkcija fo(s) yra tolydi aibéje Ky ir analiziné jos viduje.



Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf Tmeas{T € [0,T] : sup |[¢(s+iT) — fi(s)] <,

T—o0 seKq

sup |((s + i1, ) — fa(s)| < 5} > 0.

seKo
Taciau (s, ) su algebriniu iracionalivoju parametru iki Siol yra atviras klausimas. Véliau
Misu teorema buvo apibendinta periodinéms dzeta bei periodinéms Hurvico dzeta funkci-

joms.

2. SELBERGO KLASE IR HURVICO DZETA FUNK-
CIJA

Magistro darbe jrodoma jungtiné misriojo universalumo teorema L funkcijoms ir Hurvico
dzeta funkcijoms. Siame skyriuje pateikiami nagrinéjamy objekty apibrézimai, pristatomi

zinomi rezultatai, susije su nagrinéjamy funkcijy reikSmiy pasiskirstymu.

2.1. Selbergo L funkcijy klasé ir poklasis

Siame poskyryje iSsamiau susipazinsime su vienomis iS aproksimuojanciy funkcijy, api-
bréziamomis paprastosiomis Dirichlé eilutémis
> a
m
L(s)= > seC,

s’
m:lm

ir tenkinanciomis Siuos reikalavimus:
+ kiekvienam € > 0, a(m) < m® (RamanudZano hipotezé);
* egzistuoja sveikasis skaicius r > 0 toks, kad (s — 1)"L(s) yra sveikoji baigtiné funkcija
(funkcijos turi analizing pratesimq);

« teigiamiems sveikiesiems skaiciams @) ir \; bei kompleksiniams skaic¢iams 1, Rp; > 0,

irw,jwl=1, j=1,...,1, funkcija
I
Ar(s) = L(s)Q* [T T(Njs + 1)

j=1

tenkina funkcine lygt;
AL(s) =wAL(1 —73),
o turi Oilerio (L. Euler) sandaugq, t.y., egzistuoja skaiciai b(p®), tenkinantys jvertj

b(p™) < p™?, su tam tikrais 6 < 3 tokiais, kad

L(s) = Hexp{ i b }

(6 2]
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Kaip jau minéjome jvade, tokia funkcijy klasé vadinama Selbergo vardu (zymésime S).
Pirmiausia iSsamiau aptarsime reikalavimus Selbergo klasés funkcijoms bei pateiksime juos
tenkinanciy funkcijy pavyzdziy.

RamanudZano hipotezé teigia, jog kiekvienam e > 0, a(m) < mc. Jei tenkinama $i
hipoteze, Dirichlé eiluté konverguoja absoliuciai pusplokstuméje o > 1 ir tolygiai kiekvie-
name kompaktiskame poaibyje. Tuomet, pagal Vejerstraso teorema, funkcija yra analiziné
pusplokstumeéje o > 1, o tai suteikia teise kalbéti apie analizinj pratesima.

Analizinio pratesimo sglyga (jog egzistuoja sveikasis skaicius r» > 0, toks kad (s — 1)"
L(s) yra sveikoji baigtinés eilés funkcija) nurodo, kad egzistuoja maziausiai vienas polius,
kuris yra taske s = 1. Niekas nepasikeisty, jei turétuméme daugiau poliy (ant tiesés o = 1).
Taigi, pakanka nagrinéti funkcijas su maziausiai vienu poliumi taske s = 1.

Reikalavime, jog teigiamiems sveikiesiems skaiciams () ir A; bei kompleksiniams skaic¢iams
pi, Ry >0, ir w, jw| =1, j = 1,...,1, funkcija A(s) = L(s)Q° é.le()\js + ;) turi
tenkinti funkcine lygti Ar(s) = wAr(1 — 3), apribojimas Ry, kiles i§ Maso (Maass) teorijos.

Priminsime, jog funkcijos L(s) trivialus nuliai pasiskirste « faktoriaus poliuose:

p:_“f';r, k=012,..., j=12,...1,
J

t.y., guli pusplokstumeéje o < 0. Kai p = 0, turime nagrinéti atskirai, atsizvelgdami j galimus
polius taske s = 1.
Pavyzdziui, Rymano dzeta funkcija, Dirichlé L funkcijos tenkina sj reikalavimg, jy fun-

kcinés lygtys uzrasomos lygybémis:

7 (5)ols) =7 T - 5

s+6

15+5F<1_;+5)L(1 sy @'6\/3<7T>5p<s +6>L(S,X).

@)
d Y \d

¢ia x(m) — primityvus Dirichlé L funkcijos charakteris moduliu d.

Oilerio sandaugos egzistavimo sglyga yra butina (bet nepakankama) salyga Rymano hi-

potezei. IS pirmo zvilgsnio salyga 6 < % atrodo kiek nenaturali, taciau jei § = % buty
galimas, funkcija
1-s - (_1)n71
(1-2)0(s) = 32—
m=1

priklausyty klasei S, bet tai akivaizdziai pazeidzia Rymano hipoteze. Be to, i§ funkcijos
israiskos Oilerio sandauga akivaizdu, kad joks Selbergo klasés elementas néra lygus nuliui
absoliutaus konvergavimo pusplokstuméje o > 1.

Apskritai nuliy pasiskirstymo Selbergo klaséje klausimai yra esminiai. Pavyzdziui, vis
dar nezinoma, ar L(1 + it) # 0, visiems ¢t € R.

Jei kuris nors is pateikty apribojimy buty iSmestas, gauta platesné klasé apimty Dirichlé
eilutes, kurios priestarauja Rymano hipotezei.

Selbergo klasei priklauso daug dzeta ir L funkciju, pavyzdziui:

11



e Rymano dzeta funkcija

o Dirichlé L funkcijos

L) = 32 X (1= X2

o’ ms " ps
¢ia x — charakteris i§ multiplikatyviosios grupés Z*,. Akivaizdu, jog ((s) yra specialus

L(s, x) atvejis, atitinkantis charakterj moduliu 1.

o Hekés L funkcijos

Lk(s,x) :ZN(I)S , o>1,

susietos su algebriniy skai¢iy lauku K. Cia I perbéga nenulinius idealus sveikyjy skai-
¢iy ziede i§ K; N(I) zymi I norma, o y — baigtinés ar begalinés eilés Hekés charakter].
Kai K = @, Lk(s,x) susiveda i L(s,x).

« Holomorfiniy moduliniy formy F' Hekés L funkcijos (su atitinkamais apribojimais ir

normavimu)

L(s) = mf:l C(W’:) 11 (1 B 04(1?))‘1(1 B Oé(p))‘l’

m 5 s ps
¢ia ¢(p) = a(p) + B(p), F(z) yra holomorfiné moduliné forma, o c¢(m) — jos Furje

koeficientai.

o Artinio L funkcijos priklauso aibei S, jei teisinga Artinio hipotezé.

Visi zinomi funkcijy i$ Selbergo klasés pavyzdziai yra automorfinés arba hipotetiskai

automorfinés L funkcijos.

Kaip jau minéjome jvade, Selbergo klasé yra pakankamai plati ir sudétinga, todél dau-
guma matematiky, kaip Bombieris, Konris, Gosas, Heihalas, Perelis, Staudingas, nagrinéja
tam tikrus klasés S poklasius. Aptarsime viena i$ jy — J. Staudingo apibrézta Selbergo
klasés poklasj, kurj autorius zymi S [20].

Funkcijos L € S C S, jei jos tenkina papildomus reikalavimus:

o Funkcijos turi polinomine Oilerio sandaugq, t.y., kiekvienam pirminiam p ir j =

1,..., k egzistuoja kompleksiniai skaiciai c;, tenkinantys salyga |c;(p)| < 1, tokie, kad

L) = TI1] (1- ij(f)l)

p j=1

Sis reikalavimas nusako koeficienty a,, multiplikatyvuma ir tai, jog kiekvienas Oilerio fakto-
rius gali buti iSreiskiamas Dirichle eilute. Salyga |c;(p)| < 1 pakei¢ia Ramandzuano hipoteze

Selbergo klaséje.
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o Apréztas vidurkio kvadratas, t.y., egzistuoja teigiama konstanta k tokia, kad

lim —— Z la(p)|* = &, (2.1)

1
T—00 ﬂ(x) <z

kur

m(z)=>_ 1.

p<z
Sis reikalavimas parodo, jog egzistuoja be galo daug pirminiy skaiciy, kuriems (ne visiems)
c;(p) artéja i nulj. Be to, Sis reikalavimas artimai susijes su Selbergo prielaidomis. Jei
papildomai tarsime, kad vidurkio kvadrato hipotezéje k € N, sumuodami dalimis, gausime

silpna Selbergo hipotezés versija, t.y.:

2
Z ()] ~ kloglog x.

p<z

Nesunku pastebéti, jog poklasiui S priklauso §ios funkcijos: Rymano dzeta funkcija, ¢ (s),
Dirichlé L funkcijos L(s, x) su primityviu charakteriu y, Hekés L funkcijos Lg(s, x), nor-
muotos L funkcijos, susijusios su naujausiomis formomis, Dedekindo dzeta funkcija (x(s) =

S ﬁ, Rankino - Selbergo L funkcijos.
T

Darbe nagrinésime poklasio S plétinj — Selbergo klases funkeijy, tenkinandiy salyga koe-
ficientams a(p),p € P, elgesj.
Svarbu pabrézti, kad Sis poklasis nesutampa su jokia kita funkcijy klase, kuriai jau kada

nors yra gautos misriojo universalumo teoremos.

2.2. Selbergo klasés L funkcijy reikSmiy pasiskirstymas

Siame skyriuje charakterizuosime funkcijy L(s) i$ klasés S, apibréztos 2.1 skyriuje, asimp-
totinj elges;j.
Funkcijos L(s) laipsnis d;, apibréziamas lygybe
dL — 2 Z )\j,
j=1

¢ia skaiciai A\; imami i$ funkcijos L(s) funkcinés lygties. Tegul

1 1
DOZ{SEC:maX(2’1_dL><U<1}'

Zinoma [18], kad d, > 1, kai 1 # L € S. Vadinasi, D, € {s eC: % <o< 1}.

Ribine teorema funkcijoms L € S analiziniy funkcijy erdvéje H(D) jrodé J. Staudingas
[20]. Tegul (92, B(w), m(H)) yra tikimybiné erdve. Sioje tikimybinéje erdvéje apibréziame
H(Dg) reiksmj atsitiktinj elementa Lg(s,w) formule

Lo(sw) =] ﬁ (1 — Cj(})):)(]?)>_1’ w e Q.

p j=1 p
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2.1 teorema [20]. Tarkime, kad L € S. Tuomet
1
TmeaS{T € [0,T]: L(s + i) € A}, A€ B(H(Dy)),

kai T — oo, silpnai konverquoja i atsitiktinio elemento Lo(s,w) skirsting.

Kadangi Selbergo klasé yra meromorfiniy funkcijy, turinciy r-os eilés poliy taske s = 1,
klase, funkcijy L(s) asimptotinés savybés geriausiai nusakomos ribinémis teoremomis mero-

morfiniy funkeijy erdvéje. Tokio tipo ribiné teorema jrodyta [12] straipsnyje.

1 1
D:{SGC:J>maX(2,1—dL>},

o M (D) yra meromorfiniy srityje D funkcijy erdvé su tolygaus konvergavimo kompaktuose

Tegul

topologija. Be to, tegul L(s,w) yra H(D)-reikSmis atsitiktinis elementas, apibréztas ta pacia
formule, kaip ir elementas Lo(s,w). Kitaip tariant, Lo(sw) yra elemento L(s,w) siaurinys

juostoje Dy. Tuomet rezultatai i$ [12] straipsnio formuluojami Sitaip.

2.2 teorema [12]. Tarkime, kad L € S. Tuomet

;meas{T €[0,T]: L(s +iT) € A}’ A e B(M(D)),

kai T — oo, silpnai konverquoja j atsitiktinio elemento L(s,w) skirsting.

Akivaizdu, jog i$ 2.2 teoremos iSplaukia ir ribiné teorema funkcijoms L(s) kompleksinéje

plokstumoje. Pusplokstumeéje

apibréziame

L) =TI (1 - ‘W>_l.

o j=1 p
Tuomet L(o,w) yra kompleksines reikSmes jgyjantis atsitiktinis elementas, apibréztas tiki-
mybinéje erdvéje Q, B(w), m(H)).

2.3 teorema [12]. Tarkime, kad L € S ir o > 0. Tuomet

1

Tmeas{t € [0,T): Lio +ir) € A}, A€ B(C),
kai T — oo, silpnai konverquoja i atsitiktinio elemento L(o,w) skirsting.

Universalumo savybe praplésto Selbergo klasés poklasio S funkcijoms jrodé H. Nagosis
(Nagoshi) ir J. Staudingas [16].
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2.3. Periodinés Hurvico dzeta funkcijos

Kita magistro darbe nagrinéjama funkcijy grupé — periodinés Hurvico dzeta funkcijos su
skirtingais koeficientais. Periodine Hurvico dzeta funkcijg 2006 m. apibrézé A. Laurincikas
ir A. Javtokas [5]. Papras¢iausia dzeta funkcija, neturinti Oilerio sandaugos, yra klasikiné
Hurvitzo dzeta funkcija (s, o). Hurvico dzeta funkcija 1887 m. apibrézé ir pradéjo nagrinéti
Hurvicas (A. Hurwitz). Funkcija (s, «) néra tiesiogiai susijusi su pirminiais skaiciais, taciau
ji yra gana jdomus analizinis objektas, priklausantis nuo parametro, ir aptinkama algebrinéje
skaiciy teorijoje. Priminsime jos apibrézima.

Tegul o, 0 < o < 1 yra fiksuotas parametras, tuomet Hurvitzo dzeta funkcija ((s, a)
pusplokstumeéje o > 1 yra apibréziama Dirichle eilute

o0

=2 ¢

m=0 m + (I)
ir gali buti meromorfiskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma, iSskyrus taska s = 1,
kuriame yra paprastas polius su reziduumu 1. Aisku, kad ((s, 1) = {(s).

Apibendrinta ((s, «) funkcija yra periodiné Hurvico dzeta funkcija. Tegul
a={an,:meNy=NU{0}}

yra periodiné kompleksiniy skaic¢iy seka su minimaliu periodu ¢ € N. Periodiné Hurvico
dzeta funkcija ((s, a, a) pusplokstumeéje o > 1 yra apibréziama eilute

o

(s, @, 0) Zm+a)

m—O
Kadangi koeficientai yra periodiniai, tai pusplokstuméje o > 1 galioja lygybeé

q—1
((s,a,a) = qls Z amC (3, m;-Oé> .

m=0

Tai dar karta jrodo meromorfinj pratesimag j visa kompleksine plokstuma, isskyrus, galbut,

taska s = 1, kuris yra paprastasis polius su reziduumu 1.

q—1
def 1
q m=0

Jeigu a = 0, tai funkcija ((s, o, a) yra sveikoji funkcija. Kai a,,, = ir ¢ = 1, tuomet ((s, a, a)

virsta (s, a).

2.4. Periodiniy Hurvico dzeta funkcijy reiksmiy pasiskirstymas

Pirmosios universalumo teoremos periodinei Hurvico dzeta funkcijai buvo jrodytos 2006 m.

A. Laurinc¢iko ir A. Javtoko. Pats paprasciausias rezultatas pateiktas [5] straipsnyje.
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2.4 teorema [5]. Tarkime, kad skaicius o yra transcendentusis. Tegul K yra juostos D =
s e C: % >0 > 1} kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, o f(s) yra tolydZioji
funkcija aibéje K ir analiziné aibés K viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf T meas{T € [0,7] : sup |((s +iT,a,a) — f(s)| < e} > 0.

T—o00 scK

Cia labai svarbu akcentuoti tai, jog aproksimuojamoji funkcija nebutinai turi nevirsti
nuliu. Periodiniy Hurvico dzeta funkcijy universalumas jau yra nagrinétas ne viename darbe.
Bendriausias rezultatas buvo gautas A. Laurin¢iko ir S. Skerstonaités straipsnyje [9]. Kai
jg=1,...,7 tegul ;;,0 < a; <1, yra fiksuotas parametras, {; € N, ir, kai j =1,...,r, [ =
L,..., 1, tegul aj = {am;j : m € Ny} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka su minimaliuoju

periodu kj;, o ((s, o, a;;) yra atitinkama periodiné Hurvico dzeta funkcija. Be to, tegul

L(ag,...,ap) = {log(m +a;) :m e Ny, j=1,...,r},

o k;j yra periody kj1,...,kj;,7 = 1,...,r, bendras maziausias kartotinis. Apibréziame mat-
rica
aij1 A2 ... Q14
Qgj1 Q252 .. A2, .
A= , J=1....r
Uit Ahjg2 - Gyl
2.5 teorema [9]. Tarkime, kad sistema L(oq, ..., ) yra tiesiskai nepriklausoma virs ra-

cionaliyjy skaiciy kuno Q ir rank(B;) =1;,j =1,...,r. Visiems j=1,...,r,irl=1,...,1;,
tequl K yra juostos D kompaktinis poaibis su jungivoju papildiniu, o fj(s) yra tolydZioji
funkcija aibéje K ir analiziné aibés Kj; viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

o1 . .

lim inf meas{T €[0,7]: sup sup sup |((s+iT,af;a;) — fu(s)| < 5} > 0.

T—oo T 1<<r 1<I<l; s€Kj,

2010 m. J. Genys, R. Macaitiené, S. Rackauskiené ir D. Siau¢itinas jrodé misriojo jung-

tinio universalumo rezultata periodiniy Hurvico dzeta funkcijy bei Rymano dzeta funkcijos

rinkiniui.

2.6 teorema [4]. Tarkime, kad skaiciai o, . ra algebriskai nepriklausomi virs Q ir rank
(A)=10l,5=1,....r. Kaijg=1,....rl =1,...,1;, tequl K;; yra juostos D kompaktinis
poaibis su jungiuoju papildiniu, o fj(s) yra tolydZioji funkcija aibéje Kj; ir analiziné aibés
K, viduje. Be to, tegul K C D yra kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, o f(s) yra
tolydzioji nejgyjanti nuliy funkcija aibéje K ir analiziné aibés K viduje. Tuomet su kiekvienu
e>0

lim inf ;meas{f € [0,T] : sup (s +iT) — f(s)] <,

T—oo scK

sup sup sup |((s+i7, a5 a;) — fiu(s)] < 8} > 0.
1<j<r 1<I<l, s€K
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Pastebime, kad jungtiniam misriajam universalumui nepakanka reikalauti aibeés L(aq, . . ., o)
tiesinio nepriklausomumo. Tam reikalaujama skaiciy rinkinio aq, ..., q, algebrinio nepri-
klausomumo virs Q.

Misriojo universalumo teoremos jrodymas yra pagristas jungtine ribine teorema tikimy-
biniams matams analiziniy funkcijy erdvéje. Si teorema pati yra gana svarbi analizinéje

skaiciy teorijoje. Tegul

H"(D) = H(D) x ... x H(D), vzizjﬂ.

Be to, tegul
Q:H'Yp ir Q= H’Yma
p m=0
¢ia vy, = v ir 7, = 7y atitinkamai visiems pirminiams p ir visiems m € Ny. Apibréziame
Q=0x0 x...xQ,

¢ia 2; = 2, kai j = 1,...,r. Tuomet pagal Tichonovo teorema, 2 yra kompaktiné to-
pologiné Abelio (Abel) trupé, todél gauname tikimybine erdve (2, B(Q),my), ¢ia my yra
tikimybinis Haro matas erdvéje (2, B(2)). Tegul &(p) yra elemento & € O projekcija i 7,,
0 w;(m) yra elemento wj € €2; projekcija i 7,,. Dél trumpumo, tegul a = (aq,...,q,),
b= (bi1,---y b1y, bp1y .-, by, ). Tikimybingje erdveje (2, B(Q2), my) apibréziame HY(D)

reikSmj atsitiktinj elementa ((s,a,w,b) formule

C(S7Q>Q7b> = (C(‘S?@)?C(S?alawl; b11)7 R C(Saabwl; blh)?

s 7C(S) Qi Wy b’/‘l)> s 7<.<87 A, Wr; brlr))

Cia . .
P p
ir ~ (m)
milWi (1T .
C(S,O[j,w]';bﬂ)zzm, ]:17...7“, l:1,...,lj.
m=0 J

Tegul P yra atsitiktinio elemento ((s, o, w, b) skirstinys, t.y.,

P:(A) = mH<w € Q:((s,a,w,b) € A), A€ B(H"(D)),

ir
((s,a;b) = (C(S)aC(Saal;bn),--'7C(5,&1;5111),-~-,
C(s, 5 001), ..., C(s, ap; bm))-
2.7 teorema [4]. Tarkime, kad skaiciai oy, ..., a, yra algebriskai nepriklausomi virs Q.

Tada tikimybinis matas
1
Tmeas{T € [0,T]: {(s+1iT, a5 b) € A}, A€ B(H*(D)),

kai T — oo, silpnai konverguoja j .
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3. PAGRINDINE MISRIOJO UNIVERSALUMO TEO-
REMA

Magistro darbo tikslas yra jrodyti jungtine misriojo universalumo teoremg funkcijoms
L(s) € Sir ((s,a;,bj;). Tam, kad jrodytume Sig teoremsa, turime jrodyti jungtine ribine

teoremy ir rasti atsitiktinio elemento atrama.

3.1. Tikimybinis modelis

Norédami jrodyti pagrinding teorema, turime jrodyti ribine teoremg silpno tikimybinio
mato konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdvéje.
Tegu G yra sritis kompleksinéje plokstumoje. Pazymékime H(G) analiziniy srityje G

funkcijy erdve su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija. Tegul
u:le, v=u+1,
j=1
ir
H" = H"(D;,D)=H(D,) x H*(D).

Kaip jprastai, pazymékime X metrine arba topologine erdve, o B erdvés X Borelio o-kuna,
t.y., maziausia o kung, kuriam priklauso erdves X atviryjy aibiy sistema. Dél trumpumo,

tegul @ = (1, ooy )y @ = (A1, ey A1gyy ooy Oply oeny Gy, ) 1T
Z(Sla S, a, ‘C) = (‘C(Sl)7 C(Sa ag; all)v sy C(Sa a; alll)a sery C(‘S? Q3 ar1)7 ceey C(Sa Q] a'rlT)) .

3.1 apibrézimas. Tegul P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai, apibrézti macioje erdvéje
(X, B(X)). Sakome, kad P,, kai n — oo, silpnai konverquoja § matqg P, jei su kiekviena
funkcija f € C(X) yra teisinga lygybé

lim / fdP, = / fdP.
n—oo Jx X
cia C(X) Zymi erdvés X realiy, tolydzZiy, aprézty funkcijy klase.
Siame skyriuje nagrinésime tikimybinio mato
ef 1 : ‘
Pr(A) d:ffmeas {re0,T]: Z(sy +ir,s+ir,asa,L) € A}, A€ B(H"),

silpngji konvergavima, kai T — oco. Kad suformuluotume ribine teorema, mums reikalinga
topologine struktura. Tegul v = {s € C: |s| = 1}. Apibréziame daugiamacius torus:
Q:H’yp ir Q= H Yimos
P meNg
kur «, = ~ visiems pirminiams p ir v,, = 7 visiems m € Ny. Pagal Tichonovo (Tikhonov)
teorema, su sandaugos topologija ir pataskine daugyba torai Qir yra kompaktiskos to-

pologinés grupés. Taigi, erdvese (Q, B(Q)) ir (Q, B(2)) egzistuoja tikimybiniai Haro (Haar)
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matai My ir my ir mes turime tikimybines erdves (Q, B(Q), my) bei (€, B(Q), my). Dar

daugiau, tegul Q; =, j=1,...,n,q
Q=0xQ x-xQ,.

Tuomet ir £ yra kompaktiska topologiné Abelio grupé, vadinasi, turime dar vieng tikimybine
erdve (Q,B(2),my), kur my yra tikimybinis Haro matas erdvéje (£2, B(£2)). Pazymékime
@ (p) elemento & € Q) projekeija j koordinatine erdve Yp, p € P (P — pirminiy skaic¢iy aibé),
0 wj(m) elemento w; € €2; projekcija i Ym, m € N.

Magistro darbe bus naudojama atsitiktinio elemento savoka, todél ja primename.

3.2 apibrézimas. Atsitiktiniu X-reiksmiu elementu, apibréztu tikimybinéje erdvéje (2, A, P),

vadiname funkcijg X : Q — X su kiekviena Borelio aibe B € B(X) tenkinancia sqlygq
XY(B) = {w €0 X(w) e B} e A.

Taigi, tikimybinéje erdvéje (2, B(2), my) apibréziame Hv-reiksmj atsitiktinj elementa

Z(s1,8,w,a;a, L), kur w = (@, wy, ..., w,) € Q, rinkiniu

Z(s1,8,w,a5a, L) = (E(sl,@), C(s,0q,wr5011), .., C(S, 1, wr; A1 ) yeeny

C(S, Wy, Oy ar1>7 ceey C(S, Wr, Oty arlr>>'

Cia,
> a(m)w(m
m=1 m?
su
o(m)=II &'(p), meN,
plim
pl+lm
’ (m)
L Amjiw; (m )
S, i, Wi Qi) = — =1,...m, l=1,..1,s€D.
(s, oy, wy; az1) mzzo (m + a))* J J

Svarbu akcentuoti tai, kad beveik kiekvienam & € Q, L(s1,®) uzrasoma Oilerio sandauga,
t.y.,

£(51,0) = exp {Z 5 b(pk)ik(m}.

p k=1 P
3.3 apibrézimas. X reiksmio atsitiktinio elemento X pasiskirstymu vadiname tikimybing

matq
P(A) = IP’{w €0 X(w) e A}, A€ B(X).

Py pazymékime atsitiktinio elemento Z(s1, s,w, «; a, £) pasiskirstyma, t.y.
Pz(A)=my(we: Z(s1,s,w,a;a, L)€ A), AeBH").

3.1 teorema. Tarkime, kad L € S ir tenkinama 2.1 hipotezé. Be to, tegul skaiciai aq, .., o,

yra algebriskai nepriklausoms virs Q. Tada, kai T — oo, Pr silpnai konverguoja j Py.
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Irodymo kelias yra pakankamai gerai zinomas (galite perziuréti panasias teoremas is [4],
[10], [11]), todél paaiskinsime tik pagrindinius jrodymo momentus.

3.1 lema. Tarkime, kad skaiciai o, .., o, yra algebriskai nepriklausomi virs Q. Tada
of 1 ;
Qr(4) ¥ Tmeas{T €[0,7]: ((p_” :p€P),

((m +a) T ime NO) s ((m +a,) T ime No) ) € A}, A e B(Q)

kai T"— oo, silpnai konverguoja i Haro matg my

Lemos jrodymas yra pateiktas [7].

Dabar tegul kiekvienam fiksuotam o; > %, pazymeékime

up(m) = exp{— <7:>01} , m,n €N,

up(m, a;) = exp {— (m t

1
) }, mENo, nEN, jzl,...,T’.
n—i—ozj

ir

Kartu apibrézkime funkcijas

ir
>\ Uity (M, ) _
nl(s, a5 a5) = _— =1,...,r, 1=1,..1.
Cals, oy a51) mZ::O (m + a;)° J r j
Nesunku jrodyti, kad eiluté £, (s) absoliuciai konverguoja, kai ¢ > max (%, 11—

1
E) [20], (0]
eilutes (s, aj; a;;) absoliudiai konverguoja, kai o > 3. Apibrézkime ir atsitiktinius elemen-
tus

o) = 5 AR

m=1
ir

(3.1)

2\ Uiy (M) Uy (M, )
(S, wi, s a) = E , =1,..,r, 1[=1,..1.
C ( J J ]l) — (m‘I—Oé])S J J
Kitame jrodymo zingsnyje nagrinésime tikimybiniy maty

(3.2)

1
Pr,(A) = meas {re0,T]: Z,(s1 +ir,s+it,aza,L) € A}, A€ B(H"),

ir
Prn(A) = ;meas {r€l0,T]: Z,(s1 +ir,s+iT,w,a;a, L)€ A}, A€ B(H"),
silpnaji konvergavima, kai T" — oo, kur
Zn(s1:8,0:0,L) = (La(s1),Gal5,a1310), e Gals 013 11y ) o
a5, @3 1), o Gl s )

ir

Zn(817 S,W,a;a, ‘C) (‘Cn(sla @)7 C’n<87w17 an; a11)7 [EES) Cn(S,Wl, 0 all1)7 (R

Cn (8, Wry s A1)y ooy G (8, Wiy Q0 am)).
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3.2 lema. Tarkime, kad skaiciai o, .., o, yra algebriskai nepriklausomi virs Q. Tada, kiek-
vienam fiksuotam w € Q matai Pr, ir Z5T7n, kar T — oo, silpnai konverguoja i tg pat;
tikimybing matq P, erdvéje (HY, B(H")).

Irodymas. Naudosime standartinj metoda, kuris remiasi silpnojo tikimybiniy maty kon-

vergavimo teorija bei 5.1 teorema [1]. Apibrézkime funkcija h, : Q@ — HY lygybe
ho(w) = Zn(s1,5,w,a; 4, L).
Absoliutus (3.1) ir (3.2) eilu¢iy konvergavimas parodo, kad funkcija h,, yra tolydi. Be to,

ho, ((p_” ip € P) , ((m +a) " :me NO) - ((m +0,) im € N())) =
Zn(s1+iT,s+it, 50, L).

Taigi, Pr, = Qrh,*. I3 da, h, tolydumo, 3.2 lemos ir 5.1 teoremos [1] seka tikimybinio
mato Pr,, silpnas konvergavimas i myh, !, kai T — oo.

Dabar tegul h(w) = wwy ir fiksuotam w, € Q, w € Q. Tada, akivaizdu, jog

({7 € P) (b €)oo (0 e ) -
Zn(s1 + i1, s +iT,wy, s a, L).

Todél, pakartoje pries tai minétus argumentus ir pasinaudoje Haro mato mj invariantisku-
mu, randame, kad matas ]5T7n irgi silpnai konverguoja i myh, "', kai T — oo. Taigi, abu
tikimybiniai matai, Pr,, ir If’T,n silpnai konverguoja j mata P, = myh, !, kai T — co.

Dabar mums bus reikalingi tam tikri aproksimavimo rezultatai. Pazymékime p,, p
ir p, atitinkamas metrikas erdvése H(D,), H(D) ir H", indukuojanéias tolygaus konver-
gavimo ant kompakty topologija. Rinkiniams g = (g, 011,-.-, 911052 Gr15 -, 9m,) iv f =
(fs funseos frugs s frrs s fr1,) € HY, po(g, f) apibréZiama

po(g. f) = max (pc(g, £), max max plz sz)> .

1< <r 1<I<I;

3.3 lema. Tarkime, kad o, .., o, yra algebriskai nepriklausomi virs Q. Tada beveik visiems

w e,
Lz
lim limsup—/pv (Z(s1 +it,s +iT,w,a;a, L), Z,(s1 +iT,s +iT,w,a;a,L))dr = 0.
n—=00  p_ oo TO

Be to,

T
1
lim lim sup T /pv (Z(s1 +ir,s+it,a;a, L), Z,(s1 + i, s + i1, 0, L)) dT = 0.
0

n—oo T—00
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Irodymas. Pagal metrikos p, apibrézima,

/pv (s1+ir,s+it,a;a,L), Z,(s1 +it, s +it,a;a, L)) dr

L(s1+i7), L,(s1 +i7))dT (3.3)

(VAN
N =
o\ﬂ
RS
o

r

l; T
ZZ /p(C(s—l—ir, aj;aj1), Co(s + 17, a5 a50)) dr.
J=11=1" j

Be to, atsizvelgdami j 4.8 lema i$ J. Staudingo monografijos [20], turime, kad

n—oo T—00

1
lim lim sup T /pg (L(s1 4+ i7), L,(s1 +i7))dT =0, (3.4)
0

o remdamiesi 2.4 lemos i R. Macaitienés mokslinio darbo [11] jrodymu, gauname, jog kiek-

vienam j =1,...,r, I =1,..1;.

1
lim lim sup T /p (C(s+ir, aja;), (s + T, a5;a5)) dr = 0. (3.5)

=0 T 0o
Todél antrasis lemos tvirtinimas isplaukia i§ (3.3)—(3.5) lygybiy. Panasiai, atsizvelgiant j
4.10 lemg i$ jau minéto J. Staudingo darbo [20], gauname, kad beveik visiems @,

1
lizy T sup /pﬁ (L(s1 + 41,0, Lo(s1 +i7,0)) dr = 0. (3.6)

n=o0  T_y0o

Tegul

pul9, ) = max max p(g;i, fir),
ir my zymi Haro mata erdvéje (€1 x -+ x Q,, B(2; x -+ x Q,.)). Tuomet (2.5) formulé is

[4] tvirtina, kad

lim limsup — /pu C(s+im,wi,aq;011), ., C(S + 0T, Wr, 5 01,

n=0 Ty

(3.7)

(C’n(s + Z.Tv Wi, a1 a11)7 i} Cn(s + 7:7-7 Wy Qi aTl»p)) )dT =0.

Cia matas my yra maty /vy ir my sandauga. Taigi, pirmasis lemos tvirtinimas seka i$ (3.6),

(3.7) ir (3.3) nelygybeés analogo.

3.4 lema. Tarkime, kad L € S ir tenkinama (2.1) hipotezé. Be to, skaiciai oy, .., yra

algebriskai nepriklausomi virs Q. Tada tikimybiniai matai Pr ir

1
Pr(A) = Jneas {r €0, T]: Z(sy +ir,s+it,w,a;a, L) € A}, Ae B(HY),
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kai t — oo, silpnai konverguoja j tg paty tikimybing matq P erdvéje (HY,B(H")) beveik

kiekvienam w € Q.

Irodymas. Klasés S funkcijy savybes leidzia teigti, kad o > %

2

11m—/|£ (o 4 it)]*dt = Z|a |u Z

<00, 0> —.
T—>oo ’ 2

Si ir Kosi intergaliné formulé sudaro salygas jrodyti, kad kiekvienai kompaktiskai aibei K is

D/ yra teisingas jvertis

T

o | < Ja(m)P?\

1 = L, dr < C 3.8

itn sup o fg}gl (s1+i7)|dr < Ck (W; 20K (3.8)
su tam tikrais Cx ir ox > max ( 1- —) IS ¢ia, pagal (2.5) teorema [11], kompaktiskiems

poaibiams K iS D, taip pat teisingas jvertis

T 1
1 o) i 2 2
lim sup T /sup |Go(s +i7, o5 a5)| dT < Bg <Z W) (3.9)

T—o00 0 seEK m—0 (m + Oé)

su Bx > 01ir 6, > 35, visiems j =1,...,r, [ =1,...,1;.
Tolesniam jrodymui mums bus reikalingi konvergavimo pagal pasiskirstymsg terminai.

Priminsime juos.

3.4 apibrézimas. Sakome, kad atsitiktinis elementas X,,, n — oo konverguoja j atsitik-
ting elementq X pagal pasiskirstymq, jei elemento X, pasiskirstymas P,, n — oo, silpnai

konvergquoja j atsitiktinio elemento X pasiskirstymag P.

Konvergavimas pagal pasiskirstyma zymimas simboliu X, ﬁ X. Atsitiktiniy elementy
X, apibrézimo tikimybines erveés gali buti skirtingos, taciau jie privalo jgyti reiksSmes is tos
pacios erdveés.

Tegu 0 yra atsitiktinis dydis, apibréztas kokioje nors tikimybinéje erdvéje (Q, A, IP’) ir
tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1]. Kitaip tariant, jo pasiskirstymo funkcija F'(x) yra

0, kai x <0,
Flz) =Sz, kai0 <z <1,

1, kai x > 1.
Sioje tikimybinéje erdvéje apibréziame HV-reiksmj atsitiktinj elementa X, formule
Xrn=Xrn(s1,8) = Z, (51 +i0T, s +i0T, a0, L) .
Tada is 3.2 lemos ir 3.3 bei 3.4 apibrézimy turime, kad
D
Xrpn —Xn. (3.10)
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Ga —2» reitkia konvergavima pagal pasiskirstyma, o X,, = X,,(s1, s) yra H"-reikSmis atsitik-
tinis elementas su pasiskirstymu P, (P, yra ribinis matas, 3.2 lemoje). Naudodamiesi (3.8)-
(3.10), jrodome (analogiskai kaip pvz., [11], [20]), kad tikimybiy maty Seima {P, : n € N}
yra tirsta. Pagal Prochorovo (Prokhorov) teorema, si Seima yra realiatyviai kompaktiska.
Vadinasi, i$ kiekvienos tos seimos sekos galime isskirti posekij {Pnk}, kai £ — oo, silpnai

konverguojantj j kurj nors tikimybinj mata P erdvéje (HY, B(H")). Taigi,
X, P (3.11)
" ksoo )
Erdvéje (Q, A, P) apibrézkime dar vieng H"-reikSmj atsitiktinj elementa
XT = XT(Sla S) =7 (81 + ZQT, S+ 'LQT, a5 a, ,C)) .
Tada, remdamiesi 3.3 lema, gauname, kad kiekvienam e > 0,

lim limsup P (p, (X7, X1,) > €) = 0.

n—oo T—00

Si lygybe, (3.10), (3.11) ir 4.2 teorema i$ [1] leidZia tvirtinti, kad
Xr = P,
T—o00
Tai ekvivalentu tvirtinimui, kad Pr silpnai konverguoja j P, kai T" — oo. Be to, Sis sarysis

rodo, kad matas P nepriklauso nuo posekio P, pasirinkimo ir X, . Vadinasi,

X, =5 P. (3.12)

n—oo
Lieka jrodyti, kad ir Pr, kai T — oo, silpnai konverguoja j matg P. Taigi, naudodami
H"-reiksmius atsitiktinius elementus

Zn (s1+10T, s +i0T, w, a; 0, L) ,

Z(s1+i0T, s +10T,w,a;a, L)
ir (3.12) sarysj, gauname, kad matas Pr, kai T — oo, taip pat silpnai konverguoja j P.

3.1 teoremos jrodymas. Remiantis 3.4 lema, uztenka parodyti, kad matas P toje lemoje
sutampa su Py. Tegul A biuna mato Py tolydumo aibé. Tikimybinéje erdvéje (2, B(Q), mpy),
apibrézkime atsitiktinj dydj ¢ formule

1 if Z(sy,s,w, 050, L) € A,
§(w) = L .
0 kitais atvejais.

IS 3.4 lemos turime sarysj
lim Pr(A) = P(A). (3.13)

T—o0

Is atsitiktinio dydzio £ apibrézimo isplaukia, kad

E¢ = /§de =my(we: Z(s1,s,w,a;a,L) € A) = Pz(A). (3.14)
Q
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Cia E¢ yra atsitiktinio dydzio vidurkis. Kiekvienam 7 € R apibréziame transformacija @,

formule

O, (w) = ((p_” 'p € 77) , ((m +a;) " me No) - ((m +a,)""im e No)) w,

w € Q. Tada, pagal 7 lema [7], maciy mata iSsauganciy transformaciju grupé {®, : 7 € R}
yra ergodiné. Taigi, atsitiktinis procesas {(®,(w)) taip pat yra ergodinis. Todél pagal
klasikine Birkhofo-Chiné¢ino (Birkhoff-Khintchine) teorema,

1
lim To/f(CI)T(w))dT = E¢. (3.15)

T—o0

Is kitos puseés, remiantis £ ir @, apibrézimais, gauname, kad

T—o00

T
1 1
lim 7 /f(@T(g))dT = gpineas {re0,T]:Z(sy +ir,s+iT,w,a;a,L) € A}.
0

Todeél is ¢ia, (3.14) ir (3.15) lygybiu seka, kad
1
71im pneas {re€[0,T]: Z(s1 +ir,s +it,w,a;a,L) € A} = Pz(A).
— 00

I§ Pr apibrézimo ir (3.13) lygybés, P(A) = Pz(A) visoms mato P tolydumo aibéms A.
Kadangi visos atvirosios aibés sudaro apibréziancia klase, turime, kad P = P,. Teorema

irodyta.

3.2. Mato P; atrama

Universalumo teoremos grodymui dar reikalingas mato Py isreikstinis pavidalas. Prime-
name, kad mato Pz atrama yra tokia minimali uZdara aibé Sp, C H", kad Pz(Sp,) = 1.
Aibei Sp, priklauso visos tokios funkcijos g € H", kuriy kiekvienai atvirai aplinkai G yra tei-
singa nelygybé Pz(G) > 0. Be to, atsitiktinio elemento X atrama yra vadinama jo skirstinio
Px atrama ir Zymima Sx

Tegul

Se={g9€ H(Dg):g(s) #0org(s) =0}.

3.2 teorema. Tarkime, kad L € S ir tenkinamas (2.1) reikalavimas. Tegul skaiciai oy, ..,
yra algebriskai nepriklausomi virs Q ir rank(A;) = 1;, j = 1,...,r. Tada mato Py atrama
yra aibé Sy x H*(D).

Irodymas. Tegul
HY" = H(D,) x H*(D). (3.16)

Yra zinoma, kad analiziniy funkciju erdvés H(D), ir H*(D) yra separabilios. Tuomet pagal
(3.16) turime [1], kad
B(H") = B(H(Dr)) x B(H"(D)).
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Todél pakanka mata Pz (A) nagrinéti aibése, turinciose pavidala A = A; x Ay, Ay € H(Dy) ir
Ay € HY(D). Kadangi matas my yra maty my ir my sandauga, tai i$ mato Pz apibrézimo

turime

Pz(A) = myweQ: Z(s1,5w,a;0,L) € A)
my (w e Q: L(s1,0) € Ay, (C(s, a1, wr;011), -, (8, Ay w5 8y,)) € Ag)
= i (© € Qs L(s1,0) € Ay (W, wr) € QX -oe x
(C(s,ar,wr;a11), ., (8, wps 4y, ) € Ag). (3.17)

Yra zinoma (3 teiginys i$ [16]), kad atsitiktinio elemento L£(s;,&) atrama yra aibé Sp. H.
Nagosi ir J. Staudingo darbe [16] nagrinétas H (D, y)-reikimis atsitiktinis elementas, kur
Den= {8 € C: max (%, 1— i) <o<l1, |t < N}, taciau jrodymas galioja visai D, juos-

tai. Taigi, Sy yra toks minimalus uzdaras H (D) poaibis, kad
g (0 €Q: L(s,0) € Sc) =1. (3.18)

Be to, laikantis teoremos reikalavimo, buvo jrodyta [9], kad H"(D)-reiksmio atsitiktinio
elemento atrama (((s, ar,w1; a11), ..., ((S, @, wy; a,y,)) yra aibée H*(D), t.y., H*(D) yra toks

minimalus uzdaras H"(D) poaibis, kad
mH((wl, vy W) € Qp X - X (s, an, wrsa11)y e, (S, Qw4 ) € H“(D)) =1

Taigi, i$ ¢ia bei (3.18) ir (3.17) lygybiu isplaukia teoremos patvirtinimas.
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3.3. Pagrindinés teoremos jrodymas

Pagrindinés teoremos apie misryjj jungtinj universaluma (Zr. magistro darbo jvade) jro-
dymas remiasi (3.1) ir (3.2) teoremomis bei Mergeliano (Mergelyan) teorema apie analiziniy
funkciju aproksimavima polinomais [14], [22].

Pagrindinés teoremos jrodymas. Pagal Mergeliano teorema, egzistuoja tokie polinomai

p(s) ir p(s), kad

sup | (s) = p(s)] < § (3.19)
seK
ir
sup sup sup |f(s) —p(s)] < % (3.20)

1<j<r 1<I<1; s€K
Kadangi f(s) # 0 aibéje K, turime, kad p(s) # 0 aibéje K, jei € yra pakankamai mazas. Sis

teiginys ir Mergeliano teorema patvirtina, kad egzistuoja toks polinomas ¢(s), kad

sup ’p(s) — et < &
seK 4
Taigi, (3.19) nelygybé leidzia matyti, kad
sup ‘f(s) — et < £ (3.21)
seK 2

Apibréziame aibe

<

€
@ {(Q,gn, cgn) € HY o suplg(s) — et < 5,
seK 2

€
sup sup sup |gi(s) — pa(s)| < 5 ¢
1<j<r 1<I<l; s€Kj;

Tuomet G yra atviroji aibé. Tada, pagal 3.2 teorema, (eQ(S),pn(s), ...,prlr(s)) yra mato Py
atramos elementas. Todél is atramos savybiy turime, kad Pz(G) > 0. IS ¢ia ir 3.1 teoremos,

G yra atramos elemento atviroji aplinka ir

liminf Pr(G) > Pz(G) > 0.

T—o0

Remiantis aibés G apibrézimu, gauname nelygybe

1
lim inf Tmeas{T €[0,7]: sup ‘E(S +i1) — 1)

< €
T—o0 seK 2’

. €
sup sup sup |((s+iT, o ;a5) — pu(s)] < 2} > 0.

1<j<r 1<I<l;j s€K

Lieka e4(®) pakeisti funkcija f(s), o polinomus p;;(s) funkcijomis fj;(s). Tuomet i3 (3.21) ir

(3.20) nelygybiy gauname pagrindinés teoremos patvirtinima.
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REZULTATAI IR ISVADOS

Magistro darbe nagrinéta misriojo universalumo savybé, koncentruojantis ne i daugelyje
darby jrodyta dvieju funkcijy (i$ kuriy viena turi sandauga pagal pirminius skai¢ius, o kita
- ne) misryjj universaluma, o j funkcijy rinkiniy misryjj universaluma.

Irodyta teorema apie analiziniy funkcijy rinkinio aproksimavima L funkcijy is Selbergo
klasés S (turinciy Oilerio sandauga) bei periodiniy Hurvico dzeta funkciju (neturinciy Oilerio
sandaugos pagal pirminius skai¢ius) postumiais.

Irodyta teorema yra tolydaus tipo, kai dzeta ir L funkcijy postumiai jgyja bet kokias rea-
lias reiksmes. Sj darba biity galima pratesti, jrodant diskretaus tipo teorema, kai postiimiai
igyja reiksmes i$ diskrecios sekos, tarkime, aritmetinés progresijos. Tyrimai gali buti tesiami
ir su kitomis parametro a reikSmémis.

Misrusis dzeta funkcijy universalumas gali buti taikomas misraus jungtinio $iy funkcijy

funkcinio nepriklausomumo tyrimui.
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SANTRAUKA

MISRUSIS JUNGTINIS SELBERGO KLASES L FUNKCIJU IR
PERIODINIU HURVICO DZETA FUNKCIJU
UNIVERSALUMAS

Daugiau kaip pries 40 mety S. M. Voroninas atrado viena jdomiausiy skaiéiy teorijos
fenomeny — Rymano dzeta funkcijos ((s), s = o + it € C universaluma. Tai reiskia, jog
analizinés funkcijos juostos {s € C : 1/2 < o < 1} kompaktiskuose poaibiuose gali buti
tolygiai aproksimuojamos Rymano dzeta postumiais ((s+i7), 7 € R. Véliau pasirodé, kad
ir kitos klasikinés dzeta ir L funkcijos taip pat yra universalios Voronino prasme. Be to,
kai kurios dzeta ir L funkcijos turi jungtinio universalumo savybe — tokiu atveju analiziniy
funkcijy rinkinys tolygiai aproksimuojamas dzeta ar L funkcijy postumiais.

2007 m. H. Misu (Mishou) pirmasis jrodé miSriojo universalumo teorema Rymano ir Hur-
vico dzeta funkcijoms. Placigja prasme, misrusis universalumas suprantamas kaip jungtinis
funkcijy, turinciy ir neturin¢iy Oilerio sandaugos pagal pirminius skaicius, universalumas.

Magistro darbe nagrinéjami misriojo universalumo klausimai ir jrodoma misriojo jungti-
nio Selbergo klasés L funkciju ir periodiniy Hurvico (Hurwitz) dzeta funkciju universalumo
teorema. Tiksliau, nagrinéjama A. Selbergo (Selberg) apibréztos klasés S funkeiju, uzrasomy
Dirichlé eilute ir tenkinané¢iy tam tikras specifines salygas (tarp kuriy ir Oilerio sandaugos
egzistavimas) bei papildoma salyga vidurkio kvadratui pagal pirminius skai¢ius ir Hurvi-
co dzeta funkcijy apibendrinimo — periodiniy Hurvico dzeta funkciju (kurios neturi Oilerio
sandaugos pagal pirminius skai¢ius) universalumo savybe.

Universalumo teoremos jrodymui taikomi tikimybiniai metodai. Pirmiausia jrodoma ribi-
né teorema apie tikimybiniy maty analiziniy funkcijy erdvéje silpnajj konvergavimg. Tuomet
pritaikoma Mergeliano teorema apie analiziniy funkcijy aproksimavimg polinomais, kuri vai-
dina ypac svarby vaidmenj jrodant universalumo teoremas.

Misraus universalumo rezultatas gali buiti panaudotas nagrinéty funkcijy funkcinio ne-

priklausomumo savybeés jrodymui.
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SUMMARY

MIXED JOINT UNIVERSALITY FOR L-FUNCTIONS FROM
SELBERG’S CLASS AND PERIODIC HURWITZ
ZETA-FUNCTIONS

Over 40 years ago, S. M. Voronin discovered one of the most interesting phenomenons of
analytic number theory — the universality property of the Riemann zeta-function ((s),s =
o + it € C. Roughly speaking, this means that analytic functions from a wide class can
be approximated uniformly on compact subsets of the strip {s € C : 1/2 < ¢ < 1} by
shifts ((s + i¢7), 7 € R. Later, it turned out that other classical zeta and L-functions
are also universal in the Voronin sense. Moreover, some zeta and L-functions have a joint
universality property. In this case, a given collection of analytic functions is approximated
simultaneously by shifts of zeta and L-functions.

The so-called mixed joint universality was initiated by H. Mishou who in 2007 obtained
the joint universality for the Riemann zeta and Hurwitz zeta-functions. In a wide sense, the
mixed joint universality is understood as a joint universality for zeta and L-functions having
and having no Euler product.

The Master Thesis contains the universality questions for L-functions from Selberg class
S, i.e. for Dirichlet series satisfying certain specific hypotheses and additional prime mean-
square hypotheses (including the Euler product), and periodic Hurwitz zeta-functions that
are a generalization of classical Hurwitz zeta-functions (these functions have no Euler pro-
duct). More precisely, in the Master Thesis, a new result on mixed joint universality for
L-functions from the Selberg class and periodic Hurwitz zeta-functions is obtained.

For the proof, some probabilistic methods are applied. Firstly, limit theorem on the
weak convergence of probability measures in the space of analytic functions is obtained.
Then, the Mergelyan theorem on approximation of analytic functions by polynomials plays
an important role for proving the universality. The result of mixed universality can be used

to prove a functional independence properties of these functions.
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