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IVADAS

Aktualumas. Matematikoje nagrinéjamos jvairiy tipy eilutés, tarp kuriy ir skaiciy
teorijoje labai svarbus objektas — Dirichlé eilutés, kurios vaidina esminj vaidmenj kaip
generuojanciosios aritmetiniy objekty funkcijos bei turincios platy pritaikyma. Komplek-
sinio kintamojo funkcijos, tam tikroje pusplokstumeéje apibréziamos Dirichlé (Dirichlet)
eilutémis

o
Z ame M s€C, s=o+it,
m=1

vadinamos dzeta arba L funkcijomis. Cia {a,, : m € N} — kompleksiniy skaiciy seka,

{Am : m € N} — nemazéjanti realiyju skaiciy seka, tokia, kad lim Ap = +o0. Tokio
m—0o0

tipo eilutés vadinamos bendrosiomis Dirichlé eilutémis su koeficientais a,, ir rodikliais

Am. Jeigu A\, = log m, turime paprastaja Dirichlé eilute > %’;
m=1

Viena i$ labai svarbiy Dirichlé eilutémis uzrasomy dzeta ir L funkcijy savybiy yra ta,
kad analizine tam tikrose kompaktinése aibése funkcijas galima tolygiai aproksimuoti jy
postiimiais. Si savybé vadinama universalumu (placiau apie tai 2 magistro darbo sky-
riuje). Nagrinéjami du universalumo atvejai: tolydusis (kai postumiai jgyja bet kurias
realigsias reikSmes) ir diskretusis (kai postumiai imami i$ tam tikros diskreciosios aibés).
Liniko - Ibrahimovo (Linnik - Ibrahimow) hipotezé [10] teigia, jog funkcijos, tam tikroje
pusplokstumeéje apibréziamos Dirichlé eilute, analiziskai pratesiamos j kaire nuo absoliu-
taus konvergavimo pusplokstumes ir tenkinancios kai kurias augimo salygas, yra univer-
salios (Voronino prasme). Rasta daug universaliy dzeta ir L funkciju, tokio tipo teoremas
pateiké S. M. Voroninas (Voronin), B. Bag¢i (Bagchi), H. Bauer (Bauer), K. Matsumoto,
J. Staudingas (Steuding), A. Laurincikas, R. Macaitiené ir daug kity mokslininky. Taciau

zinoma daug Dirichlé eilutémis uzrasyty funkcijy, kurios, deja, néra universalios.

Magistro darbe nagrin¢jamas Selbergo klases L funkciju universalumas, koncentruo-
jantis j analiziniy funkcijy apkroksimavimo diskreciais L funkcijy postumiais, klausima.
Tolyduyji siy funkcijy universaluma nagrinéjo H. Nagosi (Nagoshi) ir J. Staudingas (Ste-
uding) [7], [9]. Ju darbai aptarti 3 magistro darbo skyriuje.

Problema. Praktiniuose taikymuose kur kas naudingesnis yra diskretusis universalu-
mas. Tokiu atveju L funkcijy postumiai perbéga tam tikra diskrecig aibe; tarkime, jgyja
reikSmes i$ aritmetinés progresijos {kh : k € Ny}, h — teigiamas fiksuotas skaicius. Ta-
¢iau Sis atvejis yra gana sudeétingas, tokio tipo rezultaty yra gerokai maziau, nes integralus

reikia pakeisti sumomis.



Objektas. Nagrinéjamos paprastosios Dirichlé eilutés, turincios Oilerio sandauga,
analizinj pratesima, Rymano tipo funkcine lygtj ir tenkinanc¢ios Ramanudzano hipoteze
koeficientams a,,, klasé. Tokiuy funkciju klasé S pavadinta Selbergo vardu (placiau apie
Selbergo klase pateikiame 1.1 poskyryje). Universalumo savybé jrodoma igplésto, J. Stau-
dingo apibreézto klasés S poklasio S funkeijoms, atsisakius polinominés Oilerio sandaugos

reikalavimo. I$sami poklasio analizé bei funkcijy pavyzdziai pateikiami 1.2 poskyryje.

Magistro darbo tikslas — jrodyti diskretaus universalumo teorema tam tikro Sel-
bergo klasés poklasio funkcijoms.
Pazymékime o7, = max {3;1 — i}, kur dj, — funkcijos L laipsnis [8]. Kaip jprastai,
m(x) = ; 1, péeP (P zymi pirminiy skai¢iy aibe), h > 0.
p<z

Pagrir_ldiné teorema. Tarkime, L € S ir tenkina papildomq sqglygq

1
lim — Y |a(p)f* =k, &>0.

T—00 7'('(1‘) <z
Tegul K yra kompaktiné juostos D = {s € C: o7, < 0 < 1} aibé su jungivoju papildiniu, o
funkcija f(s) yra tolydi, nelygi nuliui aibéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu

e>0

hzvrgio%f Ni— 1ﬂ {O <k<N: flé}}{)‘L(S—l—ikh) — f(9)| < 5} > 0.
Cia #A4 7ymi aibés A elementy skai¢iy.

Metodai. Universalumo teoremy jrodymui taikomi tikimybiniai metodai. Pirmiau-
sia, gaunamos ribinés teoremos apie tikimybiniy maty analiziniy funkcijy erdvéje silpnaji
konvergavima, po to taikomas silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalentas toly-
dumo aibés terminais. Svarby vaidmenj jrodant universaluma atlieka Mergeliano teorema
apie analiziniy funkcijy aproksimavima polinomais.

Taikymas. Universalumo rezultatai taikomi dzeta ir L funkcijy funkcinio nepri-
klausomumo, saviaproksimacijos ir nuliy pasiskirstymo klausimams nagrinéti. Diskretaus
universalumo rezultatai ypac¢ svarbus, nagrinéjant jvairius aibiy tirstumo klausimus.

Darbo struktura. Magistro darbg sudaro jvadas, 4 skyriai, iSvados, literaturos sara-

sas bei santraukos lietuviy ir angly kalbomis. Apibrézimai, teoremos, lemos ir formulés
numeruojamos skaiciais, nurodant skyriaus, poskyrio bei objekto numerj skyriuje. Teore-
my ir lemy jrodymy pabaiga zymima simboliu A.

Aprobacija. Magistro darbo rezultatai pristatyti Studenty moksliniy darby konferen-

cijoje 2019 m. gruodzio 20 d. Siauliy universitete.



1 SELBERGO KLASE

Siame skyriuje pateikiamas pagrindinio magistro darbe naudojamo objekto — Selbergo
klasés funkcijy — apibrézimas, pavyzdziai, supazindinama su matematiky nagrinéjamais
Selbergo klasés poklasiais. Funkcijos, priklausancios vienam is poklasiy, naudojamos ma-
gistro darbe, siekiant jrodyti, jog juy diskreciaisiais postumiais galima aproksimuoti anali-

zines funkcijas.

1.1 Selbergo klasés apibrézimas

Magistro darbe nagrinésime paprastyjy Dirichlé eiluciy

L(s) = ij af;’j), s€C,

tenkinanciy Zemiau isvardintas salygas, klase S, pavadinta Selbergo (A. Selberg [[) vardu.

Funkcijos L(s) € S tenkina reikalavimus [5]:

(1) kiekvienam € > 0, a(m) < m* (jei tenkinama $i Ramanudzano hipotez¢, funkcija
L(s) yra analiziné pusplokstuméje o > 1: eiluté konverguoja absoliuc¢iai pusplokstumeéje
o > 1 ir tolygiai kiekviename kompaktiskame jos poaibyje);

(2) egzistuoja toks sveikasis skaicius r > 0, kad (s — 1)"L(s) yra sveikoji baigtines
eilés funkcija (analizinio pratesimo salyga nurodo, jog egzistuoja maziausiai vienas polius
taske s = 1);

(3) egzistuoja tokie realieji teigiami sveikieji skaiciai @) ir A; bei kompleksiniai skaiciai
p; (R >0) ir w (Jw| =1), j =1,...,1, kad funkcija

!
Ar(s) = L(s)Q" [T T(Njs + 1)

j=1
tenkina funkcing lygtj

AL(s) =wAr(s)(1 —73);

¢ia I'(s) yra Oilerio gama funkcija; be to, jei L € S, tuomet Az(s) < xlog®z [6];
(4) egzistuoja tokie kompleksiniai skaiciai b(p®), tenkinantys jvertj b(p®)< p®? su
6 < 1, kuriems L(s) uzrasoma Oilerio sandauga:
L(s) =[] exp {Z (as)} :
p a=1 P

Nesunku jrodyti, kad kiekvienas Oilerio faktorius a,(s) = § b}gﬂj) absoliuciai konver-

a=0

L Atle Selberg (1917 — 2007) — norvegy matematikas, Zinomas dél svariy rezultaty analizinéje skaiciy
teorijoje bei automorfiniy formy teorijoje. A. Selbergas ne tik apibrézé klase S, bet ir suformulavo tam
tikras hipotezes Sios klasés funkcijoms.



guoja pusplokstumeéje o > 0 ir nelygus nuliui o > 6.

Selbergo klasei S priklauso Rymano dzeta funkcija ((s), Dirichlé L funkcijos L(s, x)
su primityviuoju charakteriu y, Hekés L funkcijos Lk(s, ), susietos su algebriniy skai-
¢iy lauku, normuotos L funkcijos, susijusios su naujausiomis formomis, Dedekindo dzeta
funkcija (x(s), Rankino - Selbergo L funkcijos ir daug kituy.

Pateikiame keletos funkcijy detalig analize, remiantis minétais reikalavimais Selbergo

klasés funkcijoms. Pavyzdziui:

o Rymano dzeta funkcija, kuri pusplokstumeéje o > 1, apibréziama Dirichlé eilute

1 -1

ir yra analiziskai pratesiama j visg kompleksine plokstumg C, isskyrus taska s = 1,

kuris yra jos paprastasis polius. ((s) tenkina funkcine lygti
s 1—s 1 -
7T_2F(;>C(S):7T_2F< QS)C(l—s).

o Dirichlé L funkcija, kuri pusplokstumeéje o > 1 apibréziama Dirichlé eilute

o= £ M)

¢ia y — Dirichlé charakteris moduliu ¢, L(s,x) meromorfiskai pratesiama j visa
C, isskyrus galima poliy taske s = 1. Beje, tai galioja tik kai x yra pagrindinis
charakteris. Dirichlé L funkcijos tenkina funkcine lygtj:

(5 () 0= 2 () e,

kai y(m) — primityvusis charakteris moduliu d.

A. Selbergas ne tik apibrézé klase S, bet ir suformulavo tam tikras hipotezes Sios klasés
funkcijoms (keleta ju pateiksime skyriaus pabaigoje). ISsamia analize apie Selbergo klasés
funkcijas galima rasti A. Perelli, M. Muray, L. Zheng darbuose, [6], [8], [11].

Prisiminsime, jog i$pléstoji Selbergo klase S* susideda i§ funkcijy, tenkinanéiy tik (2)
ir (3) reikalavimus. [domu tai, jog i iSpléstaja Selbergo klase patenka ir funkcijos, kurioms
negalioja Rymano hipotezeés analogas. Pavyzdziui, Davenporto - Heibrono dzeta funkcija,
kuri apibréziama tam tikra dviejy Dirichlé L funkcijy tiesine kombinacija. Akivaizdu, jog

visos L(s) € S, priklauso ir S*, pavyzdziui:

o Hekés L funkcijos

Lic(s) =3 fv‘g)) o> 1,



susietos su algebriniy skaic¢iy lauku K, ¢ia I perbéga nenulinius idealus sveikyjy
skaiciy ziede i§ K, N(I) zymi I norma, y — baigtinés ar begalinés eilés Hekeés cha-
rakterj. Kai K = @, Lk(s,x) susiveda i L(s,x); kai x = 1, turime Dedekindo
dzeta funkcija [5].

» Holomorfiniy moduliniy formy Hekés L funkcijos (su atitinkamais apribojimais ir

normavimu)

M@zidW:HQ—WﬂlQ—mﬂl,mﬁw@ﬂm»

ms pS pS

m=1 p
kur ¢(m) yra modulinés formos F(z), isskleistos Furje eilute, koeficientai.

o Dedekindo dzeta funkcija

1

) = iy = =Nw ) oo,

kur I perbéga visus nelygius nuliui lauko K idealus, o p — pirminius idealus [10].

« Artino L funkcijos, jei teisinga Artino hipotezé [4].
o L funkcijos, susijusios su modulinémis formomis.

o L funkcijos L(s, E), susietos su elipsinémis kreivémis £/@Q ir dzeta funkcijomis
(I—a(p)p™+p'™, jeipfN;
Ly(s, E) = 1 (1 = a(p)p™), jei p || N;

L, jeip® | N,

¢ia a(p) =p+1,jeipt N, a(p) = £1 su p||N. L funkcijos, susietos su F, apibrézia-
mos sandauga L(s, E) = [T L,(s, E) [11].
p

Kaip jau minéta, A. Selbergas suformulavo ir daug hipoteziy klasés S funkcijoms. Jy
pateikiame magistro darbe.

1.1 hipotezé [9]. Jei L € S, tuomet, pusplokstuméje o > %, L(s) # 0.

1.2 hipotezé [9]. Kiekvienai funkcijai L € S egzistuoja toks teigiamas sveikasis

skaicius ng, kad tenkinamas jvertis

2
> lar(p)I* = nrloglogz + O(1)

p<w

(t.y. funkcijai, kuri negali buti uZrasoma jokiy funkcijy F € S sandauga).

1.3 hipotezé [9]. Kickvienai primityvigjai funkcijai Ly ir Ly tenkinama asimptotiné



formulé

- ousplop) _ [loglons + O, i 1 = L
P P O(1), kitais atvejais.

Atsizvelgiant j faktorizavimg primityviosiomis funkcijomis, nesunku matyti, jog is 1.3 hi-
potezés seka 1.2 hipotezé. Be to, atskirais atvejais néra sunku patikrinti 1.2 hipoteze.
Pavyzdziui, ((s) tenkina 1.2 hipoteze, nes, atsizvelgus i pirminiy skai¢iy teorema ir pa-
sinaudojus sumavimo dalimis formule, nesunku jrodyti, jog egzistuoja tokios konstantos
1 ir ¢, kad ; % = loglog x + ¢; + O(exp(—co/log x)). Taip pat A. Selbergo hipotezés
nusako L furi)l;gijq analizinj elgesj ant kritinés juostos krasto. Pavyzdziui, remdamiesi

A. Selbergo 1.3 hipotezés teisingumu, A. Konris ir M. Gosas (Conrey, Ghosh) nurodé
Selbergo klasés funkcijuy elgesj pusplokstumeéje o > 1, t.y. jog L(s) # 0.

1.2 Selbergo klasés poklasiai

Nagrineti Selbergo klasés funkcijy reiksmiy pasiskirstyma labai sudétinga, todel pa-
staraji desimtmetj matematikai analizuoja jvairius Selbergo klasés poklasius, vienas i$
ju — 2003 m. J. Staudingo (Steuding) apibréztas poklasis S [9]. Siam poklasiui S € S

priklauso L funkcijos, tenkinancios papildomus reikalavimus:

o kiekvienam pirminiam skaiciui p ir j = 1, ..., k, egzistuoja tokie kompleksiniai skai-
¢iai ¢j(p), |cj(p)] <1, kad

L(s) =] ﬁ (1 - Cf(p)> h 7 (1.2.1)

p j=1 p

(salyga |c;(p)| < 1 pakei¢ia Ramanudzano hipoteze Selbergo klaséje; be to, egzis-
tuoja be galo daug pirminiy skaiiy, kuriems c¢;(p) gali artéti j nulj [2]);

» egzistuoja tokia konstanta x > 0, kad

. 1
lim

3 Ja(p)? = . (1.2.2)

p<z
¢ia, kaip jprasta, w(x) zymi pirminiy skai¢iy, nevirsijanciy z, skaiciu.

Selbergo klasés poklasiui S priklauso Rymano dzeta funkcija, Dirichle L funkcijos
su primityviuoju charakteriu, Hekés L funkcijos, normuotos naujyjy formy L funkcijos.
Ribines teoremas $io poklasio funkcijoms pateiké J. Staudingas.

Kitas, placiai nagrinétas ispléstosios Selbergo klasés L funkcijy poklasis S*, 2012 m.

buvo apibréZtas L. Smajlovic¢iaus ir A. D. Drollo [1]: §* D §* D 8. Jj sudaro L funkcijos



i§ klasés S*, tenkinancios papildomg modifikuotos Oilerio sandaugos egzistavimo salyga:
pusplokstumeéje o > 1, % log L(s) gali buti isreiksta absoliuciai konverguojancia Dirichlé
eilute

d CL(s) &ewln)
£10gL(s)— (s) ——T; =,

n

kur koeficientas cy(n) — kompleksinis skaicius kiekvienam sveikajam skaiciui n > 2 [1].

L'(s)
" I(s)

Tai yra, pusplokStumeéje o > 1 gali buti isreiksta absoliuciai konverguojancia eilute.
Be to, A. Drolas jrodé teorema [1], jog kiekviena Selbergo klasés S funkcija priklauso ir
klasei S*. Pateiksime keleta jdomiy fakty apie funkcijas is klasés S* [1].

Funkcijos F' € S* netrivialiyjy nuliy p = o 4 it aibe zymésime Z(F). Tegul 0 & Z(F),

tuomet kiekvienam n € Z ir 7 > 1, 7 € R, apibrézkime suma

M) = Z%;) <1 - <p - T)") |

A. Drolas pateiké keleta rezultaty, susijusiy su netrivialiyju nuliy aibe Z(F) [1]. Tegul

F e S*ir0¢ Z(F). Tuomet teisingi sie teigimai:
« M(F 1) = > (1= (55)") konverguoja su kiekvienu sveikuoju skaiciumi n;
Z(F)

« suma > R[1 — (5£)"] absoliuciai konverguoja kiekvienam sveikajam skaiciui n.
Z(F)

Magistro darbe nagrinésime funkeijy, priklausanéiy J. Staudingo poklasiui S, analizinj

elges;j.



2 UNIVERSALUMO SAVOKA

Siame skyriuje trumpai aptarsime universalumo savoka ir pateiksime pirmuosius re-
zultatus Rymano dzeta funkcijai.
Pirmajj universalumo rezultata 1914 metais gavo M. Feketé (Fekete). Jis jrodé, jog egzis-

tuoja tokia realioji laipsnine eilute

> apa™, ze[-1,1], (2.1)
m=1
kuri diverguoja su visomis x # 0 reikSmémis, ir Sis divergavimas yra toks blogas, kad
su kiekviena tolydziaja funkcija f(z), x € [—1,1], f(0) = 0, egzistuoja tokia didéjanti
teigiamy sveikyjy skaiciy n, seka, kad

fin, 3 " = 10

m<ng

konverguoja tolygiai, kai x € [—1,1]. Akcentuojame tai, jog jrodytas tik (2.1) eilutes
egzistavimas, taciau néra zinoma jos iSreikstiné forma. Véliau rasta daug universaliyjy

tam tikra prasme objekty, tac¢iau isreikstiniu pavidalu jie nebuvo pateikti.

1975 metais S. M. Voroninas (Voronin) pateiké [10] pirmajj iSreikstinj universalyjj tam
tikra prasme objekta — Rymano dzeta funkcija ir jrodé Sia teorems.

2.1 teorema [10]. Tegul 0 < r < i, f(s) tolydzioji ir nejgyjanti nuliy skritulyje
[s] < r funkcija bei analiziné to skritulio viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0 egzistuoja

toks realusis skaicius T = 7(¢), kad

g<s+i+z’7)—f(s)

Siuo metu zinoma kur kas bendresné S. M. Voronino teoremos versija, kuria pateiké

max
|s|<r

< E€.

A. Laurinc¢ikas. Ja galima rasti daugelyje mokslo darby, pavyzdziui, [2].
2.2 teorema [2]. Tegul K yra juostos

1
D:{SEC:2<0<1}
kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, o f(s) yra tolydZioji ir nejgyjanti nuliy aibéje

K funkcija bei analiziné aibés K viduje. Tuomet su kiekvienu ¢ > 0

T—o0 seK

1
liminmeeas{T €[0,7] :sup|C(s +iT) — f(s)| < 5} > 0.
Si nelygybeé teigia, jog yra be galo daug realiyjy skai¢iy 7, kad kiekviena duota analiziné

funkcija norimu tikslumu gali buti aproksimuojama Rymano dzeta funkcijos postumiais

C(s + i7), tiksliau, tokiy postumiy 7 aibés apatinis tankis yra teigiamas.

2.2 teorema turi ir diskretyjj analogg, kurj pateike B. Baggis (Bagchi). Siuo atveju 7

10



igyja reiksmes is tam tikros diskreciosios aibés.
2.3 teoremal9]. Tegul h > 0 yra fiksuotas skaicius, o K ir f(s) yra tokie pat, kaip

ir 2.2 teoremoje. Tuomet su kiekvienu € > 0

! 1ﬁ{0§m§N:sup\é(s+imh)—f(s)|<s}>0.

lim inf
N—oo seK

S. M. Voroninas pastebéjo, jog ir kai kurios kitos dzeta ir L funkcijos taip pat turi
panasia aproksimavimo savybe, t.y., jis jrodé Dirichlé L bei Hurvico dzeta funkcijy su

racionaliuoju parametru universaluma. Voronino tyrimus tesé¢ S. M. Gonekas, B. Bagcis,

J. Staudingas, A. Laurin¢ikas, R. Macaitiené ir kiti.

Kaip jau minéjome jvade, Liniko — Ibragimovo (Linnik — Ibragimov) hipotezé teigia,
kad funkcijos, tam tikroje pusploksStumeéje apibréziamos Dirichlé eilute, analiziskai pra-
tesiamos | kaire nuo absoliutaus konvergavimo pusplokstumeés ir tenkinancios kai kurias
naturaligsias augimo salygas, yra universaliosios Voronino prasme. Magistro darbe taip
pat pateiksime L funkcijy, priklausanciy J. Staudingo apibréztam poklasiui S, universa-

lumo tyrimy rezultatus, patvirtinancius Liniko — Ibragimovo hipoteze.

11



3 TOLYDZIOJI UNIVERSALUMO TEOREMA

Selbergo klasés strukturg nagrinéjo J. Kaczorowski ir A. Perelli, M. Muray, o Siy funk-
cijy tolydyjji universaluma — J. Staudingas. Jis nagrinéjo universaluma (Voronino prasme)
funkcijoms L(s) € S [1] (apie poklasi S raséme 1.2 poskyryje). Véliau kartu su H. Nagosi
jie panaikino (1.2.1) reikalavima ir jrodé tolydziojo universalumo teorema platesnei funk-
cijy klasei. Tam, kad suformuluotuméme naujausia H. Nagosi ir J. Staudingo rezultata
[7], reikalingi pazZyméjimai ir savokos.

3.1 apibrézimas [8]. Funkcijos L(s) € S laipsnis yra skaicius d = 2 Zf:l Aj, kur Aj € C

j:
yra skaiciai 1§ funkcinés lygties.

Pavyzdziui, ((s) laipsnis lygus 1, o normuotuju holomorfiniy naujuju funkcijy formy
L funkcijy laipsnis lygus 2. Be to, zinoma, jog:

o Jei L(s) =1, tai dy, = 0;
 néra tokiy funkciju L(s) € S, kuriu 0 < dj, < 1.

Tegul JL:maX{%,l—i}ir
D=Dp={seC:0,<0<1}.

Pazymékime IC = K juostos Dy kompaktiniy poaibiy su jungiuoju papildiniu klase, o
Ho(K) = Hyr(K), K € K — tolydziyju ir nejgyjanciy nuliy funkcijy klase.

3.1 teorema [7]. Tarkime, kad L(s) € S ir tenkina (1.2.2) sqlyga. Tegul K € K ir
f(s) € Hy(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminmeeas{T € [0,T] :sup |L(s+it) — f(s)| < 5} > 0.

T—oo seK
Cia meas A zymi macios aibés A Lebego mata.
Si teorema yra vadinama tolydzigja universalumo teorema, nes menamosios dalies pos-
linkis 7 gali jgyti bet kokig realiaja reikSme. Ji parodo, jog L funkcijy postumiy, tolygiai
aibéje K aproksimuojanciyju duota analizine funkcija f(s), aibé yra pakankamai turtinga:

jos apatinis tankis yra teigiamas.
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4 DISKRECIOJI UNIVERSALUMO TEOREMA

Ivade minéjome, jog diskreciojo universalumo teoremoje, postumiai jgyja reikSmes is
tam tikros diskreciosios aibés, pavyzdziui, iS aritmetinés progresijos {kh : k =0, 1,2, ...},
kur h — fiksuotas teigiamas skaic¢ius. Pirmasis diskretyjji universaluma Dedekindo dzeta
funkcijai pateiké A. Reichas. Su diskrecigja universalumo teorema Rymano dzeta funkcijai

supazindinome ir 2 magistro darbo skyriuje. Siame skyriuje pateiksime diskretyjj atvejj
funkcijoms L € S.

Pazymékime A — aibés A elementy skaiciy, X = K juostos Dy kompaktiniy poaibiy
su jungiuoju papildiniu klase, o Ho(K) = Hor(K), K € K — tolydziyju ir nejgyjanciy
nuliy funkcijy klase.

Pagrindiné teorema. Tequl L € S ir tenkina (1.2.2) sqlyge, K € K, f(s) € Ho(K).

Tuomet su kiekvienu € > 0

1 1ﬁ{0§k;gN:sup|L(s—|—ikh)—f(s)| <5} > 0.

lim inf
N—oo scK

Sios teoremos jrodymui naudosime metodus, paremtus tikimybiy maty silpno konver-
gavimo teorija analiziniy funkcijy erdvéje. Pazymékime P — visy pirminiy skaiciy aibe
ir

L(P,h,7) = {(logp:p e P), Z}

Magistro darbe nagrinésime du atvejus, kai:
(1) aibé L(P, h, ) yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy skaiciy kuno Q;

(2) aibé L(PP, h, ) yra tiesiskai priklausoma virs Q.

4.1 Atvejis, kai L(P, h, ) yra tiesiskai nepriklausoma virs @

Siame poskyryje jrodysime ribine teorema silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo
prasme, kai aibé L(P, h, ) = {logp : p € P, T} yra tiesiskai nepriklausoma. Pazymékime
~ vienetinj apskritima {s € C : |s| = 1}. Kaip jprastai, tegul X yra metriné arba topo-
loginé erdvé, o B zymi erdvés X Borelio aibiy klase. Apibrézkime begaliniamatj erdvinj
torg

Q= 1;[ Vs

kur v, = v su kiekvienu p € P. Su sandaugos topologija ir pataskine daugyba, €2 yra

kompaktiska topologine Abelio grupé. Tuomet erdvéje (€2, B(€2)) egzistuoja tikimybi-
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nis Haro matas my; taigi, turime tikimybine erdve (€, B(€2), myg). Tarkime, kad w(p)
yra projekcija w € € j koordinating erdve 7,, p € P. Tuomet {w(p) : p € P} yra ne-
priklausomyjy, kompleksines reiksmes jgyjanciyjy, atsitiktiniy kintamyjy seka, apibrézta

tikimybinéje erdveéje (2, B(2), my). Prateskime w(p), w € ), i aibe N:

w(m) = 11 w*(p),m € N.

pem,petitm

Magistro darbe bus naudojama atsitiktinio elemento savoka, todél ja primename.

4.1.1 apibrézimas. Atsitiktiniu X-reiksmiu elementu, apibréztu tikimybinéje erdvéje
(Q, oA, P), vadiname funkcijo X : Q — X, su kiekviena Borelio aibe B € B(X), tenkinancia
salygq

X1'B)={weQ: X(w)eBed.

Kaip ir ankstesniuose skyriuose, tegul H (D) yra analiziniy srityje D funkcijy erdvé su

tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija. Apibrézkime H (D)-reikSmj atsitiktinj

elementa
Lo = 3 mbtm)
7 m=1 m? .
Remiantis Ramanudzano reikalavimu (zr. 1.1 poskyri) ir tuo, jog |w(m)| = 1, §i eiluté

konverguoja absoliuc¢iai pusplokstumeéje o > 1. Be to, remiantis Selbergo klasés apibre-
zime nusakytu (4)-uoju reikalavimu (zr. 1.1 poskyrij), turime, kad koeficientai a(m) yra
multiplikatyvus. IS to seka, kad pusplokstumeéje o > 1, L(s,w) galima uzrasyti sandauga
pagal pirminius skaicius
L(s,w) =] (1 + i a(pa)oc:a(p)> :
P a=1 p

Tuomet L(s,w) yra H(D)-reiksmis atsitiktinis elementas, apibréztas tikimybinéje erdvéje
(2, B(), mp).

4.1.2 apibrézimas. X-reiksmio atsitiktinio elemento X pasiskirstymu vadiname ti-
kimybing matq

PA)=P{lweQ: X(w) € A}, Aec B(X).

Pazymékime Pp, atsitiktinio elemento L(s,w) pasiskirstyma, tai yra, P, — tikimybinis
matas erdvéje (H(D), B(H(D))), apibréztas formule

Pr(A) =mp{weQ: L(s,w) € A}, A e B(H(D)).
Liko apibrézti tikimybinj mata

1

N HOSk<N:Lis+ikh) € A}, A€ BH(D)).

Pyy(A) =
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Siame poskyryje jrodysime ribine teorema, kuri bus naudojama pagrindinés teoremos
jrodymui. Pries tai priminsime tikimybio mato atramos apibrézima.

4.1.3 apibrézimas. Mato P atrama yra vadinama minimali uZdara aibé Sp C X, su
kuria P(Sp) = 1. Aibé Sp yra sudaryta is tokiy erdvés X elementy x, kuriy bet kuriai
atvirai aplinkai G galioja nelygybé

P(G) > 0.

Be to, atsitiktinio elemento atrama yra vadinama to elemento pasiskirstymo atrama.
4.1.1 teorema. Tikimybinis matas Py, kai N — oo, silpnai konverguoja i Pr,. Be

to, mato P, atrama uzZrasoma aibe
Sp={9€ H(Dr):9(s) #0 arba g(s)=0}.

Siuo atveju, nesunku matyti, kad ribinis matas nepriklauso nuo h. Sios teoremos jrodymui

bus reikalingi pagalbiniai rezultatai. Juos formuluosime atskiromis lemomis.

Pirmiausiai jrodysime ribing teorema ant toro 2, kur aibés L(IP, h, ) tiesinis nepri-
klausomumas vaidina pagrinding role.

4.1.1 lema. Tikimybinis matas

Qnnn(A) = W#{O<k<N (P :peP)e A}, AeBQ),

kat N — oo, silpnai konverguoja 3 Haro matg my.

Irodymas. Mato @y Furje transformacija gy n(k), k = (k2, k3, ...) turi forma

gnn(k /Hw P)dQnn =

(4.1.1)
p kol
Pl = exp§ —tkh Y kylo
WS = S ee{ - ke,
kur tik baigtinis skaicius k,, k, € Z, néra lygus 0. Akivaizdu, kad
gnp(0) = 1. (4.1.2)

Kadangi aibé {logp : p € P} yra tiesiskai nepriklausoma virs @, su k # 0, gauname, kad
> kylogp # 0.
Svarbu akcentuoti tai, jog, siuo atvejuzj
exp {ihZ/{:plogp} # 1. (4.1.3)
p
IS tiesy, jei (4.1.3) negalioty, tai
Zp: kplogp = 7%

kas priestarauty reikalavimui apie L(P, h, ) tiesinj nepriklausomuma. Taigi, naudodami
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(4.1.3) ir (4.1.1), tuo atveju, kai k # 0, gauname, jog
1 —exp {ih (N+1)3, k, logp}
(N+1) (1 — exp {—ih > ky logp}) '

gnn(k) =
Remiantis (4.1.2) turime, kad

o |1 FE=D
m gnn\K) =
oo 0, jeik#0.

Kadangi sios lygybés desiné pusé yra Haro mato mpy Furje transformacija, lemos tvirti-

nimas seka i$ gerai zinomos tikimybiniy maty tolydumo kompaktiskose aibése teoremos.

A

Dabar tegul # > o, yra fiksuotas skaicius ir
m\ 0
Up(m) = exp {— () }, m, n € N.
n

Tuomet visiems w € €2 eilutés

R )

konverguoja absoliu¢iai pusplokstuméje o > o. Apibrézkime funkcija u, : Q@ — H(D)
kaip
Un(w) = Ly(s,w).

IS eilutés L, (s,w) absoliutaus konvergavimo seka funkcijos u,, tolydumas. Erdvéje
(H(D), B(H(D))) apibrézkime mata,
Un(A) = muyuy ' (A) = mu(u; ' (4)).
4.1.2 lema. Tikimybinis matas
1
N +1
kai N — oo, silpnai konverquoja i U,.

Py p(A) = t{0<k<N:L,(s+ikh)c A}, Ae B(Q), Aec B(H(D)),

Irodymas. Silema yra 4.1.1 lemos i$vada, kuri seka i$ u, tolydumo bei 5.1 teoremos
is [3].

Lieka pereiti nuo funkcijos L, (s) prie funkcijos L(s). Tam mums reikalinga lema apie
L(s) aproksimavima L, (s) pagal vidurkius. Tegul p yra metrika erdvéje H (D) su tolygaus
konvergavimo ant kompakty topologija.

4.1.3 lema. Teisinga lygybé

g: p(L(s + ikh), L,(s + ikh)) = 0.
k=0

i Hmsup
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Irodymas. Tegul
s

o= ;)

kur I'(s) — Oilerio gama funkcija. Tuomet L, (s) galime iSreiksti integralu
0+ioco
1 dz
Lo(s) = — / L L(2)Z
)= g | Mot

Pritaike rezidiumy teorema, randame, kad su o < 0 < 1,
-t = 5 s e A (11.4)
n(s) — L(s) = — s+ 2)l(2)— s), 1.
2mi 4 z
o, —0—100

¢ia R(s) = Res (L(s + z)@) .
z=1-s
Tegul K yra juostos D kompaktiné aibé. Pasinaudoje (4.1.4) lygybe bei atlike nesu-

détingas transformacijas, gauname, kad pakankamai dideliems N ir 0, < 0 < 1,

1 N
——— Y sup|L(s+ikh) — L,(s + ikh
N T 2 S s+ ) — Lo+ ik0)
o 2N 1 2N
<</ lulon =0 +im) 57 3 |Llo + ik o+ im)|dr + =g 3 sup [R(s + k)]
—0 k=0 k=0%

(4.1.5)
Gerai zinoma [10], kad, kai o7, < 0 < 1,
/OT L(o + it)2dt < T.
Tuomet, remiantis Kosi integraline formule, gauname, jog toje pacioje srityje
/OT Lo +it) < T.
Be to, pritaikius Galagherio lema [2], kuri susieja diskrec¢iuosius ir tolydziuosius vidurkius,

turime, kad

1 2N 1 2N 2

1 2N 2N T 2
<l|y / |L(a+it—|—i7')|2dt+</ |L(a+it+i7)|2dt/ |L’(a+it+i7)|2dt>
0 0 0

<L 1+]7|.

|=

Pasinaudojus gerai Zinomu jverciu [2],
[(o +it) < e ™H/2,

kai N — oo, gaunama, kad

1 2N
L kh)| = o(1).
N+1,§§EE|R(S“ )| = o(1)
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Remiantis Siuo jverciu ir (4.1.5), kai ¢ > o ir N — oo, turime

1 X o0
mng{ﬂL(s—l—ikh)—Ln(s—l—ikh)] <</ |\l (o, —o+iT)|[(1+|7])dT+0(1). (4.1.6)
k=0 —

Kadangi o, — 0 < 0, i$ funkcijos [, (s) apibrézimo seka, kad

o0

lim |l,(op — o +i7)|(1 + |7])dT = 0.

n—oo — 00

Tuomet is (4.1.6) gauname lygybe

| X
A}iinoo ]&131)0 sup N1 ,;fgfg |L(s +ikh) — L, (s +ikh)| = 0.

Remiantis metrikos p apibrézimu, gauname lemos jrodyma.

A

4.1.1 teoremos jrodymui bus reikalingi tam tikri rezultatai, susije su tikimybiniy maty
tirstumu.

4.1.4 lema. Tikimybiniy maty seima {U,, : n € N} yra tirsta, t.y., kiekvienam e > 0,
egzistuoja tokia kompaktiska aibé K = K(¢) C H(D), kad visiems n € N,

Up(K)>1—¢.

Irodymas. [rodymui naudosime konvergavimo pagal pasiskirstyma savybes. Priminsime
jo apibrézimg ir zyméjima.

4.1.3 apibrézimas. Sakome, kad atsitiktinis elementas X,, n — o0, silpnai kon-
verguoja j atsitikting elementq X pagal pasiskirstyma, jei elemento X, pasiskistymas
P,, n — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento X pasiskirtymag P.
Konvergavimas pagal pasiskirstyma zymimas simboliu X, % X. Atsitiktiniu elemen-
tu X, apibrézimo tikimybinés erdves gali buti skirtingos, taciau jie privalo jgyti reikSmes
i$ tos pacios erdves.

Tikimybinéje erdvéje, kurioje apibréztas matas pu, apibréziame diskretyjj atsitiktinj

dydj &y su skirstiniu

1
w(én = kh) = NT1

Tegul Xnpnn = Xnnn(s) yra H(D)-reikSmis atsitiktinis elementas, apibréztas lygybe

k=0,1,.., N,

XN,n,h(S) = Ln(s + Z.CN)a

o X, = X,(s) yra H(D)-reikSmis atsitiktinis elementas, kurio skirstinys yra matas U,

nusakytas 4.1.2 lemoje. Tuomet, pagal 4.1.2 lema,

D
XN,n,h m Xn- (417)
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Kadangi eiluté L,(s), pusplokStuméje

o > o, konverguoja absoliuciai, turime

e . = Ja(m)Pon(m) _ & la(m)?
sup lim sup — L,(o +it)%dt = su <
NE%T*)OO pT 0 ‘ ( ) NEIIzlmzz:l m2 m=1 m

Analogiskas tvirtinimas galioja ir funkcijos L(s) iSvestinei. Pasinaudoje Galagherio lema

[2], randame, kad

N

sup lim su L.(oc+ikh)? < C <00, o>o0p. 4.1.8
sup lim pNJrlkZ:%\ ( )I° < L (4.1.8)

Tegul {K; : 1 € N} C D yra kompaktiniy poaibiy su metrika p seka. Tuomet is (4.1.8),

visiems [ € N, turime, jog

N
sup lim su sup |L,(s +ikh)| < R; < oo. 4.1.9
sup lim sup 1]§s€£| ( )| < R (4.1.9)

Tegul € yra teigiamas skaicius ir M; = 2!Re™!, [ € N. Remiantis (4.1.9) nelygybe,

gauname, jog

N £
> sup |Ln(s + tkh)| < o

1
. . S
Jim supu{sup lim [ X n(s)] > Mz} < i sup ~—— 2 sup

Be to, atsizvelge i (4.1.7), turime, jog visiems [ € N,

0 {sup 1X,(s)] > Ml} < % (4.1.10)

SGKZ

Dabar tegul
H.= {g € H(D) : sup |g(s)| < My, 1 € N} :

seK;

Tuomet, H. yra kompaktiska aibé erdvéje H(D) ir, atsizvelge i (4.1.10), pastebime, jog
u{Xn(s) € H.} > 1—¢, visiems n e N.
Panaudodami atsitiktinio elemento y, apibrézimu, randame, kad

Un(H.) >1—¢, visiemsn € N.

Remdamiesi nagrinéty lemy rezultatais, galime jrodyti 4.1.1 ribine teorema.

4.1.1 teoremos jrodymas. [rodymas seka i$ 4.1.4 lemos ir Prokhorovo (Prokhorov)
teoremos, teigiancios, kad tikimybiniy maty Seima {U, : n € N} yra realiatyviai kompak-
tiska. Todeél bet kuri Sios Seimos seka talpina savyje posekj U, , kuris, kai | — oo, silpnai

konverguoja j tam tikra mata P, apibrézta erdvéje (H(D), B(H(D)).

Taigi, musy atveju, turime, kad

X, —— P. (4.1.11)
l—00
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Papildomai apibrézkime kita H(D)-reikSmj atsitiktinj elementa
YN,h = YN7h(S) = L(S —l— ZSN)
Tuomet, pritaike 4.1.3 lemos rezultata, turime, kad su kiekvienu € > 0,

lim Nlim sup u{(Xnnn(s), Xwnn(s)) =€}
—00

n—oo

~ LS Y

£8{0 <k < N:p(L(s+ikh), L,(s+ikh))> ¢}
N
lim Nh_r)rloo sup N D kz::op(L(s +ikh), L,(s+ikh))=0.
Sis rezultatas kartu su (4.1.7) ir (4.1.11) duoda konvergavimy j matg P:

Yn —— P, (4.1.12)
7 N—oo

kuris yra ekivalentus silpnam Py konvergavimui i P, kai N — oco. Be to, (4.1.12) rodo,

kad tikimybinis matas P nepriklauso nuo posekio U,, parinkimo. Todél teisingas sarysis

D
X, 2 P,
n—0o0

tai yra, kai n — oo, U, silpnai konverguoja i P. Be to, kai N — oo, tikimybinis matas

Py j, silpnai konverguoja i U,. IS to seka, kad matas
1
Fmeas {re€|0,T]: L(s+ir)e A}, AeB(H(D)),

kai T" — o0, silpnai konverguoja j U, mata P, o matas P sutampa su P;. Taigi, Py, kai
N — oo, taip pat silpnai konverguoja j Pr. Be to, H. Nagosi ir J. Staudingas [7] jrodé,
jog P, atrama yra aibé S, = {g € H(Dy) : g(s) # 0 arba g(s) = 0}.

4.2 Atvejis, kai L(P,h, ) yra tiesiskai priklausoma virs )

Kai aibé L(P, h,m) = {log p:p€eP), %} yra tiesiSkai priklausoma virs Q, ribinés teo-
remos jrodymui remsimeés tam tikrais rezultatais, kuriuos 2016 m. pateiké A. Laurincikas,

K. Motsumoto ir J. Staudingas [3].

Tarkime, kad egzistuoja tokie sveikieji skaiciai ky,...,k., k € Z \ {0} ir pirminiai

skaiciai pq, ..., p, tokie, kad

k
kylog pr + ... + ky log pr + % — 0.

Tuomet
ki kr —km/h
pyt=e I,

—kn/h

Vadinasi, skaicius e yra racionalusis. Tuomet atveju, kai L(P,h, ) — tiesiskai pri-
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klausoma virs Q, egzistuoja m € N toks, kad e*™™/" € Q. Tarkime, kad m, — maziausias
is tokiy m,

a
627rm0/h _ g _ Hpap7
pEP

sua,beN, (a,b)=1, a,€Z, Pi={peP:a,#0}.

Pazymeékime €, — uzdara Q pogrupi, sudaryta is (p=™ : p € P). Tegul m/; — tikimybinis
Haro matas erdvéje (Qp,, B(€2,)). Taigi, turime tikimybine erdve (2, B(Qy,), m%). Irodyta
[3, 1 lema], kad

Qp={weN:wla) =wb)}.

Kiekvienam w € €, apibréziame H(D)-reikSmj atsitiktinj elementa

Li(s,w) =[] <1+§W> :

. p

Tuomet L (s, w) sutampa su atsitiktiniu elementu L(s, w) i$ tikimybinés erdves (Qp,, B(Q,), m),
kuriam galioja (4)-asis Selbergo klasés funkcijoms keliamas reikalavimas. Atkreipiame dé-

mesj, kad beveik kiekvienam elementui w € €, Si begaliné sandauga sutampa su eilute

5 almiatm)

Tegul Ppj, yra atsitiktinio elemento L, (s,w) skirstinys, tai yra,
Prn(A) =mh{we Q: Ly(s,w) € A}, Ae B(H(D)).
Taigi, Siame poskyryje jrodysime 4.1.1 teoremos analoga, kai L(IP, h, ) yra tiesiskai pri-

klausoma virs Q.

4.2.1 teorema. Py, kai N — oo, silpnai konverguoja i Pr . Be to, Prj atrama
yra aibé Sp.

Irodymas. Kaip jau miné¢jome, Siuo atveju egzistuoja skaicius
m € 7\ {0} toks, kad skai¢ius e>™™/" yra racionalusis. Tegul Q* — dualioji Q grupe.

Grupes Q* elementai (charakteriai) y turi forma
X(w) = [[w*(p),
p

kur tik baigtinis skaicius k, € Z néra 0. Tegul x,,, € * apibréziamas santykiu

T ey - ©@
Xm()(w) - H (p) w(b)

p€EPy

ir QfF = {ano e Z}. Yra jrodyta, kad grupé Q*/Qit yra dualioji Q grupé. Vadinasi,

charakteriai y is grupés €2, turi forma

xw)y= T[ «"@®) ] v (@), ez,

pEP\Py pe Po
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kur tik baigtinis skai¢ius k, néra 0. IS Sio fakto seka (tai buvo jrodyta [3]), kad
1
_— <k<N: : P)e A A Q
N+1ﬁ{0 k ( JUES )6 }7 EB( h)7
kai N — oo, silpnai konverguoja j Haro matg m/. Vadinasi, kaip ir 4.1.2 jrodyme,

pasinaudoje¢ Haro mato m’, invariantiskumu, randame, kad Py, ir

N+ ﬁ{0<k<N L,n(s+ikh,w)e A}, Ae B(H(D)),

kur

_ ficdﬂwwgzﬁmﬁn)

m=1

, wEQh,

kai N — oo, silpnai konverguoja i ta patj mata U, i$ (H (D), B(H(D))).

Mums taip pat bus reikalingi tam tikri apkroksimavimo vidurkiu rezultatai. 4.1.3

lemos jrodymas nepriklauso nuo aritmetiniy h savybiy; taigi, musy nagrinéjamu atveju,

lygybe
N

> p(L(s +ikh), Ly(s+ikh))=0

k=0

lim lim sup 7=

islieka teisinga. Taciau, Siuo atveju, mums reikeés atlikti funkcijos Ly (s, w) aproksimavima
funkcija L, (s, w).
Tarkime, a;, = {p‘ih ipE IP’}. Apibrézkime grupés €, transformacija ¢, formule
on(w) = apw, w € Q.

Irodyta [3], kad transformacija @), yra ergodiné. Pritaike klasikine Birkhofo - Kinc¢ino

(Birkhoff - Khinchin) ergodine teorema, gauname, kad, beveik kiekvienam w € €2,
T
/ |Ln(o +it,w)Pdt < T, op <o <1.
0

Tuomet, remdamiesi Galagerio (Gallagher) lema, gauname diskretyjj atveji

N
> " |Ln(o +ikh, w)]* < N.
k=0

Taigi, beveik kiekvienam w € €2, turime lygybe

Jim i sup

> p(Li(s +ikh, w), Lnu(s+ikh, w)) = 0.
k=0
Toliau laikantis 4.1.1 teoremos jrodymo schemos bei remiantis gautais rezultatais, turime,

jog matai Py, ir

Pyi(A) = ﬂm<k<N_L@+Mh@eA} A e B(H(D)),

N +1
kai N — oo, silpnai konverguoja j mata Pj,.

Dabar turime jrodyti, kad P, sutampa su Ppj,. Tegul A € B(H(D)) yra mato
Py, tolydumo aibé, t.y., P,(0A) = 0, kur 0A yra aibés A siena. Tikimybinéje erdvéje
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(Q,, B(4), m") apibrézkime atsitiktini dydj

1, jei Lp(s,w) € A

O(w) =
0, jei Ly(s,w) ¢ A.

Tuomet 6 vidurkis Ef turi forma

Ej = / Bdm", = m", {w € Oy« La(s,w) € A} = Py (A). (4.2.1)
Qp,
Kadangi, kai N — oo, ]3N,h silpnai konverguoja i P, turime
1
im —4{0< k<N : ' —
A}lgcl)o N 111 {0 <k <N :Ly(s+ikh, w) € A} = P, (A). (4.2.2)

Kadangi transformacija ¢, yra ergodiné, todél, remiantis Birkhofo - Kinc¢ino (Birkhoff -

Khinchin) teorema, turime, kad su beveik kiekvienu w € €,
1 N
0(¢f(w)) = E6. (4.2.3)
Is kitos puses, tai seka is oy, ir € apibrézimy, taigi, turime, jog
1 1

— Y (W)= —4{0<k<N:L ikh A}.

N7 2 ) = 0 SRS N L+ ik ) € 4)
Pasinaudoje (4.2.1) — (4.2.3), darome iSvada, kad P,(A) = P, ,(A) visoms mato P, toly-

Nl—I>nooN—}—]_ =0

dumo aibéms A.

Belieka rasti mato P atrama. Atsitiktinj elementa Ly (s,w) iSreikskime sandauga

Li(s,w) =[] <1+§W> II <1+§;W> = XY

pEPy p pEP\ Py
Kiekvienam p € P\Py atsitiktinés reiksmés w(p) yra nepriklausomos. Vadinasi, pritaike
tankumo metoda [3] ir (4.1.1) reikalavima, nurodyta 4.1 poskyryje, randame, jog atsi-
tiktinio elemento Y atrama yra aibé Sp. Be to, H. Nagosi ir J. Staudingas [7] jrode,
jog
s (p )as () :exp{z (p )as (p)}7
a=1 p a=1 p

o eiluteé skliaustuose konverguoja absoliuciai, kai 0 > 0. Kadangi atsitiktiniai elementai

X ir Y yra nepriklausomi, i$ ¢ia seka, kad L, (s,w) atrama yra aibé Sp.

4.3 Pagrindinés teoremos jrodymas

Pagrindinés teoremos jrodymas yra paremtas 4.1 ir 4.2 poskyriuose gautais rezultatais,

tiksliau, 4.1.1 ir 4.2.1 ribinémis teoremomis apie tikimybiniy maty silpnajj konvergavimag j
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atsitiktinio elemento skirstinj bei Mergeliano (Mergelyan) teorema apie analiziniy funkcijy
aproksimavimg polinomais. Priminsime ja.

4.3.1 lema. Tarkime, kad K C C yra kompaktiné aibé, turinti jungyji papilding, o
funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu ¢ > 0

egzistuoja toks polinomas p(s), kad

sup 1f(s) —p(s)] <e.

Lemos jrodyma galime rasti [3].

Irodymo kelias yra standartinis. Kadangi f(s) # 0 aibéje K, nesunku matyti, kad egzis-

tuoja toks polinomas p(s), kad

sup | f(s) — "] < = (4.3.1)
seK 2

Dabar turime apjungti 4.1.1 ir 4.2.1 teoremas (jos vaidina pagrindinj vaidmenj). Ribinj
matg jose pazymékime P . Be to, jau jrodéme, kad mato P atrama yra aibe

S ={g9€ H(Dyr) : g(s) # 0 arba g(s) = 0}. Pazymékime analiziniy funkcijy aibe

G = {g € H(D) : sup|g(s) — e?®| < ;}

seK

Kadangi e?®®) € Sy, i$ ¢ia seka, kad G yra atviroji ribinio mato Py, atramos Sy, elemento

eP(®) aplinka. Vadinasi, i$ mato atramos savybiy turime, kad
PL,h(G) > 0. (432)

Belieka pasinaudoti silpno tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalentu atviryjy aibiy ter-
minais. Tam suformuluosime atskirg lemg, taciau pries tai primename, kad aibé A yra
mato P tolydumo aibé, jei jos krasto 0A matas P yra lygus nuliui, t.y., P(0A) = 0.

4.3.2 lema [9]. Tegul P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai (X, B(X)). Tuomet
P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i matg P tada ir tik tada, kai galioja kuris nors is
tvirtinimay:

1. su kiekviena atvirgja aibe G C X yra teisinga nelygybé

lim inf P.(G) > P(G);

2. su kiekviena mato P tolydumo aibe A teisinga nelygybé
lim P,(A) = P(A).
Pasinaudoje Sia lema, 4.1.1 bei 4.2.1 teoremy rezultatais, turime, kad

hNHi}o%f PN’h(G> Z PLJL(G).
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Sis rezultatas, aibés G apibrézimas ir (4.3.2) nelygybeé, leidZia tvirtinti, kad

1 R
lim inf i O§l{:gN:sup|L(s—1—z'k:h)—ep(s)|<E > 0.
N—o0 1 seK 2
Kadangi
{0 <k <N :sup|L(s+ikh) — f(s)| <e} C
seK
{0 <k < N :sup|L(s +ikh) — "] < =},
seK 2

siekiant uzbaigti teoremos jrodyma, belieka pritaikyti (4.3.1) nelygybe. IS ¢ia gauname,
kad

lim inf
N—oo

! 1jj{0§kSN:sup|L(s+ikh)—f(s)|<5}.

seK

25



REZULTATAI IR ISVADOS

Magistro darbe nagrinéta L funkcijy, priklausanciy Selbergo klasei S, universalumo

savybé, koncentruojantis j diskreciojo universalumo klausima.

Irodyta, jog analizines tam tikrose kompaktinése aibése funkcijas galima tolygiai ap-
roksimuoti ne visy Sios klasés funkcijy, o tik tam tikro poklasio funkcijy diskreciaisiais
postumiais. Tikétina, jog gauta rezultata galima pagerinti ir jrodyti diskreciojo universa-

lumo teoremg visoms Selbergo klasés funkcijoms.

Gautas rezultatas galés buti pritaikytas Siy funkcijy funkcinio nepriklausomumo, sa-
viaproksimacijos ir nuliy pasiskirstymo klausimams nagrinéti.

Numatyta testi diskreciojo universalumo tyrimus, nagrinéjant platesnj atvejj, kai postu-
miai jgyja reikSmes ne i$ aritmetinés progresijos {kh : k € NU{0}}, o i$ kur kas labiau

komplikuotos aibés {k°h : k € NU{0}}, 0 < B3 < 1.
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SANTRAUKA

Diskretusis vieno Selbergo klasés poklasio L funkcijy universalumas

1989 m. A. Selbergas apibrézé Dirichlé eiluciy, turinc¢iy Oilerio sandauga, analizinj
pratesimg, Rymano tipo funkcine lygtj ir tenkinanciy Ramanudzano hipoteze koeficien-
tams, klase §. Jis taip pat pateiké keletg hipoteziy sSios klasés funkcijoms. Nuo tada
jo vardu pavadinta Selbergo klasé tapo svarbiu tyrimy objektu su daugybe neatsakyty
klausimy apie bendras jy savybes.

Magistro darbe analizuojamos Selbergo klasés S funkcijy universalumo savybeés.

J. Staudingas jrodé, kad funkcijos i$ klasés S, tenkinancios papildoma vidurkio kvadrato
apréztumo pagal pirminius skaic¢ius salyga, yra universalios Voronino prasme, t.y., plati
analiziniy funkcijy klasé gali biiti aproksimuojama postiimiais L(s + i7), 7 € R. Siame
darbe jrodome, kad kiekviena funkcija is tos pacios analiziniy funkcijy klasés gali buti
aproksimuojama diskreciaisiais nagrinéjamo poklasio funkciju postumiais L(s + ikh),
k=0,1,..., kur h > 0 yra fiksuotas skaicius.

Tegul K — juostos D = {s € C: o0y, < o < 1} (kur o7, = max{3, 1 — 7 }) kompaktiniy
poaibiy su jungiuoju papildiniu klasé ir Ho(K), K € K, tolydziuju ir nejgyjanciy nuliy
funkcijy klasé bei analiziniy aibés K viduje.

Pagrindiné teorema. Tarkime, L € S ir tenkinama papildoma sqlyga

1
lim —— > la(p)* =k, £>0.

T—r 00 7-((1-) pSw

Tegul K € K, f(s) € Hy(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
o < L< N -
A}glgomfN_l_ 1ﬁ{0 <k<N: §2£|L(s+zk:h) f(s)| < 5} > 0.
Sios teoremos jrodymui naudoti metodai, paremti tikimybiy maty silpno konvergavimo

analiziniy funkcijy erdvéje teorija. Pazymékime P — pirminiy skaiciy aibe ir

L(P,h,7) = {(logp .peP), Z}

Magistro darbe nagrinétidu atvejai, kai:
(1) aibé L(PP, h, ) yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy skai¢iy kuno Q;
(2) aibé L(PP, h, ) yra tiesiskai priklausoma virs Q.
Pagrindinés teoremos jrodymas paremtas ribiniy teoremy jrodymais 4.1 ir 4.2 posky-

riuose bei Mergeliano teorema apie analiziniy funkcijy aproksimavimg polinomais.
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SUMMARY

Discrete universality for L - functions from a subclass of the Selberg class

In 1989, A. Selberg defined some class S of Dirichlet series having an Euler product,
analytic continuation and a functional equation of Riemann-type. Moreover, he formu-
lated some fundamental conjectures concerning them. In the meantime, this so-called
Selberg class became an important object of research, but still it is not understood very
well.

In the Master thesis, we investigate universality property of functions in the Selberg
class S. J. Steuding has proved that functions in S that satisfy the mean value condition
on primes are universal in the sense of Voronin, i.e., every function in a sufficiently wide
class of analytic functions can be approximated by the shifts L(s+i7), 7 € R. In this thesis
we show that every function in the same class of analytic functions can be approximated
by the discrete shifts L(s + ikh), k = 0,1, ..., where h > 0 is an arbitrary fixed number.

Let K be the class of compact subsets of D = {s € C : 0 < 0 < 1} (where
o, = max{3, 1 — i}) with connected complements and Hy(K), K € K, be the class of

continuous functions that have no zeros in K and are analytic in the interior of K.

The main theorem. Suppose that the L-function belongs to S and satisfies additional

condition

lim — Y |a(p)’ =k, &>0.

1
T—r00 77(1‘) pSZ‘
Let K € K, f(s) € Hy(K). Then for every e > 0

lim inf
N—o0

1

1Jj{0 <k < N :sup|L(s +ikh) — f(s)| < 5} > 0.
seK

To prove the main theorem we apply a probability method based on limit theorems on

the weak convergence of probability measures in the space of analytic functions. Let P be

the set of all primes and

L(P,h,7) = {(logp .pEP), ”}.

We considered separately two cases:

>

(1) the set L(P, h, ) is linearly independent over the field of rational numbers Q;
(2) the set L(P, h,7) is linearly dependent over Q.
Then the proof of the main theorem was based on limit theorems proved in 4.1 and
4.2 subsections as well as on the Mergelyan theorem on the approximation of analytic

functions by polynomials.
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