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IVADAS

Elipsinés kreivés yra svarbus algebrinés geometrijos ir apskritai mate-
matikos objektai. Jy teorija yra gana sudétinga ir apraizgyta daugelio hipote-
ziy. Universalumo tyrimo pradZia susijusi su Rymano (Riemann) dzeta
funkcijos augimu kritinéje juostoje. Informacija apie Rymano dzeta funkci-
jos augima svarbi daugelio skai¢iy teorijos problemy nagrinéjimui. Rymano
dzeta funkcijos tyrimai paskatino istisy dzeta funkcijy klasiy atsiradima,
viliantis, kad platesnis poziuris padés suprasti pacios Rymano dzeta funkcijos
savybes.

Bendriausia prasme pavadinimas dzeta funkcija reiskia funkcija, kurioje
nors srityje idreiskiama Dirichlé (Dirichlet) eilute. Kitaip tariant, visas dzeta
funkcijas galima suskirstyti j dvi klases: dzeta funkcijos su Oilerio (Euler)
sandauga ir be jos. Dzeta funkcijos su Oilerio sandauga paprastai vadi-
namos L funkcijomis. Taikymuose yra svarbu zinoti dzeta funkcijy asimp-
totines savybes. Jas galima charakterizuoti jvairiais jverciais, vidurkiy asimp-
totika. Praéjusio amziaus tre¢iame desimtmetyje H. Boras (Bohr) ir B. Jese-
nas (Jessen) pasiulé dzeta funkeijy asimptotinio elgesio reguliaruma charak-
terizuoti ribinémis teoremomis, kurios yra artimos Siuolaikinéms ribinéms
teoremoms silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo prasme. Tokias teore-
mas galima jrodyti dzeta funkcijoms kompleksinéje plokstumoje, analiziniy,
meromorfiniy ir net tolydziyjy funkcijy erdvése. Dzeta funkcijy univer-
salumas reiskia, kad jy postumiai norimu tikslumu tolygiai kompaktinése
aibése aproksimuoja bet kokig analizine funkcija.

Tegu E elipsiné kreivé vir§ racionaliyjy skai¢iy kuno duota Vejerstraso
(Weierstrass) lygtimi

vV =a2+ar+b, a,beZ.
Pazymékime A = —16(4a® + 270?) kreivés E diskriminanta ir tarkime, kad

A # 0. Tada kubinio trinario 2® +az+b saknys yra skirtingos, ir kreivé £ yra

nesinguliarioji. PavyzdZiui, nesinguliariosios elipsinés kreivés yra y? = 2% —x

ir 4> = 23 + z; singuliariosios — y? = 3 ir y? = 2% + 22 [12].
Kiekvienam pirminiam p, pazymékime v(p), lyginio
y® = 2° + ax + b (modp)

sprendiniy skai¢iy. Tegu A(p) = p — v(p), 0 s = o + it — kompleksinis
kintamasis. Tada kreivés E L funkcija apibréziama Oilerio sandauga

-T2 T )

plA prA
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Remiantis Hasés (Hasse) jverciu

AP < 2V,

begaliné sandauga, apibrézianti funkcija Lg(s), konverguoja absoliuciai ir
tolygiai pusplokstumes D, = {s eC:0> %} kompaktiniuose poaibiuose ir
apibrézia analizine nelygia nuliui funkcija.

Sioje srityje L £(s) gali buti isreiksta Dirichlé eilute

Lols) = 32 A,

m=1

¢ia A(m) yra multiplikatyvioji funkcija.

Funkcijos Lg(s) analizinis pratesimas glaudZziai susijes su tam tikry moduli-
niy formy L funkcijomis. Funkcijos Lg(s) analizinés savybés sutampa su
svorio 2 naujyjy formy L funkcijy savybémis.

Glaustai aptarkime universalumo savybe. Universalumas — jdomi dzeta
ir L funkcijy savybé. Sia savybe 1975 m. Rymano dzeta funkcijai ((s),
s = o + it, apibréztai pusplokstuméje o > 1 formule

o0

1
)= —
m=1
ir analiziskai pratesiamai j visg kompleksine plokstuma, iSskyrus s = 1,

kuriame funkcija turi paprasta poliy su reziduumu 1, jrodé S. M. Voroni-
nas (Voronin) [10].

A teorema. Tegu 0 < r < }1, o f(s) yra tolydi nelygi nuliui funkcija
skritulyje |s| < r, kuri yra analiziné skritulio viduje. Tada kiekvienam € > 0
egzistuoja realusis skaicius T = 71(¢), toks, kad

max < E.

[s|<r

C(s+z+ir) = f(s)

Veéliau S. M. Gonekas (Gonek), A. Reichas (Reich), B. Bag¢i (Bagchi),
A. Laurincikas, K. Matsumoto, R. Garunkstis, J. Staudingas (Steuding),
V. Svarcas (Schwarz), H. Misu (Mishou), R. Kacinskaité, R. SlezeviGiene,
J. Ignatavi¢iuté, J. Genys, H. Nagosi (Nagoshi) ir kiti apibendrino ir pagerino
Voronino teorema. Jie jrodé, kad duotaja analizine funkcija f(s) galima toly-
giai aproksimuoti ((s) funkcijos postumiais bendresnéje srityje negu skritulys.
Voronino teorema Rymano dzeta funkcijai jrodé A. Laurincikas [8].
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Pazymékime meas{A} macios aibés A C R Lebego mata. Kai T" > 0,
tegu

vr(...) = %meas {rel0,T]:..},

¢ia vietoj daugtaskio jraSomos salygos, kurias tenkina 7. C Zymime kom-
pleksine plokStuma.

B teorema. Tegu K yra juostos D = {s € C : 1 < o < 1} kompakti-
nis poaibis su jungiamuoju papildiniu, f(s) yra tolydi nelygi nulivi funkcija
poaibyje K, kuri yra analiziné K viduje. Tada kiekvienam ¢ > 0,

hTHLianT (sup IC(s +1i1) — f(s)| < 5) > 0.

s seK

Pastaroji teorema rodo, kad egzistuoja be galo daug postumiy ((s +
iT), kurie aproksimuoja duotaja analizine funkcija f(s). Aibé tokiy 7 turi
teigiama apatinj tankj, tac¢iau néra zinoma né viena konkreti 7 reiksmeé. Ta
prasme $i teorema néra efektyvi.

Kaip ir dauguma klasikiniy dzeta ir L funkcijy, taip ir musy nagrinéjama
elipsiniy kreiviy L funkcija, yra universali Voronino prasme. Liniko-Ibragimovo
hipotezé sako, kad visos funkcijos tam tikroje pusplokstumeéje duotos Dirichlé
eilute, analiziskai pratesiamos j kaire nuo absoliutaus konvergavimo pusploks-
tumes ir tenkinancios tam tikras didéjimo salygas, yra universalios Voronino
prasme.

Tegul sritis D = {s e C: 1 <0 < %} Pirmaja universalumo teorema
elipsiniy kreiviy L funkcijai jrodé A. Laurincikas ir V. Garbaliauskiené.

C teorema (|4]). Tarkime, kad E yra nesinguliari elipsiné kreivé virs
racionaliyjy skaiciy kuno. Tegu K yra juostos D kompaktinis poaibis su
Jungivoju papildiniu, f(s) yra tolydi nelygi nuliui funkcija poaibyje K, kuri
yra analiziné K wviduje. Tada kiekvienam € > 0,

lim inf vp (sup |Lg(s+it) — f(s)| < 5) > 0,
T—o00 seK

t.y. egzistuoja be galo daug postumiy Lg(s+i7), kurie aproksimuoja duotaja
analizine funkcija f(s): aibé tokiy 7 turi teigiama apatinj tankj.

2006 m. jrodytas elipsiniy kreiviy L funkcijy iSvestinés tolydus univer-
salumas.



D teorema(|6]). Tarkime, kad E yra nesinguliari elipsiné kreivé virg
racionaliyjy skaiciy kuno. Tegu K yra juostos D kompaktinis poaibis su
Jungiuoju papildiniu, f(s) yra tolydi funkcija poaibyje K, kuri yra analiziné
K viduje. Tada kiekvienam € > 0,

seK

lir}n inf vr (sup |Ls(s+1i7) — f(s)| < 6) > 0.
—00

Sioje teoremoje, skirtingai negu B ir C teoremose, funkcija f (s) gali buti
nykstamoji.

Suformuluotos universalumo teoremos yra tolydaus tipo: postumio mena-
moji dalis 7 kinta tolydziai intervale [0,T]. Be 8io tipo teoremy egzistuoja
universalumo teoremy diskretus atvejis. Pirmieji Rymano dzeta funkcijos
diskretyjj universaluma nagrinéjo S.M. Voroninas (1979) ir B. Bag¢i (1981).

Diskretaus universalumo atveju postumio menamoji dalis jgyja reikSmes
i§ aritmetinés progresijos. Tegu N € N ir

1

= < <N : ..
FrtosmE Ny,

()
¢ia vietoj daugtaskiy jrasomos salygos, kurias tenkina m, o h > 0 yra fiksuo-
tas skaic¢ius. Tarkime, kad skaic¢ius h yra pasirenkamas taip, kad exp {%}
yra iracionalusis skai¢ius visiems k € Z \ {0}.

Elipsiniy kreiviy L funkcijy diskretyjj universaluma jrodé V. Garbaliauskie-
né ir A. Lauriné¢ikas (2005).

E teorema ( [5]). Tarkime, kad exp{¥®} yra iracionalusis skaicius
visiems k € Z \ {0}. Tegu K juostos D kompaktinis poaibis su jungiuoju
papildiniu, f(s) yra tolydi nelygi nuliui funkcija poaibyje K, kuri yra analiziné
K wviduje. Tada kiekvienam € > 0,

lim inf py (sup |Lg(s+imh) — f(s)] < 5) > 0.
T—o0 seK

Sioje teoremoje matome, jog aibé {m : m = 0,1,...} tokia, kad postumiai
Lg(s+1imh) aproksimuoja duotaja analizine funkcija, yra pakankamai gausi:
turi teigiamg apatinj tankj.

Kadangi h > 0 yra fiksuotas skaicius, pasirenkamas taip, kad exp {%}

buty iracionalusis skai¢ius visiems k € Z \ {0}, tai, pavyzdziui, h = 7 arba
h = 27, nes, pagal Hermite-Lindemano teorema, e yra iracionalusis, kai
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a # 0 - algebrinis skai¢ius. Kompleksinis skai¢ius a vadinamas algebriniu, jei
a yra lygties
apx” + ... +ax+ay=0

su racionaliaisiais koeficientais a;, + = 0, ..., n, Saknis.

Magistro darbo tikslas - jrodyti elipsiniy kreiviy L funkcijy iSvestinés
diskretyjj universaluma.

1 teorema. Turkime, kad exp {%} yra iractonalusis skaic¢ius visiems
k€ Z\{0}. Tegu K juostos D kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu,
f(s) yra tolydi nelygi nulivi funkcija poaibyje K, kuri yra analiziné K viduge.
Tada kiekvienam € > 0,

lim inf py (sup |L's (s +imh) — f(s)] < 5) > 0.
T—o0 secK
Teoremos jrodymas remiasi diskreciomis ribinémis teoremomis analiziniy
funkcijy erdvéje, eiluciy aibiy tankiu (tirStumu) analizniy funkeijy erdvéje ir
Mergeliano (Mergelyan) teorema.



1. ELIPSINIU KREIVIU L FUNKCIJU
ANALIZINES SAVYBES

Suformuluokime funkcijos Lg(s) analizines savybes. Pazymeékime SL(2,7)
pilnaja moduline grupe, t.y.

SL(2,Z) = {(CCL Z) :a,b,c,dGZ,ad—bc:l}.

Be to, teigiamam sveikajam ¢ apibrézkime

To(q) = {(‘é Z) € SL(2,7): c= O(modq)} |

Cia Io(q) yra modulinés grupés SL(2, Z) pogrupis, vadinamas Hekés (Hecke)
pogrupiu [7].

Tegu U ={z€C:z=x+1iy, y >0} virSsutiné pusplokstumeé kartu su
oo. Racionalieji skai¢iai ir co vadinami paraboliniais taskais. Tegu F(z) yra

Z) € SL(2,Z) tenkinama

analiziné pusplokstumeéje U funkcija ir visiems (CCL

funkciné lygtis

F (Zjig) — (cz + d)"F(2) (1.1)

su kai kuriuo lyginiu sveikuoju teigiamu . Tada begalybéje F(z) turi
skleidinj Furjé (Fourier) eilute

F(z) = Z c(m)e*™m?,

m=—0Q

Funkcija F'(z) vadinama analizine begalybéje, jei ¢(m) = 0, kai m < 0, ir
nykstamaja begalybéje, jei ¢(m) = 0, kai m < 0. Be to, F'(z) yra analiziné ir
nykstamoji paraboliniuose taskuose, jei funkcija

(cz+d)”F (“Z + b)

cz+d

Z) € SL(2.7). Jei F(2)

yra analiziné paraboliniuose taskuose, tai ji yra svorio » moduliné forma.
Siuo atveju F(z) turi tokj Furjé eilutés skleidinj begalybéje:

yra analiziné ir nykstamoji begalybéje visiems (Z

F(z)= Z c(m)e*™ =,

m=0

8



Jei svorio s moduliné forma F(z) yra nykstanti paraboliniuose taskuose, tai
ji yra svorio sz paraboliné forma, ir jos Furjé eilutés skleidinys begalybéje yra

F(z) = Z c(m)e*™ M=,

m=1

Z) € I'g(¢) tenkina (1.1) lygtj, paraboliné forma F'(z)

yra svorio s ir lygmens ¢ paraboliné forma.
Ramanudzano (Ramanujan) paraboliné forma

.. . a
Jel visos matricos c

A(Z) — @2mimz H (1 _ e27rimz)24 _ Z T(m)GQﬂ'imz
m=1 m=1

yra klasikinis parabolinés formos pilnosios modulinés grupeés SL(2, Z) atzvil-
giu pavyzdys. Cia svoris s yra 12,

k+1 k—l)

() =7(p)r(P") — p"'7(p

yra RamanudZano funkcija. Funkcija 7(m) yra multiplikatyvioji |7].

Pazymékime S, (I'g(q)) visy svorio s ir lygmens ¢ paraboliniy formy
erdve. Elementas F' i§ S,, (I'o(q)) yra Hekés tikriné forma, jei F' yra visy
Hekeés operatoriy tikriné funkcija

T =m0 ds ()

o<d|lm
ad=m

Jei q1|q, tada elementas F'i8 S, (I'g(¢1)) taip pat gali buti elementu i3 S,, (I'o(q)).
Elementas i§ S,, (I'9(¢)) yra naujoji forma, jei jis yra Hekés tikriné forma ir
néra paraboliné forma su lygmeniu mazesniu kaip q.

Suformuluokime pagrindines elipsiniy kreiviy L funkcijy savybes.

1. Funkcija Lg(s) analiziskai pratesiama j visa kompleksing plokstuma
(yra sveikoji funkcija) ir tenkina funkcine lygtj

(g_f)sus)LE(s) = (g—j) P2 - 5)Le(2 - s),

Cla g — teigiamas sveikasis skai¢ius, sudarytas i§ determinanto A pirminiy
daugikliy, n = £1, o I'(s) yra Oilerio gama funkcija.



2. Furjeé eilute
F(z) =Y Mm)e™™™m
m=1
yra svorio 2 naujoji forma kurio nors Hekés pogrupio I'g(q) atzvilgiu.

Pirmieji sias savybes, kurios ilga laika buvo zinomos kaip hipotezes, jrodé
R. Teiloras (Taylor) ir A. Vailsas (Wiles) [9] pusiau stabilioms elipsinéms
kreivéms. Tai buvo panaudota paskutiniam Ferma (Fermat) problemos jrody-
mui.

2001 m. hipotezes pilnai jrodé C. Brioilis (Breuil), B. Konradas (Conrad),

F. Daimondas (Diamond) ir R. Teiloras [2]. Taigi, funkcijos Lg(s) analizinés
savybeés sutampa su svorio 2 naujyjy formy L funkcijy savybeémis.
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2. DISKRECIOJI RIBINE TEOREMA
FUNKCIJAI L,(s)

Pagrindinés teoremos jrodymas remiasi diskrecia ribine teorema tikimy-
binio mato silpnojo konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdveéje. Pazymeé-
kime H (D) analiziniy srityje D funkecijy erdve su tolygaus konvergavimo kom-
paktuose topologija, B(S) — metrinés erdvés S Borelio (Borel) aibiy klase.
Tegu v = {s € C: |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje ploks-
tumoje C ir begaliniamatis toras

Q= Hprv
p

¢ia 7, = v kiekvienam pirminiam p. Remiantis Tichonovo (Tichonov) teo-
rema, su sandaugos topologija ir pataskine daugyba begaliniamatis toras 2
yra kompaktiné tolopoginé Abelio (Abelian) grupé. Todél erdvéje (€2, B(2))
egzistuoja tikimybinis Haro (Haar) matas mpy. Taip gauname tikimybine
erdve (2, B(Q), mg). Pazymékime w(p) elemento w € Q projekcija koordi-
natinéje erdvéje ,. Cia {w(p) : p pirminis} yra nepriklausomy atsitiktiniy
dydziy, apibrézty tikimybinéje erdvéje (2, B(2), mp), seka.
Tegul juosta D = {s € C: 1 < ¢ < 3}. Tikimybin¢je erdvéje (€2, B(2), my)

apibréziame H (D) reiksmj atsitiktinj elementa L'z(s,w) formule

() =] (1 _Apep) w2(p)>1 I (1 - M) o

i ps p23—1 2in ps
B Aplw(p)logp  2%(p)logp\ [, Apw(p)  «*()\ '
Z ( ps p2s—1 > (1 ps + p2s—1)

ptA

Pazymekime Pr. (A) atsitiktinio elemento Li(s,w) skirstinj

Pp (A) =mp(w e Q: L(s,w) € A), AeB(H(D)).
Aptarsime tikimybinio mato

def 1
CN+1

silpnajj konvergavima.

Py (A) {0 <m < N:Ly(s+imh) € A}, A€ B(H(D))

11



2.1 teorema. Tarkime, kad exp{%} yra iractonalusis skaicius visiems
k € Z\{0}. Tada tikimybinis matas Py silpnai konverguoja j atsitiktinio ele-
mento L' (s,w) skirsting, kai N — oo.

Irodymas. Apibrézkime tikimybinj matg

1

Qn(A) = N1

tH{0<m < N:Lg(s+imh) e A}, AeB(H(D)).

V. Garbaliauskiené ir Laurin¢ikas [4] jrodé, kad tikimybinis matas Qy
silpnai konverguoja j H (D) reikdmio atsitiktinio elemento

Lo(s,w) =[] (1 _Ap)w(p) wz(p))1 1 (1 - M) -1
pld

Y ps p25—1 ps

skirstinj ()1, kai N — oo.
Tolydi funkcija u : H(D) — H(D) apibréziama formule

u(g(s)) =4'(s), g(s) € H(D).
Mato @y silpnasis konvergavimas ir 5.1 teorema i3 1] rodo, kad tikimybinis

matas Py silpnai konverguoja j Qr, u"!, kai N — oco. Kadangi Qr, u"! yra
atsitiktinio elemento L';(s,w) skirstinys, teorema jrodyta.

12



3. ATSITIKTINIO ELEMENTO L';(s,w)
ATRAMA

Erdvé H(D) yraseparabili. Todél atsitiktinio elemento L’; (s, w) skirstinio
Pp, atrama yra minimali uzdara aibé S Py, C H(D) tokia, kad Pr/ (S Py )=
1.

Norédami jrodyti pagrindine teorema, turime zinoti mato Py, atrama.
Pirmiausia apibréskime atsitiktinio elemento L;(s,w) atrama. Tegu

S={ge€ H(D): g(s) # 0arba g(s) =0}.

3.1 lema. Atsitiktinio elemento Lg(s,w) atrama yra aibé S.

Lemos jrodyma galima rasti V. Garbaliauskienés ir A. Laurin¢iko darbe
[4], 5 lema. Pateiksime erdvés H(D) metrikos su tolygaus konvergavimo
kompaktuose topologija apibrézima. Yra zinoma [3], kad juostos D kompak-
tiniuose poaibiuose egzistuoja seka { K, : m € N}, tokia, kad

D= QKm,

K,, C K11, m € N, ir kiekvienam juostos D kompaktui K egzistuoja m,
su kurivo K C K,,.

Tegul g1, go € H(D), tada erdvés H (D) metrika su tolygaus konvergavimo
kompaktuose topologija apibréziama formule

o0

- pm(91792>
— 2
p(91, 92) mzl L+ pm(91,92)

Pm(91,92) = sup [(g1(s) — ga(s))|-

SEKm

Pateikime Mergeliano teoremg apie analiziniy funkcijy aproksimavimag
daugianariais [11].

3.2 lema. Tarkime, kad K kompleksinés plokstumos kompaktiné aibé
turinti jungygi papilding, o funkcija g(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné jos

viduge. Tuomet su kiekvienu € > 0 egzistuoja toks daugianaris p(s), kad

sup [g(s) — p(s)| <e.
seK

13



3.3 teorema. Atsitiktinio elemento L'y(s,w) atrama yra erdvé H(D).

Irodymas. Tegu funkcija u : S — H(D), apibrézta formule

u(g(s)) =d'(s), g(s) €.

[s Kosi integralinés formulés gauname, kad funkcija u yra tolydi. Todél
kiekvienai atvirai aibei G C H(D) aibé u™'G yra erdvés S atviras poaibis.
Parodykime, kad u~'G néra tuscia aibé.

Tegu ¢ € u 'G. Remdamiesi funkcijos u apibrézimu, gauname, kad
u(g) € G.

Tegu K yra juostos D kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu. Pagal
3.2 lema, kompakto K viduje egzistuoja daugianaris p(s), kuris nurodytu
tikslumu tolygiai aproksimuoja funkcija u(g(s)). Taigi, p(s) € G. Gauname,
kad srityje D egzistuoja daugianaris ¢(s) € u~!(p(s)), be to, q(s) # 0. Tai
parodo, kad aibé ©'G yra netuséia.
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4. PAGRINDINES TEOREMOS JRODYMAS

Pagrindiné magistro darbo teorema:

1 teorema. Tarkime, kad exp {%} yra iracionalusis skaicius visiems
k€ Z\ {0}. Tegu K juostos D kompaktinis poaibis su jungiuoju papil-
diniu, f(s) yra tolydi funkcija poaibyje K, kuri yra analiziné K viduje. Tada
kiekvienam € > 0,

lim inf
N—oo

1

111 {O <m < N :sup |Ly(s +imh) — f(s)| < 5} > 0.
seK

Irodymas. Remiantis 2.1 teorema, tikimybinis matas Py silpnai kon-

verguoja j atsitiktinio elemento L'(s,w) skirstinj Pr; , kai N — oo. Vadi-

nasi, remdamiesi 2.1 teorema i3 [1|, gauname, kad visoms atviroms aibéms

AC H(D),

lim inf Py(A) > Py, (A). (4.1)

N—oo

Pagal 3.2 lemos tvirtinima, egzistuoja daugianaris p(s) toks, kad

sup| f(s) = p(s)| < 5. (42)

seK

Tegul G yra erdveés H(D) atvira aibé, apibrézta formule

€
G={ge H(D):suplg(s) — f(s)| < 5}
seK 2
Kadangi mato Pp, atrama, sudaryta i$ visy g € H(D), tokiy, kad kiekvienai
g aplinkai G teisinga nelygybé P} _(G) > 0, ir pagal 3.3 teoremos tvirtinima
p(s) € Sp; , gauname, kad Py _(G) > 0. Todeél i§ (4.1) nelygybés gauname,
E
kad

.. €
lim inf —
N—oo

1
0<m < N:sup|L'(s+imh)— f(s)| <
1 seK 2

} >0. (4.3)
Nelygybé (4.2) reiskia, kad

{O <m < N :sup|L'(s+imh) — f(s)| < 5}
seK

) {O <m < N :sup|L'(s+imh) — p(s)| < g}
seK

15



Sios nelygybés kartu su (4.3) formule parodo, kad

lim inf
N—oo

1
: {0§m§N:sup|L’(s+imh)—f(s)| <€} > 0.

seK

Teorema jrodyta.
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ISVADOS

1. Darbe suformuluotos elipsiniy kreiviy L funkcijy analizinés savybeés,
kurios sutampa su svorio 2 naujyjy formy L funkcijy savybémis.

2. Funkcijai L'y(s) jrodyta diskreti ribiné teorema tikimybinio mato
silpnojo konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdvéje, kuria remiasi uni-
versalumo jrodymas.

3. Darbe jrodytas elipsiniy kreiviy L funkcijy iSvestinés diskretusis uni-
versalumas, t. y., jei exp {%} yra iracionalusis skaicius visiems k € Z\ {0},
o K juostos D kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu ir f(s) yra tolydi
funkcija poaibyje K, kuri yra analiziné K viduje, tai kiekvienam ¢ > 0
teisinga nelygybé

1
im i < < : ! ) — .
11an>101(1)fN+1|j{0_m_N sup | Lz (s + imh) f(s)|<5}>0

seK
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Elipsiniy kreiviy L funkcijy iSvestinés
diskretusis universalumas

SANTRAUKA

Tegu E elipsiné kreivé vir§ racionaliyjy skaiciy kuno duota Vejerstraso
lygtimi
y* = ax® + br + c,

koeficientai a, b ir ¢ yra sveikieji skaic¢iai. Tarkime, kad kreivés F diskriminan-
tas A = —16(4a® + 27b?) nelygus nuliui. Tada kreivé E yra nesinguliarioji.
Kiekvienam pirminiam p, pazymékime v(p), lyginio

y* = 2 + az + b (modp)

sprendiniy skaiciy, ir tegu A(p) = p — v(p). Tegu s = o + it — kompleksinis
kintamasis. Tada elipsinés kreivés L funkcija apibréziama Oilerio sandauga

o104 5) (%)

prA p|A p

Remiantis Hasés jverciu

AP < 2v/p,

funkcija Lg(s) apibrézianti begaliné sandauga konverguoja absoliuéiai ir toly-
giai pusplokstumes o > % kompaktiniuose poaibiuose ir apibrézia analizine
funkcija. Funkcija Lg(s) analiziSskai pratesiama j visa kompleksine ploks-
tuma, t. y. yra sveikoji funkcija, ir tenkina funkcine lygtj

(L) v =n (L) re- s

oam 2T

Cia q — teigiamas sveikasis skaicius, sudarytas iS determinanto A pirminiy
daugikliy, n = £1, o T'(s) yra Oilerio gama funkcija.

Magistro darbo tikslas — jrodyti elipsiniy kreiviy L funkcijy iSvestinés
diskreciojo universalumo teoremsa.

Darbe jrodomas funkcijos L';(s) diskretusis universalumas. Nagrinéjamas
analizinés funkcijos aproksimavimas postumiais L’; (s+imh), ¢ia kompleksinio
kintamojo menamosios dalies postumiai jgyja reikSmes i$ aritmetinés progre-
sijos. h > 0 yra fiksuotas skaiCius, pasirenkamas taip, kad exp {%} buty
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iracionalusis skai¢ius visiems k € Z \ {0}.

1 teorema. Turkime, kad exp {%} yra iracionalusis skaicius visiems
k € Z\{0}. Tegu K juostos D = {s € C:1 < o < 3} kompaktinis poaibis su
Jungivoju papildiniu, f(s) yra tolydi funkcija poaibyje K, kuri yra analiziné
K viduje. Tada kiekvienam € > 0,

1
. . < < : ! . _ )
hNHi}o%fN—l—lﬂ{O_m_N fg}g\LE(s—i—zmh) f(s)|<€}>0

I8 teoremos matyti, kad aibé {m : m = 0,1,...} tokia, jog postumiai
L', (s+1imh) aproksimuoja duotaja analizine funkcija, yra pakankamai gausi:
turi teigiamag apatinj tankj.

Elipsiniy kreiviy L funkcijy iSvestinés diskrec¢iojo universalumo jrodymas
remiasi diskrecigja ribine teorema tikimybinio mato silpnojo konvergavimo
prasme analiziniy funkcijy erdvéje.
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Discrete Universality of the Derivatives
of L-functions of Elliptic Curves

SUMMARY

Let E be an elliptic curve over the field of rational numbers given by the
Weierstrass equation
y? = azd +br+c

with integers a, b and c. Suppose that the discriminant A = —16(4a® + 27b%)
of the curve E is non-zero. Then the elliptic curve E is non-singular.
For every prime p, denote by v(p) the number of solutions of the congru-
ence
y? = ax® + bx + ¢ (modp),

and let A\(p) = p — v(p). Let s = o + it be a complex variable. Then the
L-function of the elliptic curve E' is the Euler product

L(s)=]] (1—@ergi_l)_1 1T (1—M>_1.

s s
ptA p p|lA p

In view of the Hasse estimate

AP < 2vp

the infinite product converges absolutely and uniformly on compact subsets
of the half-plane o > %, and defines there an analytic function.

The function Lg(s) is analytically continuable to an entire function, and
it satisfies the functional equation

(ﬂ)sws)LE(s) = (@) F2=9)ls(2 =),

o 2T

where ¢ is a positive integer composed of prime factors of the discriminant
A, and n = £1 is the root number, I'(s) denotes the Euler gamma-function.

The aim of this Master’s thesis is to prove the discrete universality theo-
rem for the derivatives L-functions of elliptic curves over the field of rational
numbers.

In thesis we study the discrete universality of the function L’;(s). We
consider an approximation of analytic functions by translations L'y (s+imh),
where h > 0 is a fixed number, the translations of the imaginary part of the
complex variable take values from some arithmetical progression. We sup-
pose that the number h is choosen so that exp {%} is an irrational number
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for all k € Z \ {0}.

THEOREM 1. Suppose that exp{%} 15 an irrational number for all
k € Z\{0}. Let K be a compact subset of the strip D ={s € C:1 <o < 2}
with connected complement, and let f(s) be a continuous function on K which
is analytic in the interior of K. Then, for every e > 0,

lim inf
N—o0

! 1ﬂ{0§m§N:sup\L}5(s+imh)—f(s)| <€} > 0.

seK

Theorem 1 shows that the set {m : m = 0,1,2,...} such that L'y(s+imh)
approximates a given analytic function uniformly on compacta is sufficiently
wide, it has a positive lower density.

The proof of discrete universality of the derivative L-functions of ellip-
tic curves is based on a limit theorem in the sense of weak convergence of
probability measures in the space of analytic functions.
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