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Ivadas

1950 metais J. Nesas vieno puslapio apimties straips-
nyje paskelbé n loséjy losSimo pusiausvyros savoka [3].
Si savoka, vadinama Ne$o pusiausvyra, aiskinama jvai-
riai, todel yra placiai pritaikoma ekonomikoje ir kituose
moksluose. Neso pusiausvyra yra lo$¢jy strategijy rinki-
nio derinys, pasizymintis tokia savybe: né vienas i§ los¢jy
néra suinteresuotas vienpusiskai keisti savo strategijos, jei
to nedaro visi kiti lo$¢jai. NeSo pusiausvyra galima na-
grinéti dviem pozilriais: kaip patarima los¢jams ir kaip
prognoze. Jeigu NeSo pusiausvyra tiriama kaip patarimas
los¢jams, tai patarimas, kuris néra pusiausvyra, kazkuriam
los¢jui bus blogas. Taigi bet kuris patarimas loSéjui turi
biti geriausias jo atsakas kitiems lo$¢jams, kuriems jau
duotas patarimas. Sis pozitiris naudojamas tuo atveju, kai
norima nuspéti lo$éjy, kurie yra visiskai racionaliis ir su-
geba apskaiciuoti ir jvertinti savo pozicijas, elgesj. Tokiu
bidu jie gali sau duoti atitinkama patarima. Kada tikslas
yra prognozé, Neso pusiausvyra gali blti suprantama
kaip tam tikras stabilus dinaminio proceso, kuriame lose-
jai adaptuoja savo elgesj pagal kity loséjy elges;, taskas,
lemiantis geriausig rezultaty. Sis poziiiris yra populiarus
biologijos moksle, kai tiriama populiacijos dinamika. Cia
jokiy prielaidy apie racionaluma nedaroma — tai tik savo
interesy siekimo tikslas. Sis evoliucinis poziiiris taikomas
ir ekonomikoje [1], [2].

Stochastinés NeSo pusiausvyros uzdavinius tenka
spresti daugelyje Zzmogaus veiklos sriciy, kuriose reikia
rasti pusiausvyra, t. y. tokia situacija, kurioje kiekvienas
los¢jas vienpusiskai keisdamas strategija (nes kiti los¢jai
irgi laikysis tos situacijos strategijos) atsidurs blogesn¢je
padétyje, esant vienokios ar kitokios risies neapibréztu-
mui. Netgi determinuotu atveju, kai viskas tikrai zinoma
(néra neapibréztumo), NeSo pusiausvyra gali neegzistuo-
ti arba tokia pusiausvyra gali biiti ne viena. Jei nustatyta,
kad Neso pusiausvyra egzistuoja ir yra vienintelé, tai tada
dar reikia jg surasti. Jeigu uzdavinys néra sudétingas arba
galima jo sudétinguma sumazinti, atsisakant neesminiy
detaliy, NesSo pusiausvyra gali biiti apskai¢iuojama paly-
ginti lengvai. Sudétingesniuose uzdaviniuose reikia kur-
ti algoritma NeSo pusiausvyrai surasti. Taciau jei yra ne
viena NeSo pusiausvyra, tegalima surasti kurig nors vieng
i$ juy, nebiitinai geriausia (optimistiniu atveju reikéty rasti
geriausia, pesimistiniu atveju — blogiausia). Atskaitos tas-
ku gali biiti laikoma lokali Neso pusiausvyra.

Stochastiniu atveju sprendimg reikia priimti nezi-
nant konkrecios atsitiktiniy dydziy realizacijos. Tam, kad
sprendimo priémimas (strategijos parinkimas) suteikty
Neso pusiausvyra, reikia atsizvelgti | visus jmanomus ne-
apibréztumo realizacijos scenarijus, nes stochastinés Neso
pusiausvyros uzdaviniuose tikslo funkcija ir (arba) riboji-
mai yra susij¢ su atsitiktiniy dydziy jverciais. Pavyzdziui,
ribojimai gali reiksti atitinkamy prekiy ateities poreikius
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h(&), priklausanéius nuo atsitiktiniy veiksniy &, kuriy
reikSmeés priimant sprendima néra Zinomos. Jeigu nagri-
nétume avialinijy aljansa, tai aljanso nariai turi pasiskirs-
tyti turimus iSteklius tarpusavyje, nezinodami atitinkamy
marsruty ateities paklausos. Tokiu atveju galima siekti pu-
siausvyros, kurioje kiek jmanoma daugiau loséjy islosia
beveik tikrai arba kurioje loséjy laukiami iSloSiai patenka
1 tam tikrg intervalg.

Jei visi atsitiktiniai dydziai yra diskretieji, uzdavi-
nj galima performuluoti kaip determinuota, beje, galbiit,
labai didelio matavimo, ir NeSo pusiausvyros paieskai
pritaikyti zinomus deterministinius algoritmus. Taciau
sprendziant stochastinés Neso pusiausvyros uzdavinj pa-
geidautina turéti pusiausvyros paieskos algoritmus, kurie
labiau tikty esant galimy scenarijy neapibréztumui. Sia-
me straipsnyje vienas toks algoritmas ir nagrin¢jamas.
Pazymeétina, kad dalis literatiiroje nagrinéty algoritmy
pagristi tiriamo modelio detalémis, t. y. algoritmas kons-
truojamas pagal agenty isloSio specifines funkcijas ir jy
savybes.

Stochastinés NeSo pusiausvyros uzdavinio
formuluoté

Bendru atveju uzdavinj (1) galima nagrinéti kaip ne-
tiesinés Neso pusiausvyros uzdavinj [7]:

F].(xl,x2,...,xn)=Efj(x1,x2,...,xn, )— I;liani ; (1)
¢ia £ e yra elementarusis jvykis tikimybingje
erdvéje (Q,X,P,), funkeijos f,:R"xQ — R tenkina
tam tikras integruotinumo, diferencijuotinumo bei iskilu-
mo salygas, matas P, yra absoliug¢iai tolydus ir gali pri-
klausyti nuo x, t. y. jis apibréziamas jvedus tankio funkcija
p:R"xQ — R_, E yra matematingés vilties simbolis.

Jei atsitiktiniai vektoriai iSraiskoje (1) yra diskre-
tieji, agenty tikslo funkcijas F;(x) galima apskaiciuoti
kaip funkcijy f(x,) vidurkius ir i¥spresti uzdavinj (1)
kaip netiesinio programavimo uzdavinj (dazniausiai labai
didelj) [5].

Sprendziant (1) tipo uzdavinius, kai atsitiktiniai
kintamieji yra tolydieji, paprastai daroma prielaida,
kad galima konstruoti baigtines atsitiktinio dydzio &
realizacijy sekas kiekviename taske xeDc®R" (Cia
D=D ®D,®..®9D, e€R") ir apskaiciuoti atitinka-
mas funkcijy f ; 1r ju gradienty reikSmes Sioms realiza-
cijoms. Po to nesunku jvertinti Montekarlo metodu (1)
uzdavinio tikslo funkcijg bei jos gradienta, iSreiSkiamus
matematinémis viltimis.

Taigi sukonstruokime tam tikro ilgio N Montekarlo
imtj:

Y=0"0" "), )
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¢ia ' yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, pasi-
skirste vienodai su tankiu p(x,):QQ—> R, , xeDc R".
Dabar galima jvesti tokius tikslo funkcijy ir jy dispersijy
imties jvercius:

~ 1 N

F(x)=—> fi(x,y"),1<j<n, 3)
N o

D%x)——Z“(f(xy) F). 1<j<n, (4

Taikant vidurkio diferencijavimo taisykles (zr. [6]),
tikslo funkcijy gradienta daznai galima jvertinti su ta pacia
Montekarlo imtimi (2) be esminiy papildomy skaic¢iavimy:

N 1 )
=208 (n), XEDCR 1< gn (S)

Naudojant Montekarlo imtj, taip pat galima apskai-
¢iuoti kovariacing matrica:

A(x) = ﬁzkﬁ (g(x, ") -
_E) (g3 - E()) |

kurios toliau reikés sprendinio tikslumui vertinti, ¢ia
pazyméta:

(6)

g(x:yk):(gl(xayk:"':gn(xayk))

g(x) =(g(x),....8,(x) -

Gradientinés paieSkos metodas

Naudojant loséjy tikslo funkeijy ir jy gradienty Mon-
tekarlo jvercius, galima sukonstruoti stochasting NesSo pu-
siausvyros radimo procedurq Tarkime, kad duotas tam
tikras pradinis artinys x” € D c R", iame taske suge-
neruota tam tikro pradinio ilgio N’ Montekarlo imtis (2)
ir apskaiCiuoti atitinkami imties jverciai (3), (4), (5), (6).
Tuomet pusiausvyros paieskos stochastiné procediira, pa-
grjsta gradientais, konstruojama iteraciniu btdu:

t+1

X;

(7

Cia p;> 0 yra tam tikri dauglkllal reguliuojantys
gradlentlnlo zingsnio ilgj, 1< j <n. Zingsnio ilgis gali
buti nustatomas eksperimentiniu budu.

Kyla imties (2) ilgio parinkimo problema. Kartais
imties ilgis laikomas pastoviu visoms iteracijoms optimi-
zavimo procese ir parenkamas pakankamai didelis, kad
tenkinty reikiama tiksluma visose iteracijose. Taciau néra
didelio poreikio optimizavimo pradzioje jvercius skaiciuoti
itin tiksliai, nes tuomet apskaiciuojama tik apytikslé kryptis
optimumo link. Todél galima imti nedideles imtis optima-
lios paieskos pradzioje ir tik véliau, didinant imties ilgj, pa-
siekti tikslo funkcijos reik§me reikiamu tikslumu, priimant
sprendima dél optimalaus sprendinio radimo [6], [7]. Sia
schema galima realizuoti, jei kiekvienoje kitoje iteracijoje
imties ilgis yra atvirks¢iai proporcingas esamos iteracijos
gradiento jver¢io normos kvadratui. Kadangi gradiento
iveréio Montekarlo paklaida yra atvirksciai proporcinga

=X, = pP; 'gj(xt)a
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imties ilgiui, gautume, kad Si paklaida yra santykiné. Ta-
¢iau zinoma, kad metodai su santykine gradiento paklaida
gali biiti konverguojantys. Taikyti praktikoje sitiloma tokia
imties ilgio reguliavimo taisyklé (zr. [6], [7]):
n-Fish(y,n,N' —n)

PR (AR (g(X)

N'*! = min| max {

+ n’Nmin }Nmax > (8)

¢ia Fish(y,n,N' —n) yra FiSerio pasiskirstymo,
turin¢io (n, N' —n) laisvés laipsniy, ¥ kvantilis.

Siekiant iSvengti dideliy imties ilgio svyravimy,
paprastai nurodoma maziausia ir didziausia imties ilgio
vertes (N =20-50 ir N =1000-5000). N, _taip pat gali
biiti parinktas pagal tikslo funkcijos jver&io pasikliautino-
jo intervalo salygas.

Konstantos parinkimas formuléje (8):

n- Fish(y,n,N' —n) > ;(yz(n),

gia ;(i (n) yra y° pasiskirstymo su n laisvés
laipsniy ¥ kvantilis, atitinkantis gradiento normos kva-
drato imties kovariacijy matricos (6) indukuotoje metri-
koje asimptotinj pasiskirstyma pagal Fiserio désnj, o atsi-
tiktiné gradiento paklaida Siuo atveju nevirsija gradiento
normos su tikimybe 1— y . (8) taisyklé taip pat garantuo-
ja (7) sekos konvergavima ([6], [7]).

Sprendimas dél galimo optimalaus sprendinio radimo
turi biti tiriamas kiekvienoje optimizavimo proceso iteraci-
joje. Kadangi tezinomi agenty tikslo funkcijy ir jy gradienty
Montekarlo jverciai, galima tikrinti tik statistines optimalu-
mo hipotezes. Siy jveréiy stochastiné paklaida priklauso nuo
Montekarlo imties tuirio, tad sprendimas apie galimg optima-
luma gali biiti priimtas, jeigu, pirma, néra pagrindo atmesti
hipotezg, kad gradientai lygtis nuliui, antra, jeigu imties tiiris
yra pakankamas tikslo funkcijai reikiamu tikslumu jvertinti.

Pazymétina, kad imties jverciy (3) ir (5) skirstiniai
gali buti aproksimuoti normaliuoju désniu remiantis cen-
trine ribine teorema vienmaciu ir daugiamaciu atveju. To-
dél butingsias pirmos eilés optimalumo (stacionarumo) sa-
lygas galima patikrinti pritaikius gerai Zinoma daugiamate
Hotellingo 7*-statistika. Optimalumo hipotezé taske x gali
biti laikoma patvirtinta su tikimybe 7 — 4, jei:

IP=(N"=m)-(8(x) " (4(x") - (8(x") /n<

< Fish(u,n,N' —n) )
Toliau galima pasinaudoti asimptotiniu normalumu

dar karta ir nuspresti, kad tikslo funkcija yra apskaiciuota

tikslumu ¢, jeigu jos pasikliautinasis intervalas nevirsija
reikiamos tikslumo ribos:

ny-D,(x')/NN' <eg,

tia 77 ; yra normaliojo skirstinio /8 kvantilis.
Jei nors viena i8 salygy (9), (10) néra tenkinama,
tuomet procediira (7) kartojama taske, apskaiiuotame

(10)
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pagal (7) lygti, pagal kurig imties (2) ilgis apskaiciuo-
jamas remiantis (8). Jei abi Sios salygos tam tikroje ite-
racijoje tenkinamos, tai priezas¢iy atmesti hipoteze apie
optimumo radima néra, vadinasi, yra pagrindas stabdyti
optimizavima ir priimti sprendimg apie optimumo radimg
reikiamu tikslumu. Optimizavimas turi pasibaigti po baig-
tinio Montekarlo im¢iy skai¢iaus generavimo.

Stochastinis NeSo pusiausvyros modelis elektros
rinkoje su iSankstiniais sandoriais

Panagrinékime neatidéliotiny sandoriy elektros rin-
ka [4], kurioje yra M gamintojy ir jie tarpusavyje var-
zosi kainomis, kol paklausa yra nezinoma (neapibrézta).
Paklausa rinkoje aprasoma atvirkstine paklausos funkcija
p(0,&(w)), ¢a p(Q,E(w)) yra rinkos kaina, Q yra
bendra elektros pasiiila rinkoje, &:Q — R yra tolydus
atsitiktinis dydis. Paklausos neapibréztumas charakteri-
zuojamas atsitiktinio dydzio & skirstiniu. Prie§ tai, kol
rinkos paklausa nezinoma, gamintojai i,i = 1,..., M pa-
sirenka elektros kiekius ¢;, kuriuos jie gamins. Gamintojo
laukiamas pelnas gali biiti aprasSytas taip:

R(9;,0,) = Elq,p(0,$) - C(q,) + H,(p(Q, )],

¢ia Q =g, + Q_, yra bendra pasiiila, Q_, yra varZo-
vy i-ajam gamintojui bendra pasiiila, ¢,p(Q,&) yra i-ojo
gamintojo pajamos, pardavus g, elektros kiekj, jei rin-
kos paklausos scenarijus bus p(Q,&(w)), C;(g) — bendros
sgnaudos, patiriamos gaminant kiekj g,, H,(p(Q,&)—
mokéjimai pagal sutartis su perpardavéjais. Sutartys
naudojamos kaip rizikos mazinimo priemoné esant ne-
apbréztumui. Sutartys gali baiti abipusés arba vienpusés,
¢ia nagrinésime vienpuses sutartis, kai w,(p — f) moka
i-asis gamintojas elektros perpardavéjui tik tuo atveju, kai
p> f, f —kaina, o w, yra kiekis pagal sutartj. Taigi

H,(p(Q,6)) = —w,max(p(Q,¢) — 1,0).

i-asis gamintojas siekia maksimizuoti laukiama pel-
ng, parinkdamas gamybos kiekj g, , t. y.

1(4:,0,1,6) = q;:p(0,$) — Ci(q,) —

2 lentelé. UZdavinio sprendimo rezultatai

- W max(p(Q, é:) - f’O) — max.

qi

Gamintojo laukiamas pelnas gali bti iSreikstas taip:

Ri(9;,0,) =E[1(4;,0,,,9)].

Stochastiné. NeSo pusiausvyra yra toks rinkinys
* * * * )
q =(4y592>+s9x)> kuriame

~R(q;,0;,) =min[-R,(g,,0")],Vi,i =1,...,.M,
9;€0;
¢ia Q, =[0,q;']ir g, yra i-ojo gamintojo ribinis
pajégumas.

Tarkime, kad yra trys gamintojai. Imsime at-
virksting paklausos funkeija p(q,&) = a(&) — fq, &ia &
yra atsitiktinis tolygiai pasiskirstes intervale [0,1] dydis,
f=1 0 al)=al+qa,ir a=20,a,=30. Sutarties
kaina f = 22. 1 lentel¢je pateikiame kiekius w; pagal su-
tartis ir patiriamy sanaudy C;(qg;) funkcijas.

1 lentelé. Kiekiai pagal sutartis ir sqnaudy funkcijos

Gamintojas w; Ci(q,)
1 10 %2 +2¢,
2 8 2‘]; +2q,
3 0 243 +3q;

Po 10 iteracijy gautas, paémus pradinj taska (10, 10,
10), ir analizinis sprendiniai pateikti 2 lentel¢je.

Pagal aprasyta (7) procediirg stabdymg galima atlikti
anksciau, kai yra jvykdytos optimalumo salygos ir pasickia-
mas pageidautinas tikslumas. Pastebima, kad gamintojy gami-
nami kiekiai tarpusavyje labai susije, t. y. jie koreliuoja, nes
kiekvienas gamintojas adaptuoja savo elgesj pagal kitus. Ga-
mintojy gaminami kiekiai ir bendras kiekis pavaizduoti 5 pav.

1 pav. parodytas tikslo funkcijy kitimas, 2 pav. —tikslo
funkcijy gradienty kitimas. 3 pav. pateikiamos 1-3 gamin-
tojy tikslo funkcijy pasikliautinyjy intervaly ilgio reik§més
(kai pasikliovimo tikimybé 0,95) esant atitinkamai iteraci-
jai. 4 pav. pavaizduotas Hotellingo 77 statistikos kitimas.

t q, q, q, Q E[p(0,9)] R, R, R, N

1 10 10 10 30 10,274 -17,26 -117,26 -127,26 2

2 7,827 5,827 5,727 19,382 20,708 65,91 25,69 35,81 9

3 7,784 5,132 4,634 17,550 22,324 70,64 30,05 46,60 204

4 7,983 5,000 4,250 17,233 22,547 72,65 30,62 46,95 2283

5 8,151 4,961 4,079 17,191 22,959 74,33 30,70 48,14 926

6 8,358 5,022 4,036 17,416 22,505 73,38 30,02 46,14 4085

7 8,440 4,992 3,968 17,401 22,793 74,58 30,21 47,05 10316

8 8,532 5,011 3,963 17,506 22,540 74,79 30,58 46,03 3656

9 8,552 4,980 3,936 17,468 22,384 74,37 30,46 45,31 2538

10 8,544 4,944 3,906 17,394 22,609 74,93 30,48 46,08 39748
Analizinis sprendinys

q 8,642 4,980 3,923 17,545 | 21,687 | 75,70 30,70 46,50
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Iteracijos

1 tikslo funkcijos kitimas = = = 2tikslo funkcijos kitimas

— =3 tikslo funkcijos kitimas

1 pav. Tikslo funkcijy kitimas

’ Nl oo -— N
1 3 47 5 6 A7~ 8 9 10 11 12 13 14
0.5 ——
/
1 7- /
/
15 ! /
, L
Iteracijos
— 1 tikslo funkcijos gradientas = == 2tikslo funkcijos gradientas
—— = 3tikslo funkcijos gradientas
2 pav. Tikslo funkcijy gradienty kitimas
5
45
4
35
: <
25 ~
N
2 A
15 * \\
05 -
, Nemmmneeeen.-
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15
Iteracijos
1 funkcijos pasikliov. intervalas = = = +2 funkcijos pasikliov. intervalas

= = 3 funkcijos pasikliov. intervalas

3 pav. Tikslo funkcijy pasikliautinyjy intervaly ilgiai

B \ /

2,5 \

1 "/ \/ \

0,5

Iteracijos

4 pav. Hotellingo 77 statistikos reik§més.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

Iteracijos
1 generatoriaus gaminamas kiekis = — 2 generatoriaus gaminamas kiekis

Q bendras kiekis

- - -2 generatoriaus gaminamas kiekis

5 pav. Gamintojy gaminami kiekiai, bendras kiekis

Imties ilgis, apskai¢iuojamas pagal (8) formule,

pavaizduotas 6 pav. Naudotos tokios imties ilgio reiks-
més: minimali N . = 500, maksimali N = 10 000.

10000 / g g g g g
9000

8000 /
7000
/

6000 /

5000 /

4000

3000 /
2000 /
1000

Iteracijos

6 pav. Imties tiirio kitimas

ISvados

1.

Pasiiilytas stochastinés NeSo pusiausvyros paieskos
algoritmas, pagristas reguliuojamo ilgio atsitiktiniy
im&iy generavimu. Cia kiekvienoje iteracijoje kitas
tagkas nustatomas gradientinés paieskos biidu.
Algoritmo vykdyma galima nutraukti, kai sprendinio
optimalumas ir tikslumas jvertinamas pagal statistinj
kriterijuy, t. y. patikrinama hipotez¢ apie sprendinio op-
timalumg ir nustatomas tikslo funkcijos pasikliautino-
jo intervalo ilgis.

Kompiuterinio testavimo rezultatai parodé, kad sukur-
tas algoritmas leidZia nustatyti optimalig stochastinés
Neso pusiausvyros strategijg norimu tikslumu.
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AN ALGORITHM FOR THE SEARCH OF THE STOCHASTIC NASH EQUILIBRIUM
Valerijonas Dumskis, Leonidas Sakalauskas
Summary

In this paper we consider the stochastic Nash equilibrium problem with uncertainty described by absolutely continuous
distribution. An iterated algorithm based on finite sequences of Monte-Carlo samples is introduced to solve the problem. A
rule for adjusting the Monte-Carlo sample size is introduced to ensure the convergence and to solve the problem rationally.
Optimality and accuracy of the solution are estimated on statistical criteria: a testing of the statistical hypothesis of the problem
optimality and a calculation of the length of confidence interval of the objective function.

Key words: Stochastic Nash equilibrium, Monte — Carlo method, convergence.

STOCHASTINES NESO PUSIAUSVYROS PAIESKOS ALGORITMAS
Valerijonas Dumskis, Leonidas Sakalauskas
Santrauka
Darbe nagrinéjamas stochastinés tiesinés Neso pusiausvyros uzdavinys, kai neapibréztis aprasoma absoliuciai tolydziuoju
désniu. Siam uzdaviniui spresti pasiiilytas iteracinis algoritmas baigtinémis Montekarlo imé&iy sekomis. Straipsnyje aprasoma,
kaip taikoma Montekarlo im¢iy dydzio reguliavimo taisykleé, uztikrinanti konvergavimg ir leidzianti racionaliai atlikti
skai¢iavimus. Sprendinio optimalumas ir tikslumas vertinami statistiniais biidais, patikrinant statisting hipotez¢ apie sprendinio

optimalumg ir skai¢iuojant tikslo funkcijos pasikliautinajj intervala.
Prasminiai ZodZiai: stochastiné NeSo pusiausvyra, Montekarlo metodas, konvergavimas.
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