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Ivadas

Normalusis skirstinys — vienas i§ pla¢iausiai ma-
tematinéje statistikoje naudojamy skirstiniy, daznai tai-
komas atlickant verslo ir ekonomikos duomeny analizg.
Taciau finansiniai duomenys neretai pasizymi asime-
trija, ekscesu ir dideliais nuokrypiais, todél normalusis
skirstinys néra geriausias variantas — pavyzdziui, akcijy
graza ar rizikos veiksniai gali nebiti pasiskirstg¢ pagal
Gauso désnj (Kabasinskas ir kt., 2009). Todél Gauso
modeliai kei¢iami bendresniais — stabiliaisiais mode-
liais, kurie vis placiau taikomi modeliuojant verslo,
draudimo, finansy rinkas. Taciau taikyma praktikoje ri-
boja tai, jog stabiliyjy skirstiniy pasiskirstymo ir tankio
funkcijos negali buti iSreiskiamos per elementarigsias
funkcijas, iSskyrus keleta pavieniy atvejy, pvz., Kosi

ir Levi désnius. Taip pat stabilieji tankiai, kai a:l
ir B=-1, gali biiti iSreiSkiami per modifikuota Bese-

3

lio funkcija K, (x), kai 4 zg, a == — per Vitakerio
3
funkcija W, | (x), arba hipergeometrines funkcijas.
2’6

Daugiau informacijos galima rasti D. Holt ir E. Crow
(1973) darbe. Beje, stabilieji skirstiniai neturi baigtinés
dispersijos (i$skyrus normalyjj atvejj, kai stabilumo pa-
rametras ¢ =2 ). Daugiamaciy stabiliyjy désniy para-
metry vertinimas kai kuriais statistiniais metodais ir su
tuo susijusios problemos aptarti Press (1972), Rachev ir
Xin (1993), Cheng ir Rachev (1995), Ravishanker ir Qiou
(1999), Nolan (2001), Nolan ir kt. (2001) bei kity autoriy.
Siame straipsnyje nagrinéjamas subgausinio vektoriaus,
iSreiSkiamo per Gauso vektoriy ir @ stabiliuosius dydzius,
skirstinio parametry vertinimas didziausio tikétinumo me-
todu, taikant Montekarlo Markovo grandinés algoritma.

Gerai zinoma, kad vienmatis stabilusis dydis yra
aprasomas keturiais parametrais: stabilumo g e (O; 2],
asimetrijos f € [— I; 1], mastelio o >0, poslinkio z e R
. Stabilumo indeksas a yra esminis modeliuojant finansi-
nes sekas, o mastelio (sklaidos) parametras o stabiliuo-
ju atveju gali buti taikomas rizikai matuoti. Atsitiktiniai
dydziai, kurie yra fiksuoto skaic¢iaus dedamyjy sudéties
atzvilgiu, vadinami a stabiliaisiais.

Nagrinésime stabilaus dydzio apibendrinimg dau-
giamaciu atveju. Vienmaciu atveju yra zinoma, kad
§=8,°8,,

ia

Sla2 — stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asimetrijos
parametras =1, o formos parametras a, <1;

§, — kitas stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asime-
trijos parametras £ =0, o formos parametras a, ;

()
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§ — stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asimetrijos
parametras f# =0, o formos parametras a = a, - a, .

Taikant §j blidg paprastai parenkama, kad §, yra
Gauso atsitiktinis dydis, nes Sie dydziai yra stabils, kai
a, = % ir ¢, = 2. Atsitiktinis stabilusis dydis, kai a, <1,

o f =1, yra vadinamas subordinatoriumi ir visada jgyja
tik teigiamas reikSmes (Rachev ir Mittnik, 1993). Pritai-
kius $j metoda daugiamaciu atveju gaunamas vektorius su
priklausomomis komponentémis, pagal kuri galima mo-
deliuoti duomenis su ,,sunkiomis uodegomis*®.

Darbe naudojama Zolotariovo stabiliojo skirstinio
tankio iSraiSka (3omorapes, 1983). Atsitiktinis vektorius
X pasiskirstgs pagal stabilyjj désnj S, (0, 5, ,U)’ jei jo
charakteringoji funkcija:

0
plx,a,0,B,1)=

@
@ exp{— -6 -(1 —ifsgn(0) tan(ﬂzaj] + i,u@}, Jeigua#1

©) exp{— o 6] .(1 + @m\e\ sgn(H)) + i,uH}, Jeigua=1
VA

. . (2)
Gia @eR ir
I, jei@>0
sgn(@)=1{ 0, jei 6=0 - 3)
-1, jei <0

Taikant $j metoda galima gauti daugiamatj subgau-
sinj vektoriy:

X =8 +45,5,. )

¢ia s, yra subordinatorius su parametru a, s, yra
Gauso vektorius su nuliniu vidurkiu ir kovariacijy matrica
Q,0 O yravidurkio vektorius.

DidZiausio tikétinumo metodo jverciai

Stabilyjj vektoriy (4) apibiidina Sie parametrai: sta-
bilumo indeksas a, vidurkio vektorius ¢ ir kovariacijy
matrica ) . Nagrinésime $iy parametry vertinima didziau-
sio tikétinumo metodu.

Tegul x = (xl,xz,...,xK) yra nepriklausomy p-
maciy stabiliyjy vektoriy imtis. Sios imties tikétinumo
funkcija galima uzrasyti taip (Ravishanker, Qiou, 1999):
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logaritminé tikétinumo funkcija jgyja tokj pavidala:

L(x,5,Q,a)= §1n|Q| -

I=

o 1
—iln(fID(xj,yj,zj,é,Q,a)-exp{— z; }dyjdzj], 8)
00

Cia
D(xj,yj,zj,5,Q,a)=
2-a Zap
= exp _Zja (xj_é‘)TQ%(xj _5) . Zja ’ 9)
2 tu (y/) tu (yj )%

Diferencijuojant (8) iSraiSka pagal parametrus
0, Q, prilyginant nuliui atitinkamas i§vestines yra gau-
namos lygtys, kurias turi tenkinti iy parametry didziausio
tikétinumo jverciai:

K X g
Z J J
5= I (10)
-9
L1 Elx =68)kx =5)
Q:K.Z;(xj X);j )gj, (11)
J= Jj
¢ia

-D(xj,yj,zj,é‘,Q,a)'exp{—zj}dyjdzj’

(12)
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fj:

S 3

1
JD(xj 2 ViZ; ,5,(2,01)- exp{— zZ; }dy/.dzj. (13)
0

Montekarlo Markovo grandinés algoritmas

Daugiamacio subgausinio vektoriaus parametry

jverCiams gauti gali biti pritaikomas EM algoritmas,
Montekarlo metodu apskai¢iuojant integralus (8), (12),
(13), jeinancius j jverciy iSraiskas.

Tarkime, sugeneruota k Montekarlo Markovo
grandziy ir kiekvienoje grandyje apskaiciuoti 0, , €2, , a,
jver¢iai, paémus kokias nors pradines reikSmes
8y, Q,, a,. Tarkime, kad ¥, ~U(0,1), Z, ~—In(Y,),
Gai=1,2,...,N*, Nkfyra Montekarlo imties tiiris
grandyje.

Toliau apskai¢iuojamos sumos:

1 & :
P, :WZD(XJ,K,Z,.,@,QM), (14)
i=1
Nk
PP, =%Z(D(XJ,K,Zi,é'k,Qk,ak))2, (15)
i=1
ap
N¥ Z'a 2 .
=S A p(x Y, 2,,8,,0,.4, ). (16)
ML)
Zap ’
NF a
VV,/',k_LZ . D(Xj,Yl.,Zl_,é‘k,Qk,ak) - {17)

kurios yra panaudojamos kitos iteracijos jveréiams
apskaiciuoti:

5 - P, (18)
k+1 iV_/,k
Jj=1 Pj,k

Q,., —%i(}(f —5kXXf _5k)T¢. (19)

Jok
Naudojant gautus jveréius, galima uzraSyti logari-
tmings tikétinumo funkcijos Montekarlo jvertj:

£1n|Qk| - iln( j
2 =

Parametro a,,, reikSmé yra gaunama sprendZiant
vienmatj tikétinumo funkcijos (20) minimizavimo pagal
a uzdavinj, jrasius (18) ir (19) reikSmes.

Montekarlo Markovo grandinés generuojamos pagal
(18), (19) formules, kol pasikliautinumo intervalas

2 k < PP',k

=L 2k

P,
Lk ]\j]k (20)

K,L +

lNk

K PP.

Nk . J.k

J 25

1)
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tampa mazas ir neatmetama statistiné lygybiy (10),
(11) hipotezé. Pastarajai hipotezei tikrinti apskaiciuoja-
mas kriterijus
k_ L
1 &V,
Pl

| k+l|

Q
{— In

o

+ (5k+1 - 5k )T :

naudojant zinoma statistinj kriterijy, apibtdinantj
imties vidurkio vektoriaus ir imties kovariacijy matricos
sutapimg su zinomu vektoriumi ir zinoma matrica (An-
derson, 1958). Gerai zinoma, kad imties triui didéjant
kriterijjaus (22) skirstinys artéja prie ¥ * skirstinio su

)

K Jj=1

111 '(5k+l _5k)+ Z(Qm -Q

p
-1
J=

. (22)

-Q

L= % p( p+ 3) laisvés laipsniu (Krishnaiah, 1984). Todél

statistiné hipotezé pagal kriterijy (22) yra atmetama, jei
H'>T (23)

a,n’

¢ia T,, —yra ;(2 skirstinio kvantilis, & — pasi-
kliautinumo lygmuo. Jei §i hipotezé neatmetama ir pasi-
kliautinumo intervalas (21) mazas, Montekarlo grandinés
generavimag galima nutraukti ir priimti paskutinéje iteraci-
joje gautus jvercius.

Jei nors viena stabdymo salyga netenkinama, gene-
ruojama nauja Montekarlo imtis. Imties tiir] galima regu-

livoti pagal taisykle (Sakalauskas, 2000):
N*

Nk+1 Z_k‘T
H

v

24

¢ia kai kuriais atvejais y gali sutapti su ¢ . Taikant
Sig taisykle galima racionaliai parinkti imciy tiirj Monte-
karlo Markovo grandingje ir kartu uztikrinti konvergavi-
ma | tikétinumo funkcijos maksimuma.

Kompiuterinis modeliavimas

Tiriant sudaryta algoritma buvo atliktas skaitinis
eksperimentas. Sugeneruota K = 50 dvimaciy vektoriy su
pradiniais duomenimis:

1

3,67 0,86
a=125,0= , Q= , p=2.
2 0,86 2,55

Toliau sugeneruota k = 5(0 Montekarlo grandziy pa-
gal (18), (19), (24) israiskas, paémus pradines reikSmes
o, =L1-0, Q,=09-Q. Siekiant iSvengti labai mazy
arba labai dideliy imties ttrio reikSmiy, buvo taikoma
riba: N* > 500, ir generavimas buvo nutraukiamas, kai
tikétinumo funkcijos pasikliautinumo intervalas (21) tap-
davo mazesnis uz 0,5. Stabdymo taisyklés buvo pasiektos
po k =11 iteracijy. Gauti tokie jverciai:

(25)

1,20
> Q) :[
2,55

1 pav. pateikta tikétinumo funkcijos diagrama, 2 pav.
pateikta imties ttrio, reguliuojamo pagal (24) taisykle, dia-
grama (zym. N spéjamas). Siame paveiksle pavaizduotas N

7,54 4,01

% 4,01

]» L, =229,06, H' =22,25. (26)
5,66
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realus yra apskaiCiuotas taip, kad pasikliautinumo intervalas
(21) nevirSyty pasirinktos kritinés reikSmés ¢ = 0,5. 3 pav.
testas parodo statistikos (22), 4 pav. pasikliautinumo inter-
i . e 2
valo kitimo priklausomybes. 3 pav. kritiné reikSmé yra ¥
skirstinio kvantilio reikmeé. Sios priklausomybés iliustruoja
sudaryto algoritmo konvergavima j uzdavinio (8) sprendinj.
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ISvados

Pagal sudaryta statistinj subgausiniy seky tyrimo
algoritma galima apskaiciuoti skirstinio tankio funkcija,
generuoti atsitiktiniy dydziy sekas, jvertinti Siy seky pa-
rametrus Montekarlo Markovo grandinés metodu, naudo-
jant didziausio tikétinumo metoda.
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ESTIMATION OF A SUB-GAUSSIAN VECTOR DISTRIBUTION BY THE MONTE-CARLO MARKOV
CHAIN APPROACH

Leonidas Sakalauskas, Ingrida Vaiciulyté

Summary

The Monte-Carlo Markov chain procedure for estimation of a sub-Gaussian vector distribution by the maximal likelihood
method, where the Monte-Carlo sample size is regulated to ensure the convergence, is constructed in the paper. The termination
rule is also implemented by testing statistical hypotheges on an insignificant change of estimates in two steps of the procedure.
The termination statistic is approximated with a %  distribution. Computer simulation confirmed the applicability of the
Monte-Carlo Markov chain approach.
Keywords: Monte-Carlo Markov chain, likelihood method, stable distribution, statistical modeling.

SUBGAUSINIO VEKTORIAUS SKIRSTINIO PARAMETRU VERTINIMAS MONTEKARLO MARKOVO
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Santrauka

Siame straipsnyje apra§omas subgausinio vektoriaus, isreiskiamo per Gauso vektoriy ir a stabilivosius dydzius, skirstinio
parametry vertinimas didziausio tikétinumo metodu, taikant Montekarlo Markovo grandinés algoritma, naudojant statistinj
stabdymo kriterijy ir imties tirio reguliavima. Stabdant algoritma, tikrinama statistiné hipotezé apie nykstamai maza skirtuma
tarp dviejy gretimy Montekarlo grandziy jverc¢iy. Hipotezei patikrinti naudojama statistiné )~ skirstinio aproksimacija. Atlikus
skai¢iavimus, gaunami nezinomy parametry jverciai.
Prasminiai ZodZiai: Montekarlo Markovo granding, tikétinumo metodas, stabilusis skirstinys, statistinis modeliavimas.
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