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Įvadas
Normalusis skirstinys – vienas iš plačiausiai ma-

tematinėje statistikoje naudojamų skirstinių, dažnai tai-
komas atliekant verslo ir ekonomikos duomenų analizę. 
Tačiau finansiniai duomenys neretai pasižymi asime-
trija, ekscesu ir dideliais nuokrypiais, todėl normalusis 
skirstinys nėra geriausias variantas – pavyzdžiui, akcijų 
grąža ar rizikos veiksniai gali nebūti pasiskirstę pagal 
Gauso dėsnį (Kabasinskas ir kt., 2009). Todėl Gauso 
modeliai keičiami bendresniais – stabiliaisiais mode-
liais, kurie vis plačiau taikomi modeliuojant verslo, 
draudimo, finansų rinkas. Tačiau taikymą praktikoje ri-
boja tai, jog stabiliųjų skirstinių pasiskirstymo ir tankio 
funkcijos negali būti išreiškiamos per elementariąsias 
funkcijas, išskyrus keletą pavienių atvejų, pvz., Koši 

ir Levi dėsnius. Taip pat stabilieji tankiai, kai 
3
1

=a  

ir 1−=β , gali būti išreiškiami per modifikuotą Bese-

lio funkciją ( )xK
3
1 , kai 

3
2

=a , 
2
3

=a  – per Vitakerio 

funkciją ( )xW
6
1,

2
1 , arba hipergeometrines funkcijas. 

Daugiau informacijos galima rasti D. Holt ir E. Crow 
(1973) darbe. Beje, stabilieji skirstiniai neturi baigtinės 
dispersijos (išskyrus normalųjį atvejį, kai stabilumo pa-
rametras 2=a ). Daugiamačių stabiliųjų dėsnių para-
metrų vertinimas kai kuriais statistiniais metodais ir su 
tuo susijusios problemos aptarti Press (1972), Rachev ir 
Xin (1993), Cheng ir Rachev (1995), Ravishanker ir Qiou 
(1999), Nolan (2001), Nolan ir kt. (2001) bei kitų autorių. 
Šiame straipsnyje nagrinėjamas subgausinio vektoriaus, 
išreiškiamo per Gauso vektorių ir a  stabiliuosius dydžius, 
skirstinio parametrų vertinimas didžiausio tikėtinumo me-
todu, taikant Montekarlo Markovo grandinės algoritmą.

Gerai žinoma, kad vienmatis stabilusis dydis yra 
aprašomas keturiais parametrais: stabilumo ( ]2;0∈a , 
asimetrijos [ ]1;1−∈β , mastelio 0>σ , poslinkio R∈µ
. Stabilumo indeksas a  yra esminis modeliuojant finansi-
nes sekas, o mastelio (sklaidos) parametras σ  stabiliuo-
ju atveju gali būti taikomas rizikai matuoti. Atsitiktiniai 
dydžiai, kurie yra fiksuoto skaičiaus dedamųjų sudėties 
atžvilgiu, vadinami a  stabiliaisiais.

Nagrinėsime stabilaus dydžio apibendrinimą dau-
giamačiu atveju. Vienmačiu atveju yra žinoma, kad 

21 sss ⋅= ,     (1)
čia

2
1

as  – stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asimetrijos 
parametras 1=β , o formos parametras 11 <a ;

2s  – kitas stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asime-
trijos parametras 0=β , o formos parametras 2a ;

s  – stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asimetrijos 
parametras 0=β , o formos parametras 21 aaa ⋅= .

Taikant šį būdą paprastai parenkama, kad 2s  yra 
Gauso atsitiktinis dydis, nes šie dydžiai yra stabilūs, kai 

21
aa = , ir 22 =a . Atsitiktinis stabilusis dydis, kai 11 <a , 

o 1=β , yra vadinamas subordinatoriumi ir visada įgyja 
tik teigiamas reikšmes (Rachev ir Mittnik, 1993). Pritai-
kius šį metodą daugiamačiu atveju gaunamas vektorius su 
priklausomomis komponentėmis, pagal kurį galima mo-
deliuoti duomenis su „sunkiomis uodegomis“.

Darbe naudojama Zolotariovo stabiliojo skirstinio 
tankio išraiška (Золотарев, 1983). Atsitiktinis vektorius 
X  pasiskirstęs pagal stabilųjį dėsnį ( )µβσ ,,aS , jei jo 

charakteringoji funkcija:
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Taikant šį metodą galima gauti daugiamatį subgau-
sinį vektorių: 

21 ssX += δ ,   (4)

čia 1s  yra subordinatorius su parametru a , 2s  yra 
Gauso vektorius su nuliniu vidurkiu ir kovariacijų matrica 
Ω , o δ  yra vidurkio vektorius.

Didžiausio tikėtinumo metodo įverčiai
Stabilųjį vektorių (4) apibūdina šie parametrai: sta-

bilumo indeksas a, vidurkio vektorius δ  ir kovariacijų 
matrica Ω . Nagrinėsime šių parametrų vertinimą didžiau-
sio tikėtinumo metodu.

Tegul ( )Kxxxx ,,, 21 =  yra nepriklausomų p-
mačių stabiliųjų vektorių imtis. Šios imties tikėtinumo 
funkciją galima užrašyti taip (Ravishanker, Qiou, 1999):
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Padarius keitinį
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logaritminė tikėtinumo funkcija įgyja tokį pavidalą:
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Diferencijuojant (8) išraišką pagal parametrus 
Ω,δ , prilyginant nuliui atitinkamas išvestines yra gau-

namos lygtys, kurias turi tenkinti šių parametrų didžiausio 
tikėtinumo įverčiai:
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Montekarlo Markovo grandinės algoritmas

Daugiamačio subgausinio vektoriaus parametrų 
įverčiams gauti gali būti pritaikomas EM algoritmas, 
Montekarlo metodu apskaičiuojant integralus (8), (12), 
(13), įeinančius į įverčių išraiškas.

Tarkime, sugeneruota k  Montekarlo Markovo 
grandžių ir kiekvienoje grandyje apskaičiuoti kkk a,, Ωδ  
įverčiai, paėmus kokias nors pradines reikšmes 

000 ,, aΩδ . Tarkime, kad ( )1,0~ UYi , ( )ii YZ ln~ − , 
čia kNi ,,2,1 = , kN – yra Montekarlo imties tūris k
grandyje. 

Toliau apskaičiuojamos sumos:
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kurios yra panaudojamos kitos iteracijos įverčiams 
apskaičiuoti:
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Naudojant gautus įverčius, galima užrašyti logari-
tminės tikėtinumo funkcijos Montekarlo įvertį:
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Parametro 1+ka  reikšmė yra gaunama sprendžiant 
vienmatį tikėtinumo funkcijos (20) minimizavimo pagal 
a  uždavinį, įrašius (18) ir (19) reikšmes.

Montekarlo Markovo grandinės generuojamos pagal 
(18), (19) formules, kol pasikliautinumo intervalas
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tampa mažas ir neatmetama statistinė lygybių (10), 
(11) hipotezė. Pastarajai hipotezei tikrinti apskaičiuoja-
mas kriterijus
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naudojant žinomą statistinį kriterijų, apibūdinantį 
imties vidurkio vektoriaus ir imties kovariacijų matricos 
sutapimą su žinomu vektoriumi ir žinoma matrica (An-
derson, 1958). Gerai žinoma, kad imties tūriui didėjant 
kriterijaus (22) skirstinys artėja prie 2χ  skirstinio su 

( )3
2
1

+= ppυ  laisvės laipsniu (Krishnaiah, 1984). Todėl 

statistinė hipotezė pagal kriterijų (22) yra atmetama, jei 

υα ,TH k > ,    (23)

čia υα ,T  – yra 2χ  skirstinio kvantilis, α  – pasi-
kliautinumo lygmuo. Jei ši hipotezė neatmetama ir pasi-
kliautinumo intervalas (21) mažas, Montekarlo grandinės 
generavimą galima nutraukti ir priimti paskutinėje iteraci-
joje gautus įverčius.

Jei nors viena stabdymo sąlyga netenkinama, gene-
ruojama nauja Montekarlo imtis. Imties tūrį galima regu-
liuoti pagal taisyklę (Sakalauskas, 2000):

νγ ,
1 T

H
NN k

k
k ⋅≥+ ,                                                      (24)

čia kai kuriais atvejais γ  gali sutapti su α . Taikant 
šią taisyklę galima racionaliai parinkti imčių tūrį Monte-
karlo Markovo grandinėje ir kartu užtikrinti konvergavi-
mą į tikėtinumo funkcijos maksimumą.

Kompiuterinis modeliavimas
Tiriant sudarytą algoritmą buvo atliktas skaitinis 

eksperimentas. Sugeneruota 50=K  dvimačių vektorių su 
pradiniais duomenimis: 

25,1=a , 







=

2
1

δ , 







=Ω

55,286,0
86,067,3 , 2=p .                (25)

Toliau sugeneruota 50=k  Montekarlo grandžių pa-
gal (18), (19), (24) išraiškas, paėmus pradines reikšmes 

Ω⋅=Ω⋅= 9,0,1,1 00 δδ . Siekiant išvengti labai mažų 
arba labai didelių imties tūrio reikšmių, buvo taikoma 
riba: 500≥kN , ir generavimas buvo nutraukiamas, kai 
tikėtinumo funkcijos pasikliautinumo intervalas (21) tap-
davo mažesnis už 0,5. Stabdymo taisyklės buvo pasiektos 
po 11=k  iteracijų. Gauti tokie įverčiai:
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55,2
20,1

11δ , 







=Ω

66,501,4
01,454,7

11 , 06,22911 =L , 25,2211 =H . (26)

1 pav. pateikta tikėtinumo funkcijos diagrama, 2 pav. 
pateikta imties tūrio, reguliuojamo pagal (24) taisyklę, dia-
grama (žym. N spėjamas). Šiame paveiksle pavaizduotas n 

realus yra apskaičiuotas taip, kad pasikliautinumo intervalas 
(21) neviršytų pasirinktos kritinės reikšmės 5,0=ε . 3 pav. 
testas parodo statistikos (22), 4 pav. pasikliautinumo inter-
valo kitimo priklausomybes. 3 pav. kritinė reikšmė yra 2χ  
skirstinio kvantilio reikšmė. Šios priklausomybės iliustruoja 
sudaryto algoritmo konvergavimą į uždavinio (8) sprendinį.

225

227

229

231

233

235

237

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
k

1 pav. Tikėtinumo funkcija

0

5000

10000

15000

20000

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
k

N realus
N spėjamas

2 pav. Imties tūris

1

10

100

1000

10000

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
k

testas
kritinė reikšmė

3 pav. Stabdymo statistika

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
k

testas

kritinė reikšmė

4 pav. Pasikliautinumo intervalas

Išvados
Pagal sudarytą statistinį subgausinių sekų tyrimo 

algoritmą galima apskaičiuoti skirstinio tankio funkciją, 
generuoti atsitiktinių dydžių sekas, įvertinti šių sekų pa-
rametrus Montekarlo Markovo grandinės metodu, naudo-
jant didžiausio tikėtinumo metodą.
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ESTIMATION OF A SUB-GAUSSIAN VECTOR DISTRIBUTION BY THE MONTE-CARLO MARKOV 
CHAIN APPROACH

Leonidas Sakalauskas, Ingrida Vaičiulytė

Summary

The Monte-Carlo Markov chain procedure for estimation of a sub-Gaussian vector distribution by the maximal likelihood 
method, where the Monte-Carlo sample size is regulated to ensure the convergence, is constructed in the paper. The termination 
rule is also implemented by testing statistical hypotheses on an insignificant change of estimates in two steps of the procedure. 
The termination statistic is approximated with a 

2χ  distribution. Computer simulation confirmed the applicability of the 
Monte-Carlo Markov chain approach.

Keywords: Monte-Carlo Markov chain, likelihood method, stable distribution, statistical modeling.

SUBGAUSINIO VEKTORIAUS SKIRSTINIO PARAMETRŲ VERTINIMAS MONTEKARLO MARKOVO 
GRANDINĖS METODU

Leonidas Sakalauskas, Ingrida Vaičiulytė

Santrauka

Šiame straipsnyje aprašomas subgausinio vektoriaus, išreiškiamo per Gauso vektorių ir a  stabiliuosius dydžius, skirstinio 
parametrų vertinimas didžiausio tikėtinumo metodu, taikant Montekarlo Markovo grandinės algoritmą, naudojant statistinį 
stabdymo kriterijų ir imties tūrio reguliavimą. Stabdant algoritmą, tikrinama statistinė hipotezė apie nykstamai mažą skirtumą 
tarp dviejų gretimų Montekarlo grandžių įverčių. Hipotezei patikrinti naudojama statistinė 2χ  skirstinio aproksimacija. Atlikus 
skaičiavimus, gaunami nežinomų parametrų įverčiai.

Prasminiai žodžiai: Montekarlo Markovo grandinė, tikėtinumo metodas, stabilusis skirstinys, statistinis modeliavimas.
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